Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 316, 2004 g.

S. A. Evdokimov^1, I. N. Ponomarenko^2

O VERXINNO` SV˚ZNOSTI OTNOXENI˚ ASSOCIATIVNO` SHEMY

1. Vvedenie

Pust~ k > 0 – celoe qislo. Koneqnyæ prostoæ graf Γ s mnoßestvom verxin V nazyvaetsØ k-svØznym, esli |V | > k i graf Γ − X ØvlØetsØ svØznym dlØ vseh mnoßestv X ⊂ V , u kotoryh |X| < k. Qislo κ(Γ) = max { k : Γ ØvlØetsØ k-svØznym } nazyvaetsØ verxinnoæ svØznost~¸ grafa Γ. DlØ simmetriqnogo antirefleksivnogo binarnogo otnoxeniØ R na V poloßim κ(R) = κ(Γ), gde Γ – graf na V s mnoßestvom rœber R, i nazovœm otnoxenie R svØznym, esli svØzen graf Γ; esli fftot graf regulØren, poloßim d(R) = d(Γ), gde d(Γ) – stepen~ grafa Γ. Esli R simmetriqnaØ 2-orbita tranzitivnoæ gruppy perestanovok, to, oqevidno, κ(R) 6 d(R). Bolee togo, kak dokazano v [7], v fftom sluqae κ(R) = d(R) vsØkiæ raz, kogda otnoxenie R svØzno. DlØ grupp ranga 3 poslednee utverßdenie bylo obobweno v [3] na sluqaæ, kogda R ØvlØetsØ bazisnym otnoxeniem associativnoæ shemy ranga 3. (Associativnu¸ shemu ranga r moßno predstavlØt~ sebe kak special~noe razbienie polnogo grafa v r − 1 regulØrnyh podgrafov; neobhodimye svedeniØ iz teorii shem privedeny v §2.) Bolee obwo, sledu¸waØ gipoteza byla sformulirovana A. Brauffrom v stat~e [2].

Gipoteza. Pust~ R – svØznoe bazisnoe otnoxenie associativnoæ

shemy. Togda κ(R) = d(R).

V fftoæ stat~e my dokazyvaem gipotezu Brauffra v sluqae, kogda sootvetstvu¸waØ associativnaØ shema sil~no zamknuta. A imenno, pust~ C – proizvol~naØ shema na mnoßestve V . SleduØ [4, 1], dlØ celogo poloßitel~nogo qisla m opredelim shemu ^C^{(m)}

1 Podderßano grantom RFFI 03-01-00349 2 Podderßano grantami RFFI 03-01-00349, 02-01-00093, NSH-2251.2003.1. 55

56 S. A. EVDOKIMOV, I. N. PONOMARENKO

kak naimen~xu¸ shemu na mnoßestve V^m, soderßawu¸ m-u¸ tenzornu¸ stepen~ shemy C i refleksivnoe otnoxenie, otveqa¸wee diagonali mnoßestva V^m. EstestvennaØ proekciØ shemy ^C^{(m)} na mnoßestvo V nazyvaetsØ m-zamykaniem shemy C. Izvestno, qto 1-zamykanie i n-zamykanie shemy C pri n = |V | sovpada¸t sootvetstvenno s neæ samoæ i so shemoæ 2-orbit eœ gruppy avtomorfizmov. Shema C nazyvaetsØ m-zamknutoæ, esli ona sovpadaet so svoim m-zamykaniem. Moßno dokazat~, qto shema 2-orbit l¸boæ gruppy perestanovok ØvlØetsØ m-zamknutoæ pri vseh m. Osnovnoæ rezul~tat stat~i moßet byt~ sformulirovan sledu¸- wim obrazom.

Teorema 1. Pust~ C – odnorodnaØ shema i R – eœ svØznoe simme-

triqnoe bazisnoe otnoxenie. Predpoloßim, qto shema C ØvlØetsØ d(R)-zamknutoæ. Togda κ(R) = d(R).

Zameqanie. V deæstvitel~nosti iz dokazatel~stva teoremy 1

sleduet, qto eœ utverßdenie ostaœtsØ spravedlivym dlØ kaßdogo otnoxeniØ R = ⋃ S (S ∪ S^T ), gde S probegaet nepustoe mnoßestvo

sil~no svØznyh bazisnyh otnoxeniæ shemy C i S^T – otnoxenie, transponirovannoe k S.

DlØ dokazatel~stva teoremy 1 my vospol~zuemsØ odnim starym rezul~tatom ob atomah grafa. A imenno, mnoßestvo X ⊂ V nazyvaetsØ atomom grafa Γ, esli |X| = min Y ⊂V,| ∂Y |=k |Y |, gde ∂Y = {x ∈ V \ Y : x smeßna s nekotoroæ verxinoæ iz Y } i k = κ(Γ). (Netrudno proverit~, qto podgraf grafa Γ, inducirovannyæ atomom, ØvlØetsØ atomom v smysle raboty [7].) Oboznaqim qerez A(Γ) mnoßestvo vseh atomov grafa Γ. Kak pokazano v [7], razliqnye atomy ne pereseka¸tsØ i potomu otnoxenie

E(Γ) = ⋃ X∈A(Γ) X × X ØvlØetsØ ffkvivalentnost~¸ na V (t.e. otnoxeniem ffkvivalentnosti na nekotorom ego podmnoßestve). ˚sno, qto kaßdyæ atom induciruet svØznyæ podgraf grafa Γ i A(Γ) ≠ ∅, esli graf Γ svØzen. Otmetim takße, qto v regulØrnom svØznom grafe Γ, dlØ kotorogo κ(Γ) < d(Γ), kaßdyæ atom sostoit iz po kraæneæ mere

O VERXINNO` SV˚ZNOSTI 57

dvuh verxin. Teorema 1 vyvoditsØ iz sledu¸wego utverßdeniØ, kotoroe budet dokazano v § 3. Niße C(Γ) oboznaqaet naimen~xu¸ shemu na mnoßestve verxin grafa Γ, soderßawu¸ mnoßestvo ego rœber.

Teorema 2. DlØ kaßdogo grafa Γ ffkvivalentnost~ E(Γ) ØvlØetsØ

ob¨edineniem bazisnyh otnoxeniæ (κ(Γ)+1)-zamykaniØ shemy C(Γ).

Neizvestno, ØvlØetsØ li ffkvivalentnost~ E(Γ) ob¨edineniem bazisnyh otnoxeniæ shemy C(Γ). Odnako, esli ffto tak, to gipoteza Brauffra moßet byt~ dokazana s pomow~¸ privodimogo niße rassußdeniØ.

Dokazatel~stvo teoremy 1. Oqevidno, κ(R) 6 d(R). Predpolo-

ßim, qto κ(R) < d(R). Oboznaqim qerez Γ graf s mnoßestvom rœber R. Togda suwestvuet atom fftogo grafa, kotoryæ soderßit dve ego smeßnye verxiny, i potomu R ∩ E(Γ) ≠ ∅. S drugoæ storony, iz teoremy 2 sleduet, qto mnoßestvo E(Γ) ØvlØetsØ ob¨- edineniem bazisnyh otnoxeniæ (κ(Γ) + 1)-zamykaniØ shemy C(Γ). Poskol~ku shema C ØvlØetsØ d(R)-zamknutoæ i rasxirØet shemu C(Γ), mnoßestvo E(Γ) ØvlØetsØ ob¨edineniem bazisnyh otnoxeniæ shemy C. Tak qto R ⊂ E(Γ). V silu svØznosti grafa Γ i odnorodnosti shemy C, ots¸da sleduet, qto ffkvivalentnost~ E(Γ) imeet toqno odin klass, qto protivoreqit opredeleni¸ atoma.

�

2. Shemy

2.1. Pust~ V – koneqnoe mnoßestvo i R – mnoßestvo nepustyh

binarnyh otnoxeniæ na V . Para C = (V, R) nazyvaetsØ kogerentnoæ konfiguracieæ ili shemoæ na V , esli vypolneny sledu¸wie usloviØ:

(C1) mnoßestvo R obrazuet razbienie mnoßestva V^2,

(C2) diagonal~ Δ(V ) mnoßestva V^2 ØvlØetsØ ob¨edineniem fflementov iz R,

(C3) mnoßestvo R zamknuto otnositel~no perestanovki koordinat, (C4) esli R, S, T ∈ R, to qislo |{v ∈ V : (u, v) ∈ R, (v, w) ∈ S}| ne zavisit ot vybora (u, w) ∈ T .

58 S. A. EVDOKIMOV, I. N. PONOMARENKO

�lementy mnoßestva V , otnoxeniØ iz R i qisla iz usloviØ (C4) nazyva¸tsØ toqkami, bazisnymi otnoxeniØmi i qislami pereseqeniæ shemy C, sootvetstvenno. Poslednie oboznaqa¸tsØ qerez c^T_{R,S} . My takße oboznaqaem qerez R^∗ = R^∗(C) mnoßestvo vsevozmoßnyh ob¨edineniæ fflementov iz R = R(C).

Mnoßestvo vseh shem na V qastiqno uporØdoqeno po vkl¸qeni¸: imenno, C 6 C^′ togda i tol~ko togda, kogda R^∗(C) ⊂ R^∗(C^′). DlØ mnoßestv R_1, . . . , R_s binarnyh otnoxeniæ na V my oboznaqaem qerez [R_1, . . . , R_s] naimen~xu¸ shemu C na V taku¸, qto R_i ⊂ R^∗(C) dlØ vseh i; my opuskaem figurnye skobki, esli R_i = {R_i} i pixem C_{v1,... ,vs} vmesto [R(C), R_1, . . . , R_s] v tom sluqae, kogda R_i = {(v_i, v_i)} dlØ vseh i, gde v_i ∈ V .

2.2. Pust~ C = (V, R) – shema. Poloßim

Cel (C) = {X ⊂ V : Δ(X) ∈ R}, Cel^∗(C) = {X ⊂ V : Δ(X) ∈ R^∗}.

Kaßdyæ fflement mnoßestva Cel (C) (sootv. Cel^∗(C)) nazyvaetsØ kletkoæ (sootv. kletoqnym mnoßestvom) shemy C. Oqevidno, mnoßestvo V ØvlØetsØ diz¨¸nktnym ob¨edineniem kletok. Shema C nazyvaetsØ odnorodnoæ, esli |Cel (C)| = 1. Esli pri fftom kaßdoe eœ bazisnoe otnoxenie simmetriqno, to C nazyvaetsØ associativnoæ shemoæ.

Mnoßestvo vseh ffkvivalentnosteæ na V , prinadleßawih mnoßestvu R^∗, oboznaqaetsØ qerez E = E(C), a ego fflementy nazyva¸tsØ ffkvivalentnostØmi shemy C. ˚sno, qto Δ(V ), V^2 ∈ E. Legko proverØetsØ, qto dlØ R ∈ R^∗ naimen~xaØ ffkvivalentnost~ ⟨R⟩ na V , soderßawaØ R, takße prinadleßit E. Poloßim B(C) = ⋃ E∈E V /E. DlØ kaßdogo U ∈ B(C) mnoßestvo R_U = {R_U :

R ∈ R, R_U ≠ ∅}, gde R_U = R ∩ U^2, ØvlØetsØ mnoßestvom bazisnyh otnoxeniæ nekotoroæ shemy na U . My nazyvaem fftu shemu ograniqeniem shemy C na U i oboznaqaem eœ qerez C_U .

NepustaØ ffkvivalentnost~ shemy C nazyvaetsØ nerazloßimoæ, esli ona ne ØvlØetsØ diz¨¸nktnym ob¨edineniem dvuh nepustyh ffkvivalentnosteæ fftoæ shemy. Legko videt~, qto kaßdu¸ ffkvivalentnost~ shemy C moßno predstavit~ v vide diz¨¸nktnogo ob¨edineniØ nerazloßimyh ffkvivalentnosteæ, nazyvaemyh eœ nerazloßimymi komponentami. Moßno dokazat~ (sm. [4, lemma 2.6.2]), qto nositeli nerazloßimyh komponent ØvlØ¸tsØ poparno nepereseka¸wimisØ kletoqnymi mnoßestvami shemy C.

O VERXINNO` SV˚ZNOSTI 59

2.3. Shemy C = (V, R) i C^′ = (V^′, R^′) nazyva¸tsØ izomorfnymi,

esli R^f = R^′ dlØ nekotoroæ biekcii f : V → V^′, nazyvaemoæ izomorfizmom shemy C na shemu C^′. Shemy C i C^′ nazyva¸tsØ podobnymi, esli c^T_{R,S} = c^{T φ}_Rφ_{,S}φ , R, S, T ∈ R, (1) dlØ nekotoroæ biekcii φ : R → R^′, R → R^φ, nazyvaemoæ podobiem shemy C na shemu C^′. Pri fftom podobie φ induciruet biekci¸ iz R^∗ na (R^′)^∗, dlØ oboznaqeniØ kotoroæ my ispol~zuem tu ße bukvu. Moßno dokazat~, qto Δ(V )^φ = Δ(V^′) i (R^T )^φ = (R^φ)^T dlØ vseh R ∈ R. Kaßdyæ izomorfizm shemy C na shemu C^′ induciruet estestvennym obrazom podobie fftih shem.

Sledu¸wee utverßdenie summiruet te svoæstva podobiæ, kotorye budut ispol~zovat~sØ dalee (sm. [4, 6]).

Lemma 2.1. Pust~ φ : C → C^′ – podobie shemy C na V na shemu C^′

na V^′. Togda (1) E(C)^φ = E(C^′) i |V_E| = |V^′_Eφ |, |V /E| = |V^′/E^φ| dlØ vseh E ∈ E(C), (2) esli ffkvivalentnost~ E ∈ E(C) nerazloßima, to ffkvivalentnost~ E^φ ∈ E(C^′) takße nerazloßima i dlØ kaßdoæ pary (X, Y ) ∈ V /E × V^′/E^φ podobie φ induciruet podobie φ_{X,Y} : C_X → C_Y takoe, qto (R_X )^{φX,Y} = (R^φ)_Y dlØ vseh R ∈ R^∗(C), (3) ⟨R⟩^φ = ⟨R^φ⟩ dlØ vseh R ∈ R^∗(C). �

2.4. V fftom punkte V i m oboznaqa¸t sootvetstvenno koneq-

noe mnoßestvo i poloßitel~noe celoe qislo. DlØ v ∈ V^m i i ∈ {1, . . . , m} qerez v_i oboznaqaetsØ i-aØ koordinata toqki v. Sledu¸wee utverßdenie dokazano v [4, lemma 3.1].

Lemma 2.2. Pust~ C – shema na V i^^C =^^C^{(m)}. DlØ v1, . . . , vm−1 ∈ V

poloßim U = {u ∈ V^m : u_i = v_i, i = 1, . . . , m − 1}. Togda U ∈ B( ^C) i ^C_U > (C_{v1,... ,vm}�_1 )^ζ , gde ζ : V → U – biekciØ, perevodØwaØ v v (v_1, . . . , v_{m−1}, v). � Sledu¸waØ lemma ØvlØetsØ qastnym sluqaem lemmy 6.2 iz raboty [5].

Lemma 2.3. Pust~ C – shema na V . Togda dlØ kaßdogo R ∈ R(^^C^{(m)})

mnoßestvo {(u_i, v_i) : (u, v) ∈ R} ØvlØetsØ bazisnym otnoxeniem m-zamykaniØ shemy C pri vseh i = 1, . . . , m. �

60 S. A. EVDOKIMOV, I. N. PONOMARENKO

3. Dokazatel~stvo teoremy 2 Nam ponadobitsØ sledu¸waØ lemma. Niße dlØ koneqnogo mnoßestva V i neotricatel~nogo celogo qisla k my polagaem ^V = V^{k+1} i ^E_k = {(z, z^′) ∈ ^V^2 : z_i = z^′_i, i = 1, . . . , k}.

Lemma 3.1. Pust~ C – shema na V , R ∈ R^∗(C) i U ∈ Cel (^^C), gde

^C = ^C^{(k+1)}. DlØ x ∈ U oboznaqim qerez δ_R(x) mownost~ togo klassa ffkvivalentnosti ⟨R_{Vx} ⟩ na mnoßestve V_x = V \ {x_1, . . . , x_k}, kotoryæ soderßit x_{k+1}. Togda qislo δ_R(x) ne zavisit ot vybora x.

Dokazatel~stvo. Pust~ x, y ∈ U . Poskol~ku U – kletka shemy

^C, pary (x, x) i (y, y) prinadleßat odnoæ i toæ ße nerazloßimoæ komponente ^E ffkvivalentnosti ^E_k ∈ E( ^C). Oboznaqim qerez U_x i U_y klassy ffkvivalentnosti ^E, soderßawie toqki x i y sootvetstvenno. Iz utverßdeniØ (2) lemmy 2.1 pri φ = 1 b_C i E = ^E sleduet, qto suwestvuet podobie ^φ : ^C_{Ux} → ^C_{Uy} takoe, qto ( ^S_{Ux} )b^φ = ^S_{Uy} , ^S ∈ R^∗( ^C). (2) S drugoæ storony, pust~ ζ_z : V → U_z – biekciØ, perevodØwaØ v v (z1, . . . , z_k, v), z ∈ {x, y}. Togda S^{ζz} = S^k+1 ∩ ^E_{Uz} dlØ vseh S ∈ R(C). Krome togo, esli R_i = {(z_i, z_i)} i ^R_i = {(v, v) ∈ ^V^2 : v_i = v_{k+1}}, to R^{ζz}_i = ^R_i ∩ ^E_{Uz} pri i = 1, . . . , k. Tak qto v silu ravenstva C_{z1,... ,zk} = [R(C), R_1, . . . , R_k] lemma 2.2 vleqœt, qto (C_{z1,... ,zk} )^{ζz} = [S^k+1 ∩ ^E_{Uz} , ^R1 ∩ ^E_{Uz} , . . . , ^R_k ∩ ^E_{Uz} ] 6 ^C_{Uz} . (3) Oboznaqim qerez φ_z podobie shemy C_{z1,... ,zk} , inducirovannoe biekcieæ ζ_z, i poloßim φ = φ_x ∘ ^φ ∘ φ^{−1}_y . Togda iz (2) i (3) sleduet, qto φ ØvlØetsØ podobiem shemy C_{x1,... ,xk} na shemu C_{y1,... ,yk} , priqœm

S^φ = S, {(x_i, x_i)}^φ = {(y_i, y_i)}, (U^{(x)})^φ = U^{(y)},

gde S ∈ R(C), i ∈ {1, . . . , k} i U^{(x)} (sootv. U^{(y)}) – kletka shemy C_{x1,... ,xk} (sootv. C_{y1,... ,yk} ), soderßawaØ toqku x_{k+1} (sootv. y_{k+1}). (�to sleduet iz togo, qto toqki x i y prinadleßat odnoæ i toæ ße kletke U shemy ^C.) V silu utverßdeniæ (2) i (3) lemmy 2.1 my poluqaem ots¸da, qto (E_x)^φ = E_y, gde E_x (sootv. E_y) – nerazloßimaØ komponenta ffkvivalentnosti ⟨R_{Vx} ⟩ (sootv. ⟨R_{Vy} ⟩),

O VERXINNO` SV˚ZNOSTI 61

soderßawaØ paru (x_{k+1}, x_{k+1}) (sootv. (y_{k+1}, y_{k+1})). Po utverßdeni¸ (1) toæ ße lemmy |X| = |Y |, gde X (sootv. Y ) – klass ffkvivalentnosti E_x (sootv. E_y), soderßawiæ toqku x_{k+1} (sootv. y_{k+1}). Takim obrazom, δ_R(x) = |X| = |Y | = δ_R(y), qto zaverxaet dokazatel~stvo lemmy. �

Dokazatel~stvo teoremy 2. Pust~ Γ – graf s mnoßestvom ver-

xin V i mnoßestvom rœber R. Togda R ∈ R^∗(C), gde C = C(Γ). Iz lemmy 3.1 pri k = κ(Γ) i proizvol~nom celom δ sleduet, qto mnoßestvo X_δ = {x ∈ V^{k+1} : δ_R(x) = δ}

ØvlØetsØ kletoqnym mnoßestvom shemy ^C = ^C^{(k+1)}. Oboznaqim qerez δ mownost~ atoma grafa Γ. Togda X_δ ≠ ∅ i, bolee togo, x ∈ X_δ togda i tol~ko togda, kogda x_{k+1} – verxina nekotorogo atoma A_x grafa Γ, sovpada¸wego s komponentoæ svØznosti grafa

Γ − {x1, . . . , x_k} (zametim, qto mnoßestvo Y ØvlØetsØ ob¨edine-

niem svØznyh komponent grafa Γ − Z togda i tol~ko togda, kogda ∂Y ⊂ Z). Ots¸da sleduet, qto proekciØ kaßdogo klassa ffkvivalentnosti ( ^E_k)_{Xδ} na (k + 1)-u¸ koordinatu ØvlØetsØ ob¨edineniem atomov. Poloßim ^E_δ = ⟨ ^R_δ⟩, ^R_δ = {(x, y) ∈ ( ^E_k)_{Xδ} : (x_{k+1}, y_{k+1}) ∈ R}. Iz opredeleniæ sleduet, qto esli (x, y) ∈ ^R_δ, to A_x = A_y , i potomu (x_{k+1}, y_{k+1}) ∈ E(Γ). Takim obrazom, E_δ = E(Γ), gde E_δ = {(x_{k+1}, y_{k+1}) : (x, y) ∈ ^E_δ}. S drugoæ storony, oqevidno, ^R_δ ∈ R^∗( ^C), i, znaqit, ^E_δ ∈ E( ^C). Po lemme 2.3 ots¸da sleduet, qto E_δ ØvlØetsØ ffkvivalentnost~¸ (k + 1)-zamykaniØ shemy C. No togda takovoæ ße ØvlØetsØ i E(Γ). �

Literatura

1. S. Evdokimov, I. Ponomarenko, HarakterizaciØ ciklotomiqeskih shem i normal~nye kol~ca Xura nad cikliqeskoæ gruppoæ. — Algebra i analiz 14 (2002), 2, 11–55.

2. A. E. Brouwer, Spectrum and Connectivity of Graphs. — SMC 50 jubilee (Amsterdam, 1996), CWI Quarterly 9 (1996), 37–40.

3. A. E. Brouwer, D. M. Mesner, The connectivity of strongly regular graphs. — European J. Combinatorics 6 (1985), 215–216.

4. S. Evdokimov, M. Karpinski, I. Ponomarenko, On a New High Dimensional Weisfeiler-Leman Algorithm. — Journal of Algebraic Combinatorics 10 (1999), 29–45.

62 S. A. EVDOKIMOV, I. N. PONOMARENKO

5. S. Evdokimov, I. Ponomarenko, Separability Number and Schurity Number of Coherent Configurations. — Electronic Journal of Combinatorics 7 (2000), #R31.

6. S. Evdokimov, I. Ponomarenko, G. Tinhofer, Forestal algebras and algebraic forests (on a new class of weakly compact graphs). — Discrete Mathematics 225 (2000), 149–172.

7. M. Watkins, Connectivity of transitive graphs. — J. Combin. Theory 8 (1970), 23–29.

Evdokimov S. A., Ponomarenko I. N. On the vertex connectivity of a relation in association scheme.

It is proved that for a sufficiently closed association scheme, the Brouwer conjecture on the coincidence of the vertex connectivity and the degree of any connected basis relation of it is true.

Postupilo 30 sentØbrØ 2004 g. Sankt-Peterburgskiæ institut informatiki i avtomatizacii RAN E-mail: evdokim@pdmi.ras.ru

Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqekogo instituta im. V. A. Steklova RAN E-mail: inp@pdmi.ras.ru