Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 316, 2004 g.

V. P. Orevkov

NOVY` RAZREXIMY` HORNOVSKI` FRAGMENT ISQISLENI˚ PREDIKATOV

V teorii dokazatel~stv opisany xirokie podklassy qistogo isqisleniØ predikatov, dlØ kotoryh suwestvu¸t algorifmy, raspozna¸wie vyvodimost~ formul iz fftih podklassov. K soßaleni¸, v interesnyh dlØ priloßeniæ v informatike (logiqeskoe programmirovanie, deduktivnyæ sintez algorifmov i tomu podobnye sluqai) takie razrexa¸wie algorifmy ime¸t bol~- xu¸ (ffksponencial~nu¸ i vyxe) sloßnost~ vyqisleniØ. Odnako, podobrav udaqnu¸ sloßnostnu¸ harakteristiku formul, v nekotoryh sluqaØh udaetsØ razbit~ takoæ klass, zafiksirovav znaqenie harakteristiki, na podklassy, dlØ kotoryh razrexa- ¸wie algorifmy ime¸t polinomial~nu¸ sloßnost~.

Bernaæs i Xenfinkel~ v rabote [1] ewœ v 1928 godu dokazali razreximost~ problemy raspoznavaniØ vyvodimosti v isqislenii predikatov (bez funkcional~nyh znakov) zamknutyh formul iz klassa (∀∃). Formuly fftogo klassa ime¸t vid ∀x_1 . . . x_n∃y_1 . . . y_mM, gde formula M ne soderßit kvantorov. Sleduet zametit~, qto v fftih formulah kvantory vseobwnosti moßno zamenit~ 0- mestnymi funkcional~nymi znakami (konstantami).^1 L~¸is v rabote [4] pokazal, qto problema razreximosti klassa formul (∀∃) prinadleßit NTIME(2^{cl}), gde l — dlina zapisi ishodnoæ formuly ili sekvencii. Daße v hornovskom sluqae ffta problema ØvlØetsØ EXPTIME-trudnoæ (sm. [2, teorema 2.2.52]).

V nastoØweæ rabote budet opisan klass sekvenciæ A, kotoryæ ØvlØetsØ rasxireniem klassa (∀∃). Osnovnoe vnimanie v fftoæ ra-

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Intel Corporation (grant

CRDF GAP RM0-1373-ST-03) i Amerikanskogo fonda graßdanskih issledo-

vaniæ i razvitiØ (grant RM1-2409-ST-02).

1PoluqennaØ v rezul~tate takoæ zameny formula budet vyvodima togda i tol~ko togda, kogda vyvodima ishodnaØ formula. 147

148 V. P. OREVKOV

bote budet udeleno dokazatel~stvu algorifmiqeskoæ razreximosti problemy raspoznavaniØ vyvodimosti sekvenciæ iz klas-

sa A v intuicionistskom isqislenii predikatov. V rezul~tate,

poluqim takße razrexa¸wiæ algorifm i dlØ problemy vyvodimosti v klassiqeskom isqislenii, tak kak sekvencii iz klassa A dokazuemy v intuicionistskom isqislenii predikatov togda i tol~ko togda, kogda oni dokazuemy v klassiqeskom isqislenii.

Budut ukazany sloßnostnye harakteristiki sekvenciæ, odnovremennaØ fiksaciØ kotoryh razbivaet klass A na polinomial~- no razreximye podklassy. 1. Formula nazyvaetsØ pozitivnoæ, esli ona ne soderßit vhoßdeniæ otricaniØ i implikacii. Zametim, qto pozitivnaØ formula A moßet soderßat~ l¸bye soqetaniØ kvantorov ∀ i ∃.

Budem govorit~, qto sekvenciØ S prinadleßit klassu A, esli vypolnØ¸tsØ usloviØ:

(1) sukcedent sekvencii S pust ili ØvlØetsØ pozitivnoæ formuloæ;

(2) v S net funkcional~nyh znakov (za iskl¸qeniem konstant);

(3) posylki vhodØwih v S implikaciæ ØvlØ¸tsØ pozitivnymi formulami;

(4) otricaniØ mogut vhodit~ v S tol~ko pered pozitivnymi formulami;

(5) vhoßdeniØ diz¨¸nkcii v antecedent S upravlØ¸tsØ vhoßdeniem otricaniØ ili nahodØtsØ v posylke implikacii;

(6) vhoßdeniØ kvantora suwestvovaniØ v antecedent S upravlØ¸tsØ vhoßdeniem otricaniØ ili nahodØtsØ v posylke implikacii.

�tot klass xire hornovskogo varianta klassa formul (∀∃), tak kak nekotorye vhoßdeniØ kvantora ∀ v sukcedent mogut upravlØt~sØ vhoßdeniØmi kvantora ∃.

Klass A special~no opisyvaetsØ v terminah vhoßdeniæ logiqeskih svØzok i kvantorov, tak kak vvedenie skolemovskih funkciæ moßet izlixne rasxirit~ fragment, sdelav ego nerazreximym.

Primerom sekvencii iz klassa A moßet slußit~ l¸baØ se-

NOVY` RAZREXIMY` HORNOVSKI` FRAGMENT 149

kvenciØ Γ, Σ, Π −→ A, kotoraØ udovletvorØet sledu¸wim usloviØm:

(1) v fftoæ sekvencii net funkcional~nyh znakov (za iskl¸- qeniem konstant);

(2) A — zamknutaØ pozitivnaØ formula; (3) Γ — spisok zamykaniæ fflementarnyh formul; (4) Π — spisok zamknutyh otricaniæ pozitivnyh formul; (5) Σ — spisok zamknutyh formul vida ∀x_1 . . . x_n(B ⊃ E), gde E — fflementarnaØ formula, a B — pozitivnaØ formula.

Teorema 1. Problema raspoznavaniØ vyvodimosti v isqislenii

predikatov sekvenciæ iz klassa A algorifmiqeski razrexima.

Sledu¸wie tri paragrafa soderßat dokazatel~stvo fftoæ teoremy. 2. Problemu raspoznavaniØ vyvodimosti v isqislenii predikatov sekvenciæ iz klassa A svedem k probleme raspoznavaniØ vyvodimosti takih sekvenciæ v intuicionistskom isqislenii predikatov. Nam takße potrebuetsØ odna specializaciØ formy dokazatel~stv v intuicionistskom sekvencial~nom isqislenii.

Klass A soderßitsØ v odnom iz vpolne glivenkovskih σklassov, pereqislennyh v teoreme 4.1 raboty [10]. Ots¸da vytekaet sledu¸wee utverßdenie.

Lemma 2.1. SekvenciØ iz klassa A togda i tol~ko togda vyvodi-

ma v klassiqeskom isqislenii predikatov, kogda ona vyvodima v intuicionistskom isqislenii.

V dal~neæxem my budem ispol~zovat~ intuicionistskoe sekvencial~noe isqislenie, kotoroe otliqaetsØ ot tradicionnogo. �to isqislenie oboznaqim IGL�. V fftom isqislenii budut vyvodit~sØ sekvencii, v sukcedente kotoryh soderßitsØ ne bolee odnoæ formuly. Budem otoßdestvlØt~ sekvencii, otliqa¸wiesØ drug ot druga perestanovkami formul v antecedente.

150 V. P. OREVKOV

Aksiomami isqisleniØ IGL� ØvlØ¸tsØ sekvencii vida Γ, E −→ E, gde E — fflementarnaØ formula. (Zdes~ i dalee Γ i Δ — spiski formul, Δ soderßit ne bolee odnoæ formuly.)

Pravila ¬ → i ⊃→ ime¸t vid Γ, ¬A −→ A Γ, Σ, ¬A −→ Δ ¬ →, Γ, (A ⊃ B) −→ A; Γ, Σ, B −→ Δ Γ, Σ, (A ⊃ B) −→ Δ ⊃→ . Pravilo & → imeet dva varianta: Γ, (A&B), A −→ Δ Γ, (A&B) −→ Δ & → i Γ, (A&B), B −→ Δ Γ, (A&B) −→ Δ & → . Pravila ∀ →, → ∀, → ∃, → ∨ i → & ne otliqa¸tsØ ot sootvetstvu¸wih pravil tradicionnogo odnosukcedentnogo intuicionistskogo isqisleniØ predikatov bez strukturnyh pravil.

Pravila ∨ →, ∃ →, → ¬ i →⊃ ne primenØ¸tsØ v dokazatel~- stvah sekvenciæ iz klassa A.

V isqislenii IGL� net pravila seqeniØ.

Isqislenie IGL� ØvlØetsØ modifikacieæ isqisleniØ IGL iz knigi [7]. Glavnymi formulami aksiom isqisleniØ IGL mogut byt~ proizvol~nye formuly, a ne tol~ko fflementarnye, kak v isqislenii IGL�.

Ispol~zuØ dopustimost~ strukturnyh pravil sokraweniØ povtoreniæ i utonqeniØ, legko takße dokazat~ ravnoob¨emnost~ isqisleniØ IGL� isqisleni¸ IGL i bolee izvestnym variantam intuicionistskogo isqisleniØ predikatov (naprimer, isqisleni¸ G iz raboty [3] ili isqisleni¸ LJ iz knigi [5]).

Dokazatel~stva v isqislenii IGL� budem zapisyvat~ v drevovidnoæ forme. SleduØ rabote [3], budem govorit~, qto vhoßdenie formuly v sekvenci¸ iz dokazatel~stva prosleßivaemo do aksiom, esli glavnoe vhoßdenie nekotoroæ aksiomy ØvlØetsØ predkom dannogo vhoßdeniØ formuly.

Pust~ D — dokazatel~stvo v isqislenii IGL� sekvencii iz klassa A. Dokazatel~stvo D budem nazyvat~ (−)-regulØrnym, esli dlØ l¸bogo primeneniØ L pravila v D vypolnØ¸tsØ sledu- ¸wie usloviØ:

(1) kaßdaØ bokovaØ formula primeneniØ L prosleßivaema do aksiom;

NOVY` RAZREXIMY` HORNOVSKI` FRAGMENT 151

(2) esli bokovoe vhoßdenie L ne ØvlØetsØ fflementarnoæ formuloæ, to ffto bokovoe vhoßdenie — glavnoe vhoßdenie primeneniØ pravila, stoØwego v D neposredstvenno nad L; (3) esli L ØvlØetsØ primeneniem pravila ⊃→ i ego pravaØ bokovaØ formula fflementarna, to pravaØ posylka L ØvlØetsØ aksiomoæ i pravoe bokovoe vhoßdenie — eœ glavnym vhoßdeniem;

(4) esli L ØvlØetsØ primeneniem pravila & → i ego bokovaØ formula fflementarna, to posylka L ØvlØetsØ aksiomoæ i bokovoe vhoßdenie — eœ glavnym vhoßdeniem;

(5) esli L ØvlØetsØ primeneniem pravila ∀ → i ego bokovaØ formula fflementarna, to posylka L ØvlØetsØ aksiomoæ i bokovoe vhoßdenie — eœ glavnym vhoßdeniem;

(6) esli L ØvlØetsØ primeneniem pravila ¬ →, to antecedent posylki sovpadaet s antecedentom posledneæ sekvencii D; (7) esli L ØvlØetsØ primeneniem pravila ⊃→, to antecedent levoæ posylki sovpadaet s antecedentom posledneæ sekvencii D.

�ta specializaciØ formy vyvoda otliqaetsØ nekotorymi detalØmi ot regulØrnyh vyvodov iz raboty [11]. AnalogiqnaØ specializaciØ formy vyvoda opredelena takße v rabote [6] dlØ sekvencial~nogo varianta modal~nogo isqisleniØ S4.

Pust~ D — (−)-regulØrnoe dokazatel~stvo v intuicionistskom sekvencial~nom isqislenii sekvencii Γ −→ Δ iz klassa A. Rassmotrim strukturu dokazatel~stva D podrobnee.

Pust~ U — nabor primeneniæ pravil v dokazatel~stve D. Nabor U budem nazyvat~ antecedentnym (sukcedentnym) blokom, esli vypolnØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ:

• nabor U ne ØvlØetsØ pustym;

• nabor U poroßdaet v dereve-dokazatel~stve D svØznyæ podgraf;

• kakovy by ni byli primeneniØ L_1 i L_2 iz nabora U, esli

L_1 leßit v D neposredstvenno nad L_2, to glavnaØ formula L_1 ØvlØetsØ bokovoæ formuloæ L_2;

152 V. P. OREVKOV

• vse primeneniØ pravil v nabore U ØvlØ¸tsØ primeneniØmi pravil vvedeniØ svØzok i kvantorov v antecedent (sootvetstvenno, v sukcedent).

Pust~ nabor U — antecedentnyæ ili sukcedentnyæ blok v D. Sekvenci¸ S budem nazyvat~ verhneæ sekvencieæ bloka U, esli S ØvlØetsØ posylkoæ kakogo-nibud~ primeneniØ pravila iz bloka U i ne ØvlØetsØ zakl¸qeniem ni odnogo primeneniØ pravila iz bloka U. Sekvenci¸ S budem nazyvat~ nißneæ sekvencieæ bloka U, esli S ØvlØetsØ zakl¸qeniem kakogo-nibud~ primeneniØ pravila iz bloka U i ne ØvlØetsØ posylkoæ kakogo-libo primeneniØ pravila iz bloka U. Zametim, qto nißnØØ sekvenciØ bloka edinstvenna. ˚sno, qto blok imeet drevovidnu¸ strukturu s kornem. V korne leßit nißnØØ sekvenciØ, a v list~Øh — verhnie.

Blok U budem nazyvat~ maksimal~nym, esli on ne ØvlØetsØ sobstvennoæ qast~¸ drugogo bloka s toæ ße samoæ nißneæ sekvencieæ. Verhn¸¸ sekvenci¸ S antecedentnogo bloka U budem nazyvat~ glavnoæ, esli S ØvlØetsØ aksiomoæ i ee sukcedentnoe glavnoe vhoßdenie imeet potomka v sukcedente nißneæ sekvencieæ bloka U .

Lemma 2.2. Kakov by ni byl maksimal~nyæ antecedentnyæ blok

U v (−)-regulØrnom dokazatel~stve D, vypolnØetsØ odno iz usloviæ:

• sukcedent nißneæ sekvencii bloka U pust; • sukcedent nißneæ sekvencii bloka U soderßit formulu, kotoraØ ne prosleßivaema do aksiom;

• sukcedent nißneæ sekvencii bloka U soderßit fflementarnu¸ formulu, kotoraØ prosleßivaema do aksiom, i blok U imeet glavnu¸ verhn¸¸ sekvenci¸.

Dokazatel~stvo. �ta lemma dokazyvaetsØ indukcieæ po qislu

primeneniæ pravil v bloke.

Teorema 2. L¸boe dokazatel~stvo sekvencii iz klassa A v intu-

icionistskom sekvencial~nom isqislenii moßno perestroit~ v (−)-regulØrnoe dokazatel~stvo toæ ße samoæ sekvencii v tom ße isqislenii.

Dokazatel~stvo. Teoremu budem dokazyvat~ dostatoqno tradi-

cionnoæ indukcieæ po vysote vyvoda (v analogiqnoæ situacii takaØ indukciØ podrobno provedena v rabote [6]).

NOVY` RAZREXIMY` HORNOVSKI` FRAGMENT 153

Dopustim, qto teorema dokazana dlØ vseh dokazatel~stv, vysota kotoryh men~xe, qem h. Dokaßem teoremu dlØ dokazatel~stva D, vysota kotorogo ravna h.

Esli D ne zakanqivaetsØ primeneniem kakogo-nibud~ pravila i sostoit tol~ko iz odnoæ aksiomy, D uße ØvlØetsØ (−)- regulØrnym. Predpoloßim, qto D zakanqivaetsØ primeneniem L kakogo-nibud~ pravila vyvoda. Rassmotrim dva sluqaØ.

GlavnaØ formula L ne prosleßivaema do aksiom: V

fftom sluqae primenenie L moßno udalit~ (sm., naprimer, [3, lemma 3]) i poluqit~ dokazatel~stvo toæ ße sekvencii men~xeæ vysoty.

GlavnaØ formula L prosleßivaema do aksiom: V soot-

vetstvii s vidom pravila L rassmotrim tri podsluqaØ.

Primenenie sukcedentnogo pravila ili ¬ →: Zamenim

dokazatel~stva posylok L na rezul~tat primeneniØ k nim indukcionnogo predpoloßeniØ. S pomow~¸ lemmy 2.2 legko pokazat~ (−)-regulØrnost~ poluqennogo dokazatel~stva.

Primenenie & → ili ∀ →: Primenim indukcionnoe pred-

poloßenie k dokazatel~stvu posylki L. Iz antecedentov sekvenciæ v poluqennom dokazatel~stve vyqerknem vhoßdeniØ bokovoæ formuly L. Zatem v teh uzlah, gde naruxaetsØ struktura dokazatel~stva, vstavim primenenie pravila s takoæ ße glavnoæ formuloæ, kak i u L. Legko pokazat~, qto v rezul~tate poluqim (−)-regulØrnoe dokazatel~stvo.

Primenenie ⊃→: Pust~ D1 — rezul~tat primeneniØ in-

dukcionnogo predpoloßeniØ k dokazatel~stvu levoæ posylki L, a D_2 — k dokazatel~stvu pravoæ posylki. Iz antecedentov sekvenciæ v D_2 vyqerknem vhoßdeniØ pravoæ bokovoæ formuly L. Zatem v teh uzlah, gde naruxaetsØ struktura dokazatel~stva, vstavim primenenie pravila ⊃→, u kotorogo dokazatel~stvom levoæ posylki budet D_1. S pomow~¸ lemmy 2.2 legko pokazat~ (−)-regulØrnost~ poluqennogo dokazatel~stva. 3. Pust~ S — formula ili sekvenciØ. SleduØ rabote [8], predpregradoæ v S budem nazyvat~ l¸boæ spisok vhoßdeniæ fflementarnyh podformul v S, v kotorom nikakie dva vhoßdeniØ ne razdelØ¸tsØ ni poloßitel~nym vhoßdeniem diz¨¸nkcii, ni polo-

154 V. P. OREVKOV

ßitel~nym vhoßdeniem implikacii, ni otricatel~nym vhoßdeniem kon¨¸nkcii i ne proishodØt ot raznyh qlenov sekvencii. Predpregrada, kotoru¸ nel~zØ dopolnit~ ewe odnim vhoßdeniem fflementarnoæ podformuly, nazyvaetsØ pregradoæ.

Pust~ D — (−)-regulØrnoe dokazatel~stvo v intuicionistskom sekvencial~nom isqislenii sekvencii Γ −→ Δ iz klassa A.

Sekvenci¸ S iz D budem nazyvat~ osnovnoæ, esli vypolnØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ:

• v sukcedente S stoit fflementarnaØ formula, kotoraØ prosleßivaema do aksiom;

• antecedent S sovpadaet s antecedentom posledneæ sekvencii D.

Pust~ S — sekvenciØ iz dokazatel~stva D. Budem govorit~, qto sekvencii Γ −→ E_1, . . ., Γ −→ E_n, (1) gde n ¿ 1, zapira¸t v D sekvenci¸ S, esli vypolnØ¸tsØ sledu¸- wie usloviØ:

• sekvencii (1) ØvlØ¸tsØ osnovnymi sekvenciØmi dokazatel~stva D i leßat v D vyxe sekvencii S;

• obrazy vhoßdeniæ formul E_1, . . ., E_n obrazu¸t v sekvencii S pregradu.

Budem govorit~, qto sekvencii (1), gde n ¿ 0, zapira¸t v D sekvenci¸ S s pomow~¸ aksiomy Σ, E −→ E, (2) esli vypolnØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ:

• sekvencii (1) ØvlØ¸tsØ osnovnymi sekvenciØmi dokazatel~stva D i leßat v D vyxe sekvencii S;

• sekvenciØ (2) ØvlØetsØ aksiomoæ i leßit v D vyxe sekvencii S;

• vhoßdenie formuly E v sukcedent aksiomy (2) imeet v sukcedente sekvencii S potomka;

• obrazy vhoßdeniæ formul E_1, . . . , E_n i antecedentnogo vhoßdeniØ formuly E v aksiomu (2) obrazu¸t v sekvencii S pregradu.

NOVY` RAZREXIMY` HORNOVSKI` FRAGMENT 155

Sleduet zametit~, qto pri n = 0 sekvenciØ S moßet sovpast~ s aksiomoæ (2).

Dopustim, qto dokazatel~stvo D soderßit tol~ko odnu sekvenci¸. Togda ego poslednØØ sekvenciØ Γ −→ Δ ØvlØetsØ aksiomoæ. V fftom sluqae sekvenciØ Γ −→ Δ zapiraet sama sebØ i zapiraetsØ pustym naborom osnovnyh sekvenciæ s pomow~¸ aksiomy Γ −→ Δ.

Lemma 3.1. Kakov by ni byl maksimal~nyæ sukcedentnyæ blok

U v D, verhnie sekvencii bloka U zapira¸t nißn¸¸ sekvenci¸ fftogo bloka.

Dokazatel~stvo. �ta lemma dokazyvaetsØ indukcieæ po qislu

primeneniæ pravil v bloke.

Lemma 3.2. Kakov by ni byl maksimal~nyæ antecedentnyæ blok

U v D, moßno ukazat~ takoæ spisok L osnovnyh sekvenciæ, qto vypolnØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ:

• esli sukcedent nißneæ sekvencii bloka U ne soderßit formulu, kotoraØ prosleßivaema do aksiom, to spisok L zapiraet v D nißn¸¸ sekvenci¸ bloka U ;

• esli sukcedent nißneæ sekvencii bloka U soderßit formulu, kotoraØ prosleßivaema do aksiom, to spisok L zapiraet v D nißn¸¸ sekvenci¸ bloka U s pomow~¸ ego glavnoæ verhneæ sekvencii.

Dokazatel~stvo. �ta lemma dokazyvaetsØ indukcieæ po qislu

primeneniæ pravil v bloke s pomow~¸ lemm 2.2 i 3.1. 4. Sformuliruem neskol~ko lemm, neobhodimyh dlØ dokazatel~- stva razreximosti klassa A. Pust~ sekvenciØ Γ −→ Δ prinadleßit klassu A. Pronumeruem vse poloßitel~nye vhoßdeniØ fflementarnyh podformul v sekvenci¸ Γ −→ Δ i vse otricatel~nye vhoßdeniØ. Predpoloßim, qto Γ −→ Δ soderßit l_+ poloßitel~- nyh vhoßdeniæ fflementarnyh podformul i l� otricatel~nyh.

Literalom budem nazyvat~ vyraßenie vida (Ẽ, i, j), gde E — fflementarnaØ formula v Øzyke sekvencii Γ −→ Δ, i i j — natural~nye qisla, 1 6 i 6 l� i 1 6 j 6 l_+. Zdes~ Ẽ oboznaqaet rezul~tat zamykaniØ kvantorami vseobwnosti vseh peremennyh, kotorye vhodØt v E i ne vhodØt svobodno v sekvenci¸ Γ −→ Δ.

156 V. P. OREVKOV

Budem govorit~, qto literal (U_0, i_0, j_0) neposredstvenno vyvodim iz literalov (U_1, i_1, j_1), . . . , (U_n, i_n, j_n), esli suwestvuet takoe dokazatel~stvo D sekvencii U_1, . . . , U_n, Γ −→ U_0, qto vypolnØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ:

• dokazatel~stvo D ØvlØetsØ (−)-regulØrnym dokazatel~- stvom;

• vhoßdeniØ formul U_0, U_1, . . . , U_n v posledn¸¸ sekvenci¸ prosleßivaemy do aksiom;

• v l¸boæ aksiome potomkom antecedentnogo glavnogo vhoßdeniØ ØvlØetsØ odna iz formul U_1, . . . , U_n;

• esli v kakoæ-nibud~ aksiome potomkom odnogo glavnogo vhoßdeniØ ØvlØetsØ formula U_0, to obrazom drugogo glavnogo vhoßdeniØ ØvlØetsØ otricatel~noe vhoßdenie fflementarnoæ podformuly v sekvenci¸ Γ −→ Δ s nomerom i_0;

• esli v kakoæ-nibud~ aksiome potomkom odnogo glavnogo vhoßdeniØ ØvlØetsØ formula U_k : (1 6 k 6 n), to obrazom drugogo glavnogo vhoßdeniØ ØvlØetsØ poloßitel~- noe vhoßdenie fflementarnoæ podformuly v sekvenci¸

Γ −→ Δ s nomerom j_k.

Lemma 4.1. Esli literal (U0, i0, j0) neposredstvenno vyvodim iz

literalov (U_1, i_1, j_1), . . . , (U_n, i_n, j_n), to poloßitel~nye vhoßdeniØ fflementarnyh podformul s nomerami j_1, . . . , j_n i otricatel~- noe vhoßdenie s nomerom i_0 vmeste obrazu¸t v sekvencii Γ −→ Δ pregradu.

Dokazatel~stvo. Ispol~zu¸tsØ lemmy 2.2 i 3.2.

Budem govorit~, qto Δ neposredstvenno vyvodima iz literalov (U_1, i_1, j_1), . . . , (U_n, i_n, j_n), esli suwestvuet takoe dokazatel~- stvo D sekvencii U_1, . . . , U_n, Γ −→ Δ, qto vypolnØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ:

• dokazatel~stvo D ØvlØetsØ (−)-regulØrnym dokazatel~- stvom;

• vhoßdeniØ formul U_1, . . . , U_n v posledn¸¸ sekvenci¸ prosleßivaemy do aksiom;

NOVY` RAZREXIMY` HORNOVSKI` FRAGMENT 157

• v l¸boæ aksiome potomkom odnogo glavnogo vhoßdeniØ ØvlØetsØ odna iz formul U_1, . . . , U_n;

• esli v kakoæ-nibud~ aksiome potomkom odnogo glavnogo vhoßdeniØ ØvlØetsØ formula U_k : (1 6 k 6 n), to obrazom drugogo glavnogo vhoßdeniØ ØvlØetsØ poloßitel~- noe vhoßdenie fflementarnoæ podformuly v sekvenci¸

Γ −→ Δ s nomerom j_k.

Lemma 4.2. Esli Δ neposredstvenno vyvodima iz literalov

(U_1, i_1, j_1), . . . , (U_n, i_n, j_n), to poloßitel~nye vhoßdeniØ fflementarnyh podformul s nomerami j_1, . . . , j_n obrazu¸t v sekvencii Γ −→ Δ pregradu.

Dokazatel~stvo. Ispol~zu¸tsØ lemmy 2.2, 3.1 i 3.2.

Spisok literalov

(U_1, i_1, j_1), . . . , (U_n, i_n, j_n)

budem nazyvat~ L-dokazatel~stvom sekvencii Γ −→ Δ, esli vypolnØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ:

• literaly ne povtorØ¸tsØ;

• kaßdyæ literal neposredstvenno vyvodim iz nekotorogo podspiska predxestvu¸wih emu literalov;

• Δ neposredstvenno vyvodima iz nekotorogo podspiska literalov.

L-dokazatel~stvo U budem nazyvat~ L-dokazatel~stvom s analizami primeneniæ pravil, esli kaßdomu literalu v U pripisan spisok nomerov literalov, iz kotoryh on neposredstvenno vyvodim, a v konce U priveden spisok, iz kotorogo neposredstvenno vyvodima Δ.

Lemma 4.3. Esli moßno postroit~ L-dokazatel~stvo sekvencii

iz klassa A, to ffta sekvenciØ vyvodima v isqislenii predikatov.

Dokazatel~stvo. IndukciØ po qislu literalov v L-dokazatel~-

stve. Ispol~zuetsØ dopustimost~ pravila seqeniØ.

Lemma 4.4. Esli sekvenciØ iz klassa A vyvodima v isqislenii

predikatov, to moßno postroit~ eœ L-dokazatel~stvo.

Dokazatel~stvo. Dopustim, qto sekvenciØ iz klassa A vyvodi-

ma v isqislenii predikatov. Togda po lemme 2.1 i teoreme 2

158 V. P. OREVKOV

moßno postroit~ ee (−)-regulØrnoe dokazatel~stvo. Dalee provoditsØ indukciØ po vysote dokazatel~stva, ispol~zu¸waØ lemmy 3.1 i 3.2.

Dokazatel~stvo teoremy 1. Razmer l¸bogo L-dokazatel~stva

sekvencii S iz klassa A moßno ocenit~ sverhu ishodØ iz sloßnosti sekvencii S. Ots¸da i iz lemm 4.3 i 4.4 poluqaem teoremu 1. 5. Rassmotrim primer: ∀x((∀y(R(x, y) ∨ ∃zR(z, y)) ⊃ ∀uR(u, x))&R(x, x)) −→ ∃v∀w(R(v, w)&R(w, v)). (3) V sekvenci¸ (3) fflementarnye formuly R(x, y), R(z, y), R(v, w) i R(w, v) vhodØt poloßitel~no, a fflementarnye formuly R(u, x) i R(x, x) — otricatel~no.

SekvenciØ (3) soderßit 4 pregrady:

• vhoßdeniØ fflementarnyh podformul R(x, y) i R(u, x); • vhoßdeniØ fflementarnyh podformul R(z, y) i R(u, x); • vhoßdenie fflementarnoæ podformuly R(x, x); • vhoßdeniØ fflementarnyh podformul R(v, w) i R(w, v).

Oboznaqim posredstvom A formulu ∀x((∀y(R(x, y) ∨ ∃zR(z, y)) ⊃ ∀uR(u, x))&R(x, x)). L¸boe (−)-regulØrnoe dokazatel~stvo sekvencii (3) zakanqivaetsØ maksimal~nym sukcedentnym blokom A −→ R(a, b); A −→ R(b, a) A −→ (R(a, b) & R(b, a)) → & A −→ ∀w(R(a, w) & R(w, a)) → ∀ A −→ ∃v∀w(R(v, w) & R(w, v)) → ∃. Spisok literalov (∀xR(x, x), 2, 2), (∀zyR(z, y), 1, 3), (∀zyR(z, y), 1, 4) ØvlØetsØ L-dokazatel~stvom sekvencii (3).

NOVY` RAZREXIMY` HORNOVSKI` FRAGMENT 159 6. Sformuliruem verhnie ocenki sloßnosti razreximosti klas-

sa A.

Lemma 6.1. Qislo literalov v l¸bom L-dokazatel~stve sekven-

cii S ne prevoshodit (k + q)^q l_+l�,

gde l_+ — qislo poloßitel~nyh vhoßdeniæ fflementarnyh podformul v S, l� — qislo otricatel~nyh vhoßdeniæ fflementarnyh podformul v S, k — qislo svobodnyh peremennyh v S, q — maksimal~- noe qislo vhoßdeniæ peremennyh v fflementarnye podformuly S.

Lemma 6.2. L-dokazatel~stva s analizami primeneniæ pravil

moßno raspoznat~ za polinomial~noe vremØ ot dliny zapisi Ldokazatel~stva i dokazyvaemoæ sekvencii.

Teorema 3. Kakovo by ni bylo natural~noe qislo p, problema ras-

poznavaniØ vyvodimosti v isqislenii predikatov sekvenciæ iz A, maksimal~naØ razmernost~ predikatov v kotoryh ne prevoshodit p, prinadleßit sloßnostnomu klassu N P .

Dokazatel~stvo. �ta teorema vytekaet iz lemm 4.3, 4.4, 6.1 i

6.2.

Teorema 4. Problema raspoznavaniØ vyvodimosti sekvenciæ iz

klassa A, kotorye soderßat tol~ko odnomestnye predikaty i ne soderßat ¬, ⊃ i kvantora ∀, ØvlØetsØ N P -trudnoæ.

Dokazatel~stvo. K fftoæ probleme svedem zadaqu raspoznava-

niØ vypolnimosti formul isqisleniØ vyskazyvaniæ. Pust~ A — formula isqisleniØ vyskazyvaniæ. Budem predpolagat~, qto A ne soderßit ⊃, a ¬ vhodit tol~ko pered propozicional~nymi peremennymi. Pust~ X_0, X_1, X_2, . . ., X_n — spisok bez povtoreniæ vseh propozicional~nyh peremennyh v formule A. Vvedem dva odnomestnyh predikata P i Q, dve konstanty t i f i n poparno razliqnyh predmetnyh peremennyh x_0, x_1, x_2, . . ., x_n. DlØ vseh

i (0 6 i 6 n) zamenim v A vse vhoßdeniØ ¬X_i na Q(x_i), a zatem

vse vhoßdeniØ X_i na P (x_i). V rezul~tate poluqim formulu A�. Pokaßem, qto formula A togda i tol~ko togda vypolnima, kogda vyvodima sekvenciØ P (t), Q(f) −→ ∃x_1x_2 . . . x_nA�. (4)

160 V. P. OREVKOV

Predpoloßim, qto formula A vypolnima. Pust~ τ — raspredelenie istinnostnyh znaqeniæ X_0, X_1, X_2, . . . , X_n, pri kotorom formula A prinimaet znaqenie istina. DlØ vseh i (0 6 i 6 n) zamenim v A� vse vhoßdeniØ x_i na t, esli v τ znaqeniem X_i ØvlØetsØ istina, i na f, esli v τ znaqeniem X_i ØvlØetsØ loß~. V rezul~tate poluqim formulu A^τ . Indukcieæ po qislu vhoßdeniæ logiqeskih svØzok v formulu A legko dokazat~, qto dokazuema sekvenciØ P (t), Q(f) −→ A^τ . (5) Ots¸da legko poluqit~ dokazatel~stvo sekvencii (4).

Predpoloßim, qto sekvenciØ (4) vyvodima. Togda po teoreme 4.3 raboty [10] (sm. takße [9, teorema Harropa]) moßno postroit~^2 takoe raspredelenie τ istinnostnyh znaqeniæ peremennyh X_0, X_1, X_2, . . ., X_n, pri kotorom sekvenciØ (5) dokazuema. Indukcieæ po qislu vhoßdeniæ logiqeskih svØzok v formulu A legko dokazat~, qto formula A prinimaet pri raspredelenii τ znaqenie istina.

Zameqanie 6.1. Zadaqu o klike moßno svesti k probleme raspo-

znavaniØ vyvodimosti sekvenciæ s odnim dvuhmestnym predikatom iz klassa A vida

E_1, E_2, . . . , E_k −→ ∃x_1x_2 . . . x_m(B_1&B_2& . . . &B_n),

gde E_1, E_2, . . . , E_k, B_1, B_2, . . . , B_n — fflementarnye formuly.

Pust~ S — sekvenciØ iz A. Postavim v sootvetstvie kaßdomu literalu sekvencii S propozicional~nu¸ peremennu¸, priqem raznym literalam — raznye peremennye. Oboznaqim qerez Ξ_S spisok vseh formul vida

((X_1&X_2& . . . &X_n) ⊃ X_0),

gde peremennye X_0, X_1, X_2, . . . , X_n postavleny v sootvetstvie literalam U_0, U_1, U_2, . . . , U_n i literal U_0 neposredstvenno vyvodim iz literalov U_1, U_2, . . . , U_n. Qerez Π_S oboznaqim spisok vseh formul vida

¬(X_1&X_2& . . . &X_n),

2Zdes~ ispol~zuetsØ svoæstvo ffkzistencional~nosti intuicionistskogo isqisleniØ predikatov.

NOVY` RAZREXIMY` HORNOVSKI` FRAGMENT 161

gde peremennye X_1, X_2, . . ., X_n postavleny v sootvetstvie literalam U_1, U_2, . . . , U_n i sukcedent sekvencii S neposredstvenno vyvodim iz literalov U_1, U_2, . . ., U_n.

Iz lemm 4.3 i 4.4 vytekaet sledu¸wee utverßdenie.

Lemma 6.3. SekvenciØ S iz A togda i tol~ko togda vyvodima v

isqislenii predikatov, kogda protivoreqivo ob¨edinenie spiskov Ξ_S i Π_S .

Teorema 5. Vyvodimost~ sekvencii S iz klassa A v isqislenii

predikatov moßno raspoznat~ za vremØ, ne prevoshodØwee l^{cpδ}, gde l — dlina zapisi sekvencii S, p — maksimal~naØ razmernost~ predikatov, vhodØwih v S, δ — maksimal~naØ dlina pregrad v S, c — konstanta.

Dokazatel~stvo. Problema vyvodimosti sekvencii S iz klassa A v isqislenii predikatov polinomial~no svoditsØ po lem-

mam 4.1, 4.2 i 6.3 k probleme raspoznavaniØ protivoreqivosti hornovskih δ-KNF. Po lemme 6.1 qislo peremennyh v fftih δ-KNF ne prevoshodit

l^2(l + p)^p.

Zametim, qto protivoreqivost~ hornovskih KNF moßno raspoznat~ za polinomial~noe vremØ ot dliny zapisi.

Takim obrazom, klass A razbivaetsØ na polinomial~no razreximye podklassy, esli odnovremenno zafiksirovat~ kak maksimal~nu¸ razmernost~ predikatov, tak i maksimal~nu¸ dlinu pregrad.

Zameqanie 6.2. Esli odnovremenno zafiksirovat~ kak maksi-

mal~nu¸ razmernost~ predikatov, tak i maksimal~nu¸ dlinu pregrad, klass (∀∃) po vyvodimosti v isqislenii predikatov budet razbit na podklassy, prinadleßawie co-NP.

Literatura

1. P. Bernays, M. Schönfinkel, Zum Entscheidungsproblem der mathematischen Logik.

— Math. Annalen, 99 (1928), 342–372.

2. E. Börger, E. Grädel, Yu. Gurevich, The Classical Decision Problem. Springer,

1997.

3. S. C. Kleene, Permutability of inferences in Gentzen’s calculi LK and LJ. —

Memoirs of the American Mathematical Society, 10 (1952), 1–26.

162 V. P. OREVKOV

4. H. Lewis, Complexity results for classes of quantificational formulas. J. of Comp.

and Syst. Sci., 21 (1980), 317–353.

5. G. Mints, A Short Introduction to Intuitionistic Logic. Kluwer Academic Publish-

ers, 2000.

6. G. Mints, V. P. Orevkov, T. Tammet, Transfer of sequent calculus strategies to resolution for S4. — In: Proof Theory of Modal Logic, Kluwer Academic Publishers, 1996, pp. 17–31.

7. V. P. Orevkov, Complexity of proofs and their transformations in axiomatic theo-

ries. — Amer. Math. Soc., 1993.

8. G. V. Davydov, O korrektirovanii nedokazuemyh formul. — Zap. nauqn.

seminarov LOMI, 4 (1967), 18–29 [English translation in: Seminars in Mathematics Steklov Math. Inst., Leningrad, 4 (1969)].

9. A. G. Dragalin, Matematiqeskiæ intuicionizm. Vvedenie v teori¸ dokazatel~stv, M., Nauka, 1979.

10. V. P. Orevkov, O glivenkovskih klassah sekvenciæ. — Tr. Matem. in-ta AN SSSR, 98 (1968), 131–154 [English translation in: Proc. Steklov Inst. Math., 98 (1971), pp. 147–176].

11. V. P. Orevkov, Odna specializaciØ formy vyvoda v gencenovskih isqisleniØh i ee priloßeniØ. — Zap. nauqn. seminarov LOMI, 32, (1972), 98–104 [English translation in: Journal of Soviet Mathematics, 6 (1976) no. 4].

Orevkov V. P. A new decidable Horn fragment of the predicate calculus.

We describe an extension of the class ∀∃ of Horn formulas in the predicate calculus. We prove the decidability of this class. We describe complexity characteristics such that fixing them splits this extended class into polynomially decidable subclasses. If one fixes the maximum arity of predicates, our class splits into subclasses belonging to NP.

Postupilo 2 dekabrØ 2004 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN