Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 317, 2004 g.

N. M. Bogol¸bov SPINORNY` BOZE KONDENSAT I su(1, 1) MODEL^ RIQARDSONA

1. Spinornyæ boze kondensat

Ustoæqivyæ interes k teorii spinornogo boze kondensata svØzan s vozmoßnost~¸ generacii kvantovogo zaputyvaniØ v sistemah s vnutrennimi stepenØmi svobody [1–3]. �ti sostoØniØ ime- ¸t vaßnu¸ rol~ v razliqnyh processah peredaqi i obrabotki kvantovoæ informacii. Svoæstva osnovnogo sostoØniØ mnogokomponentnogo kondensata oqen~ vaßny i dlØ ponimaniØ prirody kvantovyh gazov v lovuxkah, v qastnosti dlØ opredeleniØ usloviæ vozniknoveniØ dinamiqeskoæ fragmentacii kondensata [4].

My rassmotrim razreßennyæ gaz bozonnyh atomov spina F = 1 i massy M vo vnexnem uderßiva¸wem potenciale i vzaimodeæstvu¸wiæ s klassiqeskim lazernym polem. Dannyæ kondensat opisyvaetsØ trehkomponentnym vektornym polem ψ_α(⃗x) (α = −1, 0, 1), kotoroe associiruetsØ s atomami v spinovyh sostoØniØh |F = 1, m_F = α⟩. Operatory ψ_α(⃗x) udovletvorØ¸t kommutacionnym sootnoxeniØm [ψ_α(⃗x), ψ^†_β(⃗y)] = δ_{αβ} δ(⃗x − ⃗y). PredpolagaetsØ, qto uderßiva¸wiæ potencial V_{ext}(⃗x) odinakov dlØ vseh treh spinovyh komponent. Naibolee obwiæ vid gamil~toniana, kotoryæ opisyvaet dinamiku takogo gaza, moßet byt~ zapisan v sledu¸weæ forme [3, 5]: ^H = ∑ α ∫ d^3xψ^†_α(⃗x) ( − ~^2 2M ∇^2 + V_{ext}(⃗x) + Ω(δ_{1,α} + δ_{−1,α}) ) ψ_α(⃗x) (1) + ∫ d^3x_1d^3x_2 : { U_d(⃗x_1, ⃗x_2) ^N (⃗x_1) ^N (⃗x_2) + U_s(⃗x_1, ⃗x_2)S(⃗x_1) · S(⃗x_2) } : . DannaØ rabota qastiqno podderßana RFFI (kod proekta No. 04- 01-00825) i programmoæ RAN “Matematiqeskie metody v nelineænoæ dinamike”. 43

44 N. M. BOGOLıBOV Zdes~, znak :: oznaqaet normal~noe uporØdoqivanie, a postoØnnye Ω_α harakterizu¸t vzaimodeæstvie vnexnego klassiqeskogo lazernogo polØ s kondensatom. Spin-spinovoe vzaimodeæstvie s parnym obmennym potencialom U_s(⃗x_1, ⃗x_2) = U_s(| ⃗x_1 − ⃗x_2 |) imeet

vid S(⃗x1) · S(⃗x2) =^∑_m S^m(⃗x1)S^m (⃗x2), (m = x, y, z), gde operatory

S^m(⃗x) predstavlØ¸t soboæ psevdobozonnoe predstavlenie m-oæ komponenty spina S^m (⃗x) = ∑ α,β ψ^†_α(⃗x)S^m_{αβ} ψ_β(⃗x). (2) V fftom predstavlenii S^m_{αβ} est~ matriqnyæ fflement m-oæ komponenty operatora spina-1 S^x_{αβ} = (δ_{α,β−1} + δ_{α,β+1})/ √ 2, S^y_{αβ} = i(δ_{α,β−1} − δ_{α,β+1})/ √ 2, S^z_{αβ} = αδ_{αβ}. (3) Matricy S^x, S^y, S^z udovletvorØ¸t standartnym kommutacionnym sootnoxeniØm [S^i, S^j] = iϵ_{ijk}S^k, a operatory S^m(⃗x) (2) sootvetstvenno: S^+ (⃗x) = S^x(⃗x) + iS^y (⃗x); S^− (⃗x) = S^x(⃗x) − iS^y (⃗x), [S^+ (⃗x), S^− (⃗x^′)] = 2S^z (⃗x)δ(⃗x − ⃗x^′), [S^z(⃗x), S^± (⃗x^′)] = ±S^± (⃗x)δ(⃗x − ⃗x^′). (4) Qlen, opisyva¸wiæ vzaimodeæstvie tipa plotnost~-plotnost~ v gamil~toniane (1) s potencial~noæ ffnergieæ pary U_d(⃗x_1, ⃗x_2) = U_d(| ⃗x_1 − ⃗x_2 |), raven ^N (⃗x_1) ^N (⃗x_2), gde operator plotnosti ^N (⃗x) zapisan v forme psevdobozonnogo predstavleniØ ediniqnoæ matricy ^N (⃗x) = ∑ α,β ψ^†_α(⃗x)δ_{αβ} ψ_β(⃗x). (5) Iz fftogo predstavleniØ sleduet, qto operator plotnosti kommutiruet so spinovymi operatorami (4) [ ^N(⃗x), S^z(⃗x^′)] = [ ^N(⃗x), S^± (⃗x^′)] = 0. (6) Legko proverit~, qto operator qisla qastic ^N = ∫ ^N (⃗x)d^3x, (7)

SPINORNY` BOZE KONDENSAT 45 ØvlØetsØ integralom dvißeniØ [ ^N, ^H] = 0. (8) Operatory polnogo spina ^S^m = ∫ S^m(⃗x)d^3x, m = z, ±, (9) udovletvorØ¸t standartnym kommutacionnym sootnoxeniØm su(2) algebry

[ ^S^+, ^S^− ] = 2 ^S^z, [ ^S^z, ^S^±] = ± ^S^± (10)

i kommutiru¸t s operatorom qisla qastic (7). Operator Kazimira

S^2 = (^^S^z )^2 +^1_2 (^^S^{+ ^}S^− +^^S^{− ^}S^+ ) (11)

kommutiruet so vsemi operatorami polnogo spina ^S^m (9) i s gamil~tonianom (1).

Pri oqen~ nizkih temperaturah vzaimodeæstvie meßdu atomami ffffektivno opisyvaetsØ δ-obraznym potencialom. PolagaØ U_d(⃗x_1, ⃗x_2) =^{λd}_2 δ(⃗x_1 − ⃗x_2) i U_s(⃗x_1, ⃗x_2) =^{λd}_2 δ(⃗x_1 − ⃗x_2) v (1), gde λ_d, λ_s ØvlØ¸tsØ postoØnnymi vzaimodeæstviØ, poluqim gamil~tonian ^H = ∑ α ∫ d^3xψ^†_α(⃗x) ( − ~^2 2M ∇^2 + V_{ext}(⃗x) + Ω(δ_{1,α} + δ_{−1,α}) ) ψ_α(⃗x) + ∫ d^3x : { λ_d 2 ^N^2(⃗x) + λ^s

2 S^2(⃗x) } :, (12)

ili v Øvnom vide ^H = ∑ α ∫ d^3xψ^†_α(⃗x) ( − ~^2 2M ∇^2 + V_{ext}(⃗x) + Ω(δ_{1,α} + δ_{−1,α}) ) ψ_α(⃗x) + λ_d 2 ∑ α,β ∫ d^3xψ^†_αψ^†_β ψ_αψ_β (13) + λ_s 2 ∫ d^3x{ψ^†_1ψ^†_1ψ_1ψ_1 + ψ^†_{−1}ψ^†_{−1}ψ_{−1}ψ_{−1} − 2ψ^†_1ψ^†_{−1}ψ_1ψ_{−1}

+ 2ψ^†_1ψ^†_0ψ_1ψ_0 + 2ψ^†_1ψ^†_{−1}ψ_0ψ_0 + 2ψ^†_0ψ^†_0ψ_1ψ_{−1} + 2ψ^†_0ψ^†_{−1}ψ_0ψ_{−1}}.

46 N. M. BOGOLıBOV Ferromagnitnoe vzaimodeæstvie sootvetstvuet otricatel~nym znaqeniØm postoØnnoæ vzaimodeæstviØ λ_s (λ_s < 0), a poloßitel~- nym znaqeniØm λ_s (λ_s > 0) sootvetstvuet antiferromagnitnoe vzaimodeæstvie.

Obyqno predpolagaetsØ, qto esli |λ_d| ≫ |λ_s|, to qast~ gamil~toniana opisyva¸waØ vzaimodeæstvie plotnost~-plotnost~ ØvlØetsØ dominiru¸weæ po sravneni¸ so spinovoæ qast~¸. �tot gamil~tonian ØvlØetsØ gamil~tonianom kvantovoæ mnogokomponentnoæ modeli Xredingera ^H_s = ∑ α ∫ d^3xψ^†_α(⃗x) ( − ~^2 2M ∇^2 + V_{ext}(⃗x) ) ψ_α(⃗x) + λ_d 2 ∑ α,β ∫ d^3xψ^†_α(⃗x)ψ^†_β (⃗x)ψ_α(⃗x)ψ_β (⃗x). (14)

V fftom priblißenii spinovaØ qast~ vzaimodeæstviØ rassmatrivaetsØ kak vozmuwenie. Zametim, qto v odnomernom sluqae model~ opisyvaemaØ gamil~tonianom (14) pri V_{ext}(⃗x) = 0 dopuskaet toqnoe rexenie [6].

Predpoloßenie o tom, qto pri oqen~ nizkih temperaturah spinornaØ komponenta kondensata prostranstvenno nezavisima, privodit k sledu¸weæ faktorizacii polevyh operatorov [5]: ψ_α(⃗x) ∼ a_αϕ(⃗x), ψ^†_α(⃗x) ∼ a^†_αϕ^†(⃗x) ; α = ±1, 0 (15)

gde a_α, a^†_α operatory uniqtoßeniØ i roßdeniØ udovletvorØ¸- wie standartnym kommutacionnym sootnoxeniØm [a_α, a^†_β] = δ_{αβ} . Predstavlenie (15), obyqno nazyva¸t odnomodovym priblißeniem [5]. SleduØ tradicionnomu podhodu k teorii boze kondensacii, polevoæ operator ϕ(⃗x) moßno zamenit~ na volnovu¸ funkci¸ kondensata Φ(⃗x), polagaØ qto nadkondensatnaØ qast~ operatora mala. VolnovaØ funkciØ Φ(⃗x) normirovana ∫ |Φ(⃗x)|^2d^3x = 1 i opredelØetsØ iz usloviØ ffkstremuma δ δΦ(⃗x) ⟨N | ^H_sr − μ ^N |N ⟩ = 0 (16) v sektore s fiksirovannym qislom qastic. Zdes~ |N ⟩ ≡ |N_1, N_0, N_{−1}⟩ Fokovskiæ vektor s qislami zapolneniØ N_α: a^†_αa_α|N ⟩ =

SPINORNY` BOZE KONDENSAT 47

N_α|N ⟩, a μ – himiqeskiæ potencial. Uslovie ffkstremuma (16) privodit k uravneni¸ Grossa–Pitaevskogo ( − ~^2 2M ∇^2 + V_{ext}(⃗x) ) ϕ(⃗x) + λ_dN |ϕ(⃗x)|^2ϕ(⃗x) = μϕ(⃗x). (17) Na rexeniØh fftogo uravneniØ gamil~tonian (13) budet imet~ vid ^H = μ_1(a^†_1a_1 + a^†_{−1}a_{−1}) + μ_0a^†_0a_0 − g^d 2 ∑ α,β a^†_αa^†_βa_αa_β + g_s 2 {a^†_1a^†_1a_1a_1 + a^†_{−1}a^†_{−1}a_{−1}a_{−1} − 2a^†_1a^†_{−1}a_1a_{−1} (18)

+ 2a^†_1a^†_0a_1a_0 + 2a^†_1a^†_{−1}a_0a_0 + 2a^†_0a^†_0a_1a_{−1} + 2a^†_0a^†_{−1}a_0a_{−1}}.

Zdes~ g_d, g_s perenormirovannye postoØnnye vzaimodeæstviØ g_i = λ_i ∫ |Φ(⃗x)|^4d^3x, (i = d, s), μ_0 ≡ μ, a μ_1 = Ω + μ, priqem my poloßili μ_1 = μ_{−1} iz-za invariantnosti vzaimodeæstviØ otnositel~no zameny a_1 ↔ a_{−1}, a^†_1 ↔ a^†_{−1}.

V rassmatrivaemom priblißenii operatory polnogo spina (9) ime¸t vid

^S^+ = √2 ( a^†_1a_0 + a^†_0a_{−1} ) , ^S^− = ( ^S^+ )^†, ^S^z = ( a^†_1a_1 − a^†_{−1}a_{−1} ) , (19)

a operator qisla qastic (7) primet vid ^N = a^†_1a_1 + a^†_{−1}a_{−1} + a^†_0a_0. (20)

Gamil~tonian (18) teper~ moßno zapisat~ v kompaktnoæ forme [5]:

^H = μ_1(a^†_1a_1 + a^†_{−1}a_{−1}) + μ_0a^†_0a_0 − g^d 2 ^N ( ^N − 1) + g^s 2 { S^2 − 2^^N^} , (21)

gde S^2 ffto operator Kazimira (11). �tot gamil~tonian kommu-

tiruet s operatorom qisla qastic (20). DlØ sluqaØ, kogda himiqeskie potencialy ravny μ_α = μ, model~ (21) byla rexena v [5], gde issledovalas~ spinovaØ dinamika modeli. Tak kak operator qisla qastic ^N kommutiruet s polnym gamil~tonianom (21), to v dal~neæxem my budem issledovat~ lix~ spinovu¸ qast~ gamil~toniana

^H_{sp} = μ_1(a^†_1a_1 + a^†_{−1}a_{−1}) + μ_0a^†_0a_0 + g^s 2 { S^2 − 2^^N^} . (22)

48 N. M. BOGOLıBOV Spektr gamil~toniana ^H (21) v N -qastiqnom sektore trivial~- no vosstanavlivaetsØ.

2. Spinornyæ gamil~tonian i su(1, 1) algebra DlØ togo qtoby rexit~ model~, opisyvaemu¸ gamil~tonianom (18) pri proizvol~nyh znaqeniØh himiqeskih potencialov μ_0, μ_1, predstavim ego qerez generatory su(1, 1) algebry. Generatory algebry udovletvorØ¸t sledu¸wim kommutacionnym sootnoxeniØm [K^0, K^±] = ±K^±, [K^+, K^−] = −2K^0. (23) Operator Kazimira algebry su(1, 1) raven

K^2 = (K^0)^2 − 1 2 ( K^+K^− + K^−K^− ) . (24)

Generatory algebry moßno vyrazit~ qerez bozonnye operatory roßdeniØ i uniqtoßeniØ. Dvuhbozonnoe predstavlenie fftoæ algebry imeet vid

K^0 = 1 2 (a^†_1a_1 + a^†_{−1}a_{−1} + 1),

K^+ = a^†_1a^†_{−1}, K^− = a_1a_{−1}. (25)

Operator Kazimira fftoæ realizacii raven

K^2_K = 1 4 (Δ^2 − 1),

Δ = a^†_1a_1 − a^†_{−1}a_{−1}, (26)

gde operator Δ, po opredeleni¸, est~ operator tret~eæ komponenty operatora momenta impul~sa ^S^z (19).

Odnobozonnoe predstavlenie algebry su(1, 1) moßet byt~ realizovano v vide

B^0 = 1 2 a^†_0a_0 + 1 4 , B^+ = − 1 2 (a^†_0)^2, B^− = − 1 2 (a_0)^2 (27)

s operatorom Kazimira ravnym K^2_B = −3/16. (28)

SPINORNY` BOZE KONDENSAT 49 Operator qisla qastic (20) predstavim v vide ^N = 2(B^0 + K^0) − 3 2 . (29) Bazis unitarnogo neprivodimogo predstavleniØ algebry su(1, 1) obrazovan sobstvennymi vektorami |n; ν⟩ operatora K^0 i operatora Kazimira K^2: K^0|n; ν⟩ = (n + ν)|n; ν⟩, K^2|n; ν⟩ = ν(ν − 1)|n; ν⟩, (30) gde qislo ν ØvlØetsØ indeksom Bargmanna. Operatory K^± deæstvu¸t kak povyxa¸wiæ i, sootvetstvenno, kak ponißa¸wiæ operatory na sobstvennyh vektorah operatora K^0 K^+|n; ν⟩ = √ (n + 1)(n + 2ν)|n + 1; ν⟩, K^−|n; ν⟩ = √ n(n + 2ν − 1)|n − 1; ν⟩. (31) SostoØniØ |n; ν⟩ poluqa¸tsØ iz “vakuumnogo” (starxego) vektora |0; ν⟩, opredelØemogo iz usloviØ K^−|0; ν⟩ = 0 (32) povtornym deæstviem operatora K^+: |n; ν⟩ = ( Γ(2ν) n!Γ(2ν + n)

) 1_2 (K^+)^n|0; ν⟩.

Dvuhbozonnoe predstavlenie (25) sootvetstvuet indeksu Bargmanna ravnomu ν =^1_2 (k + 1), gde qislo k imeet smysl fiksirovannoæ raznosti qisla qastic v modah s protivopoloßnym znaqeniem spina: Δ|0; ν⟩ = k|0; ν⟩. Vakuumnoe sostoØnie (32) predstavlØet soboæ prØmoe proizvedenie dvuh Fokovskih vektorov |0; ν⟩ = |0⟩|k⟩ ≡| 0, k⟩. (33) OdnobozonnaØ realizaciØ (27) sootvetstvuet dvum razliqnym indeksam Bargmanna ν =^1_4 i ν =^3_4 . �to oznaqaet, qto dannoe predstavleniØ razlagaetsØ v prØmu¸ summu dvuh neprivodimyh komponent. Odno iz nih obrazovano sostoØniØmi s qetnym qislom qastic, a drugoe s neqetnym qislom sootvetstvenno. Vakuumnym vektorom (32) prostranstva s indeksom ν =^1_4 ØvlØetsØ Fokovskiæ vakuum |0; 1 4 ⟩ ≡ |0⟩, (34)

50 N. M. BOGOLıBOV a prostranstva s indeksom ν =^3_4 odnoqastiqnoe sostoØnie |0; 3 4 ⟩ ≡ |1⟩. (35) DlØ togo qtoby otliqat~ ffti proizvodØwie sostoØniØ ot sosto- Øniæ (33), oboznaqim ih qerez |0, ν).

Teper~ my moßem predstavit~ gamil~tonian (18) qerez generatory su(1, 1) algebry vospol~zovavxis~, predstavleniØmi (25) i (27):

^H_{sp} = μ_0 ( 2B^0 − 1 2 ) + μ_1(2K^0 − 1) + g_s 2 { Δ^2 −4 ( K^0 +B^0 − 1 2 ) +8B^0 K^0 −4B^+ K^− −4B^− K^+ } . (36)

Otmetim, qto dannyæ gamil~tonian predstavlØet soboæ variant bozonnogo gamil~toniana, rassmotrennogo Riqardsonom [7]. Gamil~toniany podobnoæ formy voznika¸t, kak v kvantovoæ optike [8–10], tak i v teorii sverhprovodimosti [11]. Rassmatrivalis~ obobweniØ i na sluqaæ superalgebr [12].

3. Rexenie modeli DlØ togo qtoby primenit~ Algebraiqeskiæ anzac Bete [13] k spinornoæ modeli (36), neobhodimo vvesti operatory, kotorye budut igrat~ osnovnu¸ rol~ v dannom podhode:

X^0(λ) =

B^0 δ − λ + K^0 γ − λ + 1,

X^±(λ) = B^± δ − λ + K^± γ − λ . (37)

Zdes~, λ ffto kompleksnoznaqnaØ peremennaØ, a δ i γ – nekotorye postoØnnye kotorye my opredelim pozdnee. �ti operatory udovletvorØ¸t sledu¸wim kommutacionnym sootnoxeniØm:

[X^+ (λ), X^− (μ)] = − 2 λ − μ (X^0 (λ) − X^0(μ)),

[X^0(λ), X^± (μ)] = ± 1 λ − μ (X^± (λ) − X^± (μ)),

[X^+ (λ), X^+ (μ)] = [X^−(λ), X^− (μ)] = [X^0(λ), X^0(μ)] = 0.

(38)

SPINORNY` BOZE KONDENSAT 51 �ti ravenstva legko proverit~ vospol~zovavxis~ kommutacionnymi sootnoxeniØmi operatorov (25), (27) i ravenstvom 1 (ϵ − λ)(ϵ − μ) = 1 λ − μ ( 1 ϵ − λ − 1 ϵ − μ ). (39)

Po analogii s operatorom Kazimira (24) vvedem semeæstvo operatorov, zavisØwih ot proizvol~nogo kompleksnogo parametra λ:

t(λ) = (X^0(λ))^2 − 1 2 X^+ (λ)X^− (λ) − 1 2 X^− (λ)X^+ (λ). (40)

Zameqatel~nym svoæstvom fftih operatorov ØvlØetsØ to, qto oni kommutiru¸t pri proizvol~nom znaqenii parametrov λ, μ:

[t(λ), t(μ)] = 0. (41)

�to ravenstvo proverØetsØ prØmym vyqisleniem s pomow~¸ kommutacionnyh sootnoxeniæ (38).

Operator t(λ) moßno rassmatrivat~ kak proizvodØwiæ funkcional integralov dvißeniØ. V Øvnom vide

t(λ) = 1 + ( B^0 δ − λ )_2 + ( K^0 γ − λ )_2

− B^+ B^− + B^−B^+ 2(δ − λ)^2 − K^+ K^− + K^+ K^− 2(γ − λ)^2 + 2K^0 γ − λ + 2B^0 δ − λ + 2B^0 (δ − λ) K^0 (γ − λ) − B^+ (δ − λ) K^− (γ − λ) − B^− (δ − λ) K^+ (γ − λ) .

(42)

Kofffficient pri 1/λ^2 v razloßenii t(λ) po obratnym stepenØm 1/λ raven [ (B^0)^2 − 1 2 (B^+ B^− + B^− B^+ ) ] + [ (K^0)^2 − 1 2 (K^+ K^− + K^−K^+ ) ]

− 2δB^0 − 2γK^0 + (2B^0K^0 − B^+ K^− − B^−K^+ ).

Pervyh dva slagaemyh v fftom vyraßenii ØvlØ¸tsØ operatorami Kazimira predstavleniæ (25) i (27) sootvetstvenno. VybiraØ

52 N. M. BOGOLıBOV γ = −μ_1/2g_s i δ = −μ_0/2g_s, poluqim g_s ∂^2 ∂λ^{−2} t(λ) |_{λ=∞}= 3 8 g_s + g_s 2 (Δ^2 − 1)

+ 2μ_0B^0 + 2μ_1K^0 + 2g_s(2B^0K^0 − B^+ K^− − B^− K^+).

(43)

Kofffficient pri 1/λ v (42) raven −2(K^0 + B^0 ) i, sledovatel~no, operator qisla qastic predstavim v vide ^N = − ∂ ∂λ^{−1} t(λ) |_{λ=∞} − 3 2 . Teper~ my moßem vyrazit~ gamil~tonian (36) qerez proizvodØwu¸ funkci¸ integralov dvißeniØ t(λ) (40):

^H_{sp} = g_s ∂^2 ∂λ^{−2} t(λ) |_{λ=∞} −g_s ^N − μ_0 2 − μ_1 + 3g_s 8 . (44)

Iz (41) sleduet, qto gamil~tonian ^H_{sp} kommutiruet s proizvodØwim funkcionalom t(λ):

[ ^H_{sp}, t(λ)] = 0 (45) i, sledovatel~no, oni oblada¸t obwim naborom sobstvennyh vektorov. Opredeliv sobstvennye vektora i sobstvennye znaqeniØ proizvodØweæ funkcii t(λ), my rexim problemu diagonalizacii gamil~toniana (36), sobstvennye znaqeniØ (36) vyqislØ- ¸tsØ po formule (44).

DlØ postroeniØ algebraiqeskoæ shemy diagonalizacii proizvodØweæ funkcii t(λ) (40) zametim, qto iz opredeleniØ operatorov X^−(λ), X^0(λ) (37) sleduet, qto sostoØnie, predstavlØ¸wee soboæ proizvedenie proizvodØwih vektorov (34)–(35) |Ω⟩ = |0, ν)|0, k⟩, (46) i kotoroe my budem nazyvat~ vakuumom, udovletvorØet sledu¸- wim usloviØm X^−(λ)|Ω⟩ = 0, X^0(λ)|Ω⟩ = x(λ)|Ω⟩, (47)

gde vakuumnoe sobstvennoe znaqenie operatora X^0(λ) ravno:

x(λ) = 1 + ν δ − λ + 1 2 k + 1 γ − λ . (48)

SPINORNY` BOZE KONDENSAT 53 Ne sloßno proverit~, qto vakuumnoe sostoØnie (46) ØvlØetsØ sobstvennym vektorom t(λ) t(λ)|Ω⟩ = k(λ)|Ω⟩, (49) s sobstvennym znaqeniem k(λ) = ( 1 + ν δ − λ + 1 2 k + 1 γ − λ )_2 − ν (δ − λ)^2 − 1 2 k + 1 (γ − λ)^2

. (50)

Vakuumnoe sostoØnie ØvlØetsØ sobstvennym vektorom operatora qisla qastic (29): ^N |Ω⟩ = ( 2ν + k − 1 2 ) |Ω⟩. (51) Iz opredeleniØ operatora X^+ (λ) (37) imeem ^N X^+ (λ) = X^+ (λ) ( ^N + 2 ) , (52)

Iz fftogo ravenstva i po postroeni¸ (37) sleduet, qto X^+ (λ) deæstvuet kak operator roßdeniØ pary kvaziqastic.

Moßno dokazat~ [14], qto Betevskiæ vektor

|Φ(λ_1, λ_2, . . . , λ_N )⟩ = N∏ j=1 X^+ (λ_j )|Ω⟩, (53)

ØvlØetsØ sobstvennym vektorom proizvodØweæ funkcii t(λ) t(λ)|Φ(λ_1, λ_2, . . . , λ_N )⟩ = Θ_N (λ)|Φ(λ_1, λ_2, . . . , λ_N )⟩ (54) esli parametry λ_j udovletvorØ¸t uravneniØm Bete 1 + ν δ − λ_j + 1 2 k + 1 γ − λ_j = N∑ l≠j 1 λ_j − λ_l , (55)

a γ = −μ_1/2g_s i δ = −μ_0/2g_s. Iz ravenstva (52) i opredeleniØ (37) sleduet, qto qislo N v ravenstve (53) imeet smysl qisla par kvaziqastic, qislo qastic v sostoØnii (53) ravno sootvetstvenno 2N +2ν+k−^1_2 . Sobstvennoe znaqenie Θ_N (λ) proizvodØweæ funkcii t(λ) (54) ravno

Θ_N (λ) = k(λ) − N∑ j=1 2ν (δ − λ)(δ − λ_j) − N∑ j=1 k + 1 (γ − λ)(γ − λ_j ) ,

54 N. M. BOGOLıBOV gde k(λ) opredeleno ravenstvom (50).

Vospol~zovavxis~ opredeleniem (44), poluqim, qto sobstvennaØ ffnergiØ gamil~toniana H_{sp} (36) ravna E_N = −4g_s N∑ j=1 λ_j + C_N , (56) gde C_N = g_s 2 { k^2 + 4νk − 2k − 4N + 4N (N + 2ν + k) } + μ_0 ( 2ν − 1 2 ) + μ_1 k.

Iz ravenstva (56) sleduet, qto ffnergiØ par kvaziqastic vyraßaetsØ qerez rexeniØ uravneniØ Bete λ_j.

V qastnom sluqae μ_0 = μ_1 = μ, to est~, v sluqae otsutstviØ lazernogo polØ (Ω = 0), moßno naæti prostoe vyraßenie dlØ sobstvennoæ ffnergii E_N . UmnoßaØ uravneniØ Bete (55) na δ − λ_j i zatem summiruØ po j, poluqim ravenstvo N∑ j=1 λ_j = 1 2 N (N + 2ν + k) − μ 2g_s N, gde my vospol~zovalis~ toßdestvom N∑ j=1 N∑ l≠j λ_j λ_j − λ_l = 1 2 N (N − 1). V rezul~tate dlØ sobstvennoæ ffnergii N par poluqim

E_N = g_s 2 { k^2 + 4νk − 2k − 4N } + μ ( 2N + 2ν + k − 1 2 ) . (57)

Pri ν = 1/4 (predstavlenie obrazovannoe sostoØniØmi s qetnym qislom qastic v mode s nulevoæ tret~eæ komponentoæ spina) imeem [5]:

E_N = g_s 2 {k(k − 1) − 4N } + μ ( 2N + 2ν + k − 1 2 ) . (58)

Pri ν = 3/4 (predstavlenie obrazovannoe sostoØniØmi s neqetnym qislom qastic v mode s nulevoæ tret~eæ komponentoæ spina) imeem sootvetstvenno:

E_N = g_s 2 {k(k + 1) − 4N } + μ ( 2N + 2ν + k − 1 2 ) . (59)

SPINORNY` BOZE KONDENSAT 55 DlØ ferromagnitnogo sostoØniØ g_s < 0 minimum ffnergii E_N dostigaetsØ pri k = 0 v (58) i (59). DlØ antiferromagnitnogo sostoØniØ g_s > 0 minimumu ffnergii E_N (58) sootvetstvuet znaqenie k = 2N + 1, a minimumu ffnergii E_N (59) sootvetstvuet znaqenie k = 2N .

DlØ togo qtoby issledovat~ rexeniØ uravneniæ Bete (55), rassmotrim polinom opredelØemyæ rexeniØmi fftih uravneniæ P (λ) = C N∏ j=1 (λ_j − λ), (60)

gde C^{−1} = ∏_N j=1 λ_j. �tot polinom ØvlØetsØ rexeniem differencial~nomu uravneni¸ vtorogo porØdka [14, 9]:

P^{′′}(λ) − 2x(λ)P^′(λ) + 2 N∑ j=1 x(λ) − x(λ_j) λ − λ_j P (λ) = 0, (61)

gde x(λ) est~ vakuumnoe sobstvennoe znaqenie operatora X^0(λ). Podstanovka Øvnogo vida fftogo znaqeniØ (48) v uravnenie (61) daet

2(λ − δ)P^{′′}(λ) + (1 + 2ν + k + 2δ − 2λ)P^′(λ) + N P (λ) = 0. (62) RexeniØ fftogo uravneniØ vyraßa¸tsØ qerez polinomy Lagerra L^α_n(x): P (λ) = L^{2ν+k}_N (2λ +^μ_{gs} ). DlØ bol~xih znaqeniæ N polinomy Lagerra ime¸t asimptotiku [15]:

L^{2ν+k}_N (x) ∼ π^{− 12} e^{x2} x^{− 2ν+k2 − 14} N^{2ν+k2 − 14} cos { 2 √ N x − π 2 (2ν + k + 1 2 ) } . Iz fftogo vyraßeniØ sleduet, qto rexeniØ uravneniæ Bete pri bol~xih znaqeniØh N vedut sebØ sledu¸wim obrazom

λ_m = 1 N π^2 32 { 2ν + k − 1 2 + 2m

}_2 − μ 2g_s , m = 1, 2, . . . , N. V sluqae Ω ≠ 0 issledovanie uravneniæ Bete (55) suwestvenno usloßnØetsØ, odnako, v predele N → ∞ ih moßno privesti k singulØrnomu integral~nomu uravneni¸ dopuska¸wemu toqnoe rexenie. ZnaØ sobstvennye vektora i spektr modeli, moßno issledovat~ spinovu¸ dinamiku sistemy i kvantovoe zaputyvanie sostoØniæ. Rassmotrennyæ v dannoæ stat~e podhod primenim takße k issledovani¸ spinornogo kondensata vo vnexnem magnitnom pole [16].

56 N. M. BOGOLıBOV

Literatura

1. L.-M. Duan, J. I. Cirac, P. Zoller, Quantum entanglement in spinor Bose–Einstein condensates. — Phys. Rev. A 65 (2002), 033619.

2. M. Zhang, K. Helmerson, L. You, Entanglement and spin squeezing of Bose–Einstein-condensed atoms. — Phys. Rev. 68 (2003), 043622.

3. XuBo Zou, K. Pahlke, W. Mathis, Quantum entanglement of many atoms in spinor Bose–Einstein condensates. — Phys. Rev. A 69 (2004), 053608.

4. O. E.Mustecaplioglu, M. Zhang, S. Yi, L. You, C. P.Sun, Dynamic fragmentation of a spinor Bose–Einstein condensate. — Phys. Rev. A 68 (2003), 63616.

5. C. K. Law, H. Pu and N. P. Bigelow, Quantum spin mixing in spinor Bose–Einstein condensates. — Phys. Rev. Lett. 24 (1998), 5257–5261.

6. P. P. Kulix,, Mnogokomponentnoe nelineænoe uravnenie Xredingera s graduirovkoæ. — DAN SSSR 255 (1980), 323–326.

7. R. W. Richardson, Exactly solvable many-boson model. — J. Math. Phys. 9 (1968), 1327–1344.

8. N. M. Bogol¸bov, Toqnoe rexenie modeli treh svØzannyh oscillØtorov s xtarkovskoæ nelineænost~¸. — Zap. nauqn. semin. POMI 224 (1995), 122–128.

9. N. M. Bogol¸bov, Algebraiqeskiæ anzac Bete i model~ Teævisa–Kammingsa. — Zap. nauqn. semin. POMI 245 (1997), 66–79.

10. A. Rybin, G. Kastelewicz, J. Timonen, N. Bogoliubov, The su(1; 1) Tavis–Cummings model. — Journ. Phys. A 31 (1998), 4705–4723.

11. L. Amico, A. Di Lorenzo, A. Osterloh, Integrable models for confined fermions:

applications to metallic grains. — Phys. Rev. Lett. 86 (2001), 5759. 12. P. P. Kulish, N. Manojlovic, Creation operators and Bethe vectors of the osp(1—2) Gaudin model. — J. Math. Phys. 42 (2001), 4757–4778.

13. N. M. Bogol¸bov, A. G. Izergin, V. E. Korepin, KorrelØcionnye funkcii integriruemyh sistem i kvantovyæ metod obratnoæ zadaqi. Izd-vo “Nauka”, Moskva (1992).

14. M. Goden, VolnovaØ funkciØ Bete. Izd-vo “Mir”, Moskva (1987). 15. P. K. Suetin, Klassiqeskie ortogonal~nye mnogoqleny. Izd-vo “Nauka”, Moskva (1976).

16. M. Zhang, S. Yi, L. You, Mean field ground state of a spin-1 condensate in a magnetic field. — arxiv: cond-mat/0306076 (2003).

Bogoliubov N. M. Spinor Bose condensate and su(1, 1) Richardson model.

A dilute gas of trapped bosonic atoms with hyperfine spin F = 1 interacting with the classical laser field is considered. In the single mode approximation the Hamiltonian of the model may be expressed in terms of the boson realization of the su(1, 1) algebra. The model is solved by the Algebraic Bethe Ansatz approach.

Postupilo 26 i¸nØ 2004 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN