Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 317, 2004 g.

T. A. Bolohov, P. A. Bolohov

INTERPRETACI˚ OCENKI VAKULENKO––KAPITANSKOGO

Interesnoæ zadaqeæ matematiqeskoæ fiziki ØvlØetsØ issledovanie nelineænyh qetyrehmernyh modeleæ, oblada¸wih ustoæqivymi solitonopodobnymi rexeniØmi. Odna iz takih modeleæ s peremennymi, prinima¸wimi znaqeniØ v kompaktnom mnogoobrazii, byla predloßena bolee 25 let nazad v rabote [1]. �ta model~ (model~ Faddeeva–Skirma) imeet priloßeniØ v fizike tverdogo tela [2], v fizike plazmy [3], ee rasxireniØ voznika¸t pri opredelennom vybore peremennyh v opisanii infrakrasnogo predela teorii ˚nga–Millsa. [4].

Odnim iz vaßnyh svoæstv modeli Faddeeva–Skirma ØvlØetsØ vozmoßnost~ interpretacii ee statiqeskih rexeniæ v vide uzlov, sostoØwih iz skruqennyh trubok. V to ße vremØ, kak bylo pokazano Vakulenko i Kapitanskim v rabote [5], ffnergiØ takih solitonnyh rexeniæ imeet netrivial~nu¸ ocenku snizu v terminah ih topologiqeskoæ harakteristiki – zarØda Hopfa. �tot zarØd imeet prostu¸ interpretaci¸ qerez stepen~ zacepleniØ liniæ uzla.

V nastoØweæ rabote pri pomowi koncepcii skruqennyh trubok daetsØ naglØdnoe ob¨Øsnenie stepennogo pokazatelØ 3/4, vhodØwego v ocenku VK v oblasti vysokih ffnergiæ. �to pozvolØet avtoram sdelat~ predpoloßenie ob oblasti primenimosti stepennyh priblißeniæ dlØ ffnergii konkretnyh rexeniæ rassmatrivaemoæ modeli. Krome togo, v rabote pokazyvaetsØ, kakim obrazom koncepciØ skruqennyh trubok, vmeste s ocenkoæ VK, moßet okazat~sØ poleznoæ dlØ postroeniØ statiqeskih rexeniæ modeli Faddeeva-Skirma s proizvol~no vysokoæ ffnergieæ.

Pereædem k bolee podrobnomu rassmotreni¸ obsußdaemoæ modeli i ee svoæstv. Lagranßian modeli zadaetsØ sledu¸weæ funkcieæ proizvodnyh polØ ⃗n prinima¸wego znaqeniØ na dvumernoæ sfere S^2:

L = g(∂_μ⃗n)^2 + (∂_μ⃗n × ∂_ν⃗n)^2. (1) 57

58 T. A. BOLOHOV, P. A. BOLOHOV

�to vyraßenie invariantno otnositel~no preobrazovaniæ Lorenca i vkl¸qaet v sebØ odnu konstantu, kotoraØ imeet razmernost~ [g] = Dlina�^2.

S proizvol~noæ vektornoæ funkcieæ ⃗n estestvennym obrazom svØzana 3-forma J = F ∧ A, v kotoroæ F = (∂_μ⃗n × ∂_ν⃗n, ⃗n)dx_μ ∧ dx_ν dA = F. Formy F i J ØvlØ¸tsØ zamknutymi na qetyrehmernom prostranstve, esli dlina vektora ⃗n ØvlØetsØ postoØnnoæ veliqinoæ (vektor ⃗n parametrizuetsØ dvumØ uglami �ælera). Iz fftogo sleduet, qto integral formy J po prostranstvennym koordinatam Q = ∫ R3 F ∧ A (2) ØvlØetsØ sohranØ¸weæsØ veliqinoæ.

V to ße vremØ, esli my kompaktificiruem model~, ustremiv pole na (prostranstvennoæ) beskoneqnosti k odnomu znaqini¸

⃗n1, to pri fiksirovannom vremeni pole ⃗n opredelØet otobra-

ßenie

S^3 → S^2

i Q stanovitsØ ego topologiqeskoæ harakteristikoæ — zarØdom Hopfa.

Statiqeskie rexeniØ modeli mogut byt~ naædeny putem minimizacii potencial~noæ ffnergii

E = g(∂_k⃗n)^2 + (∂_k⃗n × ∂_j⃗n)^2.

SopostavlØØ obwee vyraßenie dlØ topologiqeskogo zarØda (2) s konkretnym potencialom E pri pomowi teorem vloßeniØ v funkcional~nyh prostranstvah, moßno poluqit~ neravenstvo (ocenku) Vakulenko-Kapitanskogo

E ¿ const Q^{3/4}. (3)

INTERPRETACI˚ OCENKI 59

Iz fftogo neravenstva nemedlenno sleduet vaßnoe zakl¸qenie: superpoziciØ dvuh statiqeskih rexeniæ, razdelennyh v prostranstve, v obwem sluqae ne ØvlØetsØ konfiguracieæ s minimal~noæ ffnergieæ pri dannom zarØde, to est~ meßdu takimi rexeniØmi imeetsØ netrivial~noe vzaimodeæstvie [6].

1. KoncepciØ skruqennyh trubok

Statiqeskie rexeniØ modeli Faddeeva–Skirma ime¸t prostu¸ interpretaci¸ v vide uzlov, svØzannyh iz skruqennyh trubok. Predpoloßim, qto predel polØ ⃗n na prostranstvennoæ beskoneqnosti – ffto severnyæ pol¸s sfery S^2, ili, v koordinatah, – vektor (0, 0, 1). Togda proobraz ¸ßnogo pol¸sa otobraßeniØ ⃗n – ffto zamknutaØ i, v obwem sluqae, neodnosvØznaØ krivaØ, to est~ uzel v trehmernom prostranstve. Proobraz okrestnosti ¸ßnogo pol¸sa ØvlØetsØ, v svo¸ oqered~, mnoßestvom zamknutyh krivyh, obrazu¸wih trehmernoe mnogoobrazie, kotoroe my budem nazyvat~, po analogii s gidrodinamikoæ, trubkoæ. V obwem sluqae otobraßenie ⃗n perevodit proizvol~no malyæ zamknutyæ kontur, prohodØwiæ odin raz vokrug linii uzla, v kontur vokrug ¸ßnogo pol¸sa sfery s netrivial~nym indeksom obhoda. Tem ne menee, qislennye ffksperimenty po postroeni¸ rexeniæ modeli pokazyva¸t, qto ustoæqivymi ØvlØ¸tsØ tol~ko rexeniØ s trivial~nym (t.e. ravnym po modul¸ 1) indeksom obhoda [7].

Iz opredeleniØ zarØda Q dlØ otobraßeniØ ⃗n sleduet, qto on moßet byt~ vyqislen kak stepen~ zacepleniØ krivyh – proobrazov dvuh l¸byh, otliqnyh drug ot druga, toqek na sfere S^2. V kaqestve fftih toqek vsegda moßno vzØt~ ¸ßnyæ pol¸s i proizvol~nu¸ toqku iz ego maloæ okrestnosti. Prostye soobraßeniØ pokazyva¸t, qto dlØ togo, qtoby konfiguraciØ byla ustoæqivoæ, krivye - proobrazy toqek fftoæ okrestnosti dolßny vrawat~sØ vokrug central~noæ linii uzla, to est~ trubka dolna byt~ skruqennoæ. �to dostatoqno oqevidno, po kraæneæ mere, dlØ toroidal~noæ konfiguracii: trubka dolßna byt~ skruqena dlØ togo, qtoby ona ne mogla sßat~sØ v toqku.

PredlagaemaØ v nastoØweæ rabote koncepciØ opisaniØ statiqeskih rexeniæ pri pomowi skruqennyh trubok podrazumevaet, qto dlØ takih rexeniæ moßno vvesti nekotorye lokal~nye harakteristiqeskie parametry, to est~ parametry kotorye zavisØt tol~ko ot konstanty vzaimodeæstviØ g, no ne ot ffnergii ili

60 T. A. BOLOHOV, P. A. BOLOHOV

zarØda Hopfa solitona. V kaqestve takih parametrov v rabote [8] byli vvedeny “optimal~noe” skruqivanie na edinicu dliny Λ i lineænaØ plotnost~ ffnergii ρ.

DlØ togo, qtoby moßno bylo govorit~ o statiqeskih rexeniØh modeli kak o skruqennyh trubkah, neobhodimo vvesti ewe odin parametr, a imenno, radius trubki r ili polovinu srednego rasstoØniØ meßdu centrami sosednih trubok. Koneqno, v kaßdoæ konkretnoæ toqke konfiguracii ffto rasstoØnie zavisit ot ugla meßdu central~nymi liniØmi trubok, ot ih prodol~- nogo izgiba i variacii stepeni skruqivaniØ. No, tem ne menee, my budem predpolagat~, qto dannaØ model~ ustroena odinakovo na vseh masxtabah ffnergii i eæ prisuw nekotoryæ harakternyæ radius r. PrinimaØ vo vnimanie to obstoØtel~stvo, qto model~ opredelØetsØ edinstvennym parametrom g, iz soobraßeniæ razmernosti moßno sdelat~ vyvod, qto pereqislennye vyxe veliqiny dolßny byt~ svØzany sootnoxeniem vida

g = Λ^2 = r�^2 = ρ (4)

(s toqnost~¸, razumeetsØ, do bezrazmernyh konstant).

Suwestvovanie radiusa r, na samom dele, ØvlØetsØ netrivial~nym obstoØtel~stvom. Popytki ocenit~ ego bolee toqno, qem privedennoe vyxe sootnoxenie, natalkiva¸tsØ na opredelennye prepØtstviØ. Sravnitel~no prostoe dvumernoe modelirovanie dvuh parallel~nyh skruqennyh trubok pokazyvaet, qto ffti trubki pritØgiva¸tsØ drug k drugu i obrazu¸t trubku s dvoænym indeksom obhoda. V to ße vremØ, dlØ trehmernyh modeleæ izvestno, kak bylo skazano vyxe, qto fftogo ne proishodit. K soßaleni¸, trehmernoe modelirovanie trebuet slixkom bol~xih vyqislitel~nyh resursov, i na nastoØwiæ moment izuqeny tol~- ko neskol~ko pervyh (do Q = 8) ustoæqivyh sostoØniæ, po kotorym zatrudnitel~no govorit~ o harakternom radiuse trubki. Naskol~ko nam izvestno, otdel~no zadaqa o vyqislenii rassto- ØniØ vzaimodeæstviØ skruqennyh trubok voobwe ne stavilas~.

V zakl¸qenie opisaniØ detaleæ koncepcii skruqennyh trubok, ee moßno dopolnit~ prosteæxim “pravilom otbora”. Ono sostoit v tom, qto pri opisanii rexeniØ modeli v vide uzla, soprikasa¸wiesØ toqki dvuh sosednih trubok dolßny byt~ proobrazami odnoæ i toæ ße toqki na sfere S^2. Buduqi trivial~nym usloviem nepreryvnosti otobraßeniØ ⃗n, ffto prostoe

INTERPRETACI˚ OCENKI 61

soobraßenie, tem ne menee, pri naliqii toqnyh konstant v sootnoxenii (4), moßet okazat~sØ poleznym dlØ postroeniØ sloßnyh statiqeskih konfiguraciæ.

2. SvØz~ koncepcii skruqennyh trubok s ocenkoæ VK

V fftoæ qasti my privedem prostoe naglØdnoe ob¨Øsnenie ocenki Vakulenko–Kapitanskogo pri pomowi vvedenoæ ranee koncepcii skruqennyh trubok. A imenno, my pokaßem, qto dlØ statiqeskih rexeniæ s dostatoqno bol~xoæ ffnergieæ topologiqeskiæ zarØd Q proporcionalen ffnergii rexeniØ v stepeni 4/3:

Q ∼ E^{4/3}. (5)

Ob¨Øsnenie vyglØdit sledu¸wim obrazom. Budem rassmatrivat~ statiqeskoe rexenie (soliton) kak tonku¸ fflastiqnu¸ trubku radiusa r (ili plowadi seqeniØ s = πr^2), ffnergiØ kotoroæ v glavnom porØdke proporcional~na dline L [8]. �ta trubka zavØzana v uzel i ee koncy otoßdestvleny. Uzel moßet byt~ mnogosvØznym, to est~ sostoØwim iz neskol~kih zamknutyh trubok. Pri takih predpoloßeniØh lineænyæ razmer uzla x proporcionalen ego ob¨emu (kotoryæ proporcionalen dline L) v stepeni odna tret~: x ∼ L^{1/3}. DlØ togo, qtoby vyqislit~ topologiqeskiæ zarØd, neobhodimo ¡¡rastawit~¿¿ linii-proobrazy ¸ßnogo pol¸sa i kakoælibo toqki ego okrestnosti, podsqityvaØ pri fftom koliqestvo operaciæ rascepleniØ meßdu liniØmi. Qislo takih operaciæ po vytaskivani¸ narußu qasti linii-proobraza ediniqnoæ dliny proporcional~no lineænomu razmeru uzla x. Deæstvitel~no, pri plotno zavØzannom uzle, trebuetsØ v srednem odno rasceplenie dlØ togo, qtoby protawit~ otrezok proobraza dlinoæ 2r na rasstoØnie 2r, i x/2r rascepleniæ dlØ togo, qtoby protawit~ ego na rasstoØnie x. Takim obrazom, dlØ rastaskivaniØ vsego uzla iz trubok dliny L, potrebuetsØ Lx/4r^2 operaciæ rascepleniØ, to est~ Q ∼ Lx ∼ L^{4/3} ∼ E^{4/3}. (6) V fftom vyqislenii my prenebregli operaciØmi po rascepleni¸ liniæ-proobrazov, svØzannymi s ih vraweniem drug otnositel~- no druga (skruqennost~¸ trubki). Tak kak qislo “skruqivaniæ”

62 T. A. BOLOHOV, P. A. BOLOHOV

na edinicu dliny trubki ØvlØetsØ fiksirovannym parametrom [8], qislo takih rascepleniæ proporcional~no dline trubki L, a znaqit, i pervoæ stepeni ffnergii E.

NesmotrØ na to, qto privedennoe vyqislenie ni v koeæ mere ne ØvlØetsØ toqnym, ono, tem ne menee, demonstriruet prirodu netrivial~nogo pokazatelØ 4/3 v ocenke Vakulenko–Kapitanskogo. �tot pokazatel~ proishodit iz samozacepleniØ svØzannyh komponent uzla i zacepleniØ raznyh komponent drug za druga. V to ße vremØ, blagodarØ skruqennosti trubok, topologiqeskiæ zarØd Q imeet sostavlØ¸wu¸, proporcional~nu¸ ffnergii v pervoæ stepeni, kotoraØ ØvlØetsØ dominiru¸weæ pri malyh razmerah uzla. �to ukazyvaet na neobosnovannost~ popytok [7], [8], [9] approksimirovat~ ffksperimental~nye dannye dlØ nizkih ffnergiæ pri pomowi stepennoæ zavisimosti s pokazatelem 4/3.

3. Trivial~noe sledstvie

Prostoe vyqislenie, predstavlennoe v predyduweæ qasti, pozvolØet sdelat~ ocenku dlØ svØzi sredneæ dliny svØzannyh komponent s ffnegieæ (razmerom) uzla. Predpoloßim, qto iskomaØ dlina l ØvlØetsØ nekotoroæ funkcieæ razmera (a znaqit i ffnergii) uzla:

l = l(x), (7) L = kl(x), (8) gde k – qislo svØzannyh komponent. My moßem grubo ocenit~ stepen~ zacepleniØ odnoæ svØzannoæ komponenty so vsemi ostal~nymi komponentami pri pomowi sledu¸wego vyraßeniØ: π ( l(x) 2π )_2 · 1 πr^2 = ( l(x) 2πr )_2 ∼ l^2(x), gde π(^{l(x)}_{2π} )^2 ffto plowad~ kruga s dlinoæ granicy l(x), a πr^2 – plowad~ seqeniØ odnoæ trubki. Topologiqeskiæ zarØd vsego uzla poluqaetsØ umnoßeniem privedennoæ vyxe stepeni zacepleniØ na qislo svØzannyh komponent uzla i dobavleniem vklada ot samozacepleniØ komponent. Posledniæ moßet byt~ ocenen pri pomowi formuly (6): Q . kl^2(x) + kl^{4/3}(x) ∼ kl^2(x) ∼ L · l(x).

INTERPRETACI˚ OCENKI 63

V to ße vremØ, na osnovanii toæ ße formuly zarØd Q imeet porØdok L · x, a znaqit

x . l(x) . L ∼ x^3. (9)

Pravoe neravenstvo zdes~ ØvlØetsØ trivial~noæ ocenkoæ sverhu dlØ l qerez summarnu¸ dlinu vseh svØzannyh komponent L.

Neravenstvo (9), po vidimomu, ne moßet byt~ uluqxeno v ramkah koncepcii skruqennyh trubok. Popytki postroit~ konfiguracii s dlinoæ i stepen~¸ zacepleniØ, udovletvorØ¸wimi sootnoxeni¸ (6), pokazyva¸t, qto dlina otdel~noæ trubki moßet leßat~ vo vsem diapazone ot x do x^3. Neravenstvo (9) takße pokazyvaet, qto dlØ postroeniØ konfiguraciæ s proizvol~no vysokoæ ffnergieæ nel~zØ ispol~zovat~ komponety fiksirovannogo razmera bez ob¨edineniØ sostavlØ¸wih ih trubok.

4. Primer konfiguracii

V zakl¸qenie privedem konstruktivnyæ primer posledovatel~nosti konfiguraciæ, sostoØwih iz skruqennyh trubok, ffnergiØ i zarØd kotoryh udovletvorØ¸t sootnoxeni¸ (5). Takie konfiguracii mogut slußit~ kanditatami dlØ postroeniØ Øvnogo vida stacionarnyh sostoØniæ modeli (1) so skol~ ugodno vysokoæ ffnergieæ.

KaßdaØ iz fftih konfiguraciæ predstavlØet iz sebØ podobie stal~nogo trosa, zavØzannogo v uzel (odinakovyæ dlØ vseæ posledovatel~nosti), koncy kotorogo zamknuty. To est~ ffto lineænyæ ob¨ekt, sostoØwiæ iz cilindriqeskih sloev, vstavlennyh drug v druga. Kaßdyæ sloæ namotan iz rassmatrivaemyh zdes~ skruqennyh trubok, obviva¸wihsØ po spirali vokrug central~noæ linii ob¨ekta i, takim obrazom, zapolnØ¸wih oboloqku sloØ. Trubki na torcah kaßdogo sloØ sostykovany drug s drugom v nekotoroæ posledovatel~nosti, tak qto ves~ sloæ moßet byt~ namotan kak odnoæ, tak i neskol~kimi trubkami (svØznymi komponentami).

Privedem ocenku dlØ ffnergii i topologiqeskogo zarØda rassmarivaemyh konfiguraciæ. DlØ prostoty budem sqitat~ qislo sloev v trose pri pomowi ego radiusa R. DlØ togo, qtoby konfiguracii v posledovatel~nosti byli podobny drug drugu, dlina kaßdoæ iz nih L_{c.l.} dolßna byt~ proporcional~na R, a znaqit, ih ob¨em i ffnergiØ proporcional~ny R^3.

64 T. A. BOLOHOV, P. A. BOLOHOV

Budem predpolagat~, qto ugol meßdu kaßdoæ trubkoæ i central~noæ linieæ trosa ØvlØetsØ nekotoroæ maloæ veliqinoæ, odinakovoæ dlØ vseh sloev i konfiguraciæ. Moßno zametit~, qto togda stepen~ zacepleniØ vseh trubok odnogo sloØ s central~noæ linieæ proporcional~na dline trosa (to est~ R) i ne zavisit ot radiusa sloØ. Stepen~ zacepleniØ vseh trubok dvuh sloev drug s drugom proporcional~na Rr_{min}, to est~ stepeni zacepleniØ vnexnego sloØ s central~noæ linieæ umnoßit~ na qislo trubok vo vnutrennem sloe (ili na ego radius r_{min}). Stepen~ zacepleniØ vseh trubok vseh sloev drug s drugom budet summoæ po vsem param sloev (qislo kotoryh proporcional~no R^2) veliqin Rr_{min}. Oqevidno, qto takaØ summa proporcional~na R^4. Bolee toqnye vyqisleniØ da¸t priblißenie Q = 1 3 π^2L_{c.l.}τr�^4R^3,

gde τ – ffto tangens ugla meßdu trubkami i central~noæ linieæ uzla, a r – sredniæ radius trubok.

Zakl¸qenie

My priveli shemu opisaniØ statiqeskih rexeniæ modeli Faddeeva-Skirma pri pomowi uzlov, sostoØwih iz skruqennyh trubok. Bylo dano naglØdnoe ob¨Øsnenie, kakim obrazom ffta shema soglasuetsØ s ocenkoæ Vakulenko–Kapitanskogo. Priveden primer posledovatel~nosti konfiguraciæ so skol~ ugodno bol~xoæ ffnergieæ, udovletvorØwih stepennomu sootnoxeni¸ s pokazatelem 3/4.

Literatura

1. L. D. Faddeev, Quantization of Solitons. Preprint IAS print-75-QS70. (1975). 2. A. J. Niemi, Dual superconductors and SU(2) Yang-Mills, JHEP 0408. (2004) 035;

hep-th/0403175.

3. E. Babaev, L. D. Faddeev, A. J. Niemi, Phys. Rev. B65, (2002), 100512(R). 4. L. D. Faddeev, A. Niemi, Aspects of Electric-Magnetic Duality in SU(2) Yang- Mills Theory. — Phys. Lett., B525, (2002), 195–200.

5. A. F. Vakulenko, L. V. Kapitanskiæ, Dokl. Akad. Nauk. SSSR, 246, (1979), 840–842.

6. R. S. Ward, The interaction of two Hopf solitons. — Phys. Lett. B473, (2000),

291–296.

7. J. Hietarinta, P. Salo, Ground state in the Faddeev-Skyrme model, Phys. Rev. D62,

081701(R).

INTERPRETACI˚ OCENKI 65 8. M. Miettinen, A. Niemi, Yu. Stroganov, Aspects of duality and confining strings.

— Phys. Lett. B474, (2000) 303–308; hep-th/9908178.

9. R. S. Ward, Hopf Solitons on S^3 and R^3, DTP-98/55; hep-th/9811176.

Bolokhov T. A., Bolokhov P. A. An interpretation of the Vakulenko– Kapitansky estimate.

Introducing a concept of twisted tubes we provide a speculative interpretation of the exponent 3/4 in the Vakulenko–Kapitansky estimate for the Faddeev–Skyrme model. This allows one to make an assumption about the area of applicability of the fit derived from VK estimate. We propose an example of sequence of knotted configurations which may be utilized in construction of the static solutions with high energies.

Postupilo 20 dekabrØ 2004 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN