Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 317, 2004 g.

A. V. Kitaev KVADRATIQNYE PREOBRAZOVANI˚ DL˚ TRET^EGO I P˚TOGO URAVNENI` PENLEVE

1. Vvedenie V teorii special~nyh funkciæ izomonodromnogo tipa [1] vaßnaØ rol~ prinadleßit tak nazyvaemym RS-preobrazovaniØm [2]. Poslednie ØvlØ¸tsØ kompozicieæ racional~nyh (R) preobrazovaniæ nezavisimoæ peremennoæ i preobrazovaniæ Xlezingera (S) dlØ lineænyh obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ (ODU), associirovannyh s fftimi specfunciØmi. V bol~xinstvo interesnyh priloßeniæ, naprimer v differencial~nu¸ geometri¸ ili teori¸ sluqaænyh matric, izomonodromnye specfunkcii “pronika¸t” posredstvom associirovannyh lineænyh ODU, opredelØØ izomonodromnye deformacii poslednih. Pofftomu realizaciØ daße izvestnyh preobrazovaniæ dlØ uravneniæ Penleve v terminah associirovannyh lineænyh ODU, v qastnosti s pomow~¸ RS-preobrazovaniæ, predstavlØet obyqno znaqitel~- nyæ interes dlØ priloßeniæ, poluqaØ v ih ramkah interesnu¸ interpretaci¸. V celom primenenie RS-preobrazovaniæ daœt ffffektivnyæ podhod k issledovani¸ samyh raznoobraznyh voprosov, svØzannyh so specfunkciØmi izomonodoromnogo tipa [2]. V fftoæ rabote my pokaßem, kak nekotorye izvestnye preobrazovaniØ dlØ tret~ego:

d^2y_3 dt^2_3 = 1 y_3 ( dy_3 dt_3 )_2 − 1 t_3 dy_3 dt_3 + 1 t_3

(α_3y^2_3 + β_3) + γ_3y^3 + δ_3 y_3

, (1.1)

y_3 = y_3(t; α_3, β_3, γ_3, δ_3), i pØtogo uravneniæ Penleve:

d^2y_5 dt^2_5 = ( 1 y_5 + 1 y_5 − 1 ) ( dy_5 dt_5 )_2 − 1 t_5 dy_5 dt_5 + (y_5 − 1)^2 t^2_5 ( α_5y_5 + β_5 y_5 )

+ γ_5 y_5 t_5

+ δ_5 y_5(y_5 + 1)

y_5 − 1

, y_5 = y_5(t_5; α_5, β_5, γ_5, δ_5), (1.2)

rexeniØ kotoryh ØvlØ¸tsØ odnimi iz naibolee izvestnyh nelineænyh special~nyh funkciæ izomonodromnogo tipa, svØzany s 105

106 A. V. KITAEV

RS-preobrazovaniØmi.

My nazyvaem RS-preobrazovaniØ kvadratiqnymi, esli sootvetstvu¸wie R-preobrazovaniØ ØvlØ¸tsØ kvadratiqnymi, to est~ racional~nymi funkciØmi vtorogo porØdka.

PreobrazovaniØ uravneniæ Penleve, poroßdaemye kvadratiqnymi RS-preobrazovaniØmi, takße nazyva¸tsØ kvadratiqnymi.

V fftoæ rabote my stroim odno kvadratiqnoe RS-preobrazo-vanie, kotoroe poroßdaet neskol~ko razliqnyh kvadratiqnyh preobrazovaniæ dlØ ukazannyh vyxe uravneniæ Penleve. Dva iz fftih preobrazovaniæ ØvlØ¸tsØ nezavisimymi, odno iz nih (sm. razdel 4 uravneniØ (4.20) i (4.22)), vozmoßno novoe.

GipergeometriqeskaØ funkciØ Gaussa ØvlØetsØ special~noæ funkcieæ izomonodromnogo tipa. Kvadratiqnye preobrazovaniØ dlØ neœ byli naædeny Gaussom i izuqalis~ Kummerom [3]. DlØ nelineænogo analoga gipergeometriqeskoæ funkcii Gaussa – xestogo uravneniØ Penleve, kvadratiqnye preobrazovaniØ s pomow~¸ RS-preobrazovaniæ byli naædeny avtorom [4]. Pozße drugoe kvadratiqnoe preobrazovanie dlØ xestogo uravneniØ Penleve, soprØßœnnoe s pervym [4], bylo, drugim sposobom, naædeno Maninym [5]^1. �ti preobrazovaniØ svØzany s RSpreobrazovaniØmi fuksovyh lineænyh ODU. Zdes~ my rassmotrim RS-preobrazovaniØ lineænyh ODU s suwestvennymi osobymi toqkami.

Vpolne veroØtno, qto postroennoe RS-preobrazovanie narØdu s metodiqeskim interesom - blagodarØ emu vse izvestnye preobrazovaniØ dlØ ukazannyh uravneniæ Penleve mogut byt~ poluqeny edinoobraznym metodom s pomow~¸ podhodØwih RS-preob-razovaniæ, imeet takße i interesnu¸ geometriqesku¸ interpretaci¸. ˚ ime¸ vvidu, naprimer, differencial~nu¸ geometri¸ poverhnosteæ v R^3 [8], v kotoroæ lineænye ODU, associirovannye s rassmatrivaemymi zdes~ uravneniØmi Penleve, priobreta¸t konkretnyæ geometriqeskiæ smysl, a preobrazovaniØ Xlezingera interpretiru¸tsØ kak preobrazovaniØ Bffklunda sootvetstvu¸wih geometriqeskih poverhnosteæ.

PreobrazovaniØ, rassmatrivamye v fftoæ rabote, netrudno obobwit~ na special~nye funkcii izomonodromnogo tipa neskol~-

1Nedavno poØvilas~ rabota [6] Tsuda, Okamoto i Sakai, v kotoroæ daœtsØ obzor kvadratiqnyh preobrazovaniæ dlØ uravneniæ Penleve. Sm. takße priloßenie k rabote [7].

KVADRATIQNYE PREOBRAZOVANI˚ 107

kih peremennyh, kotorye nazyva¸tsØ ierarhiØmi tret~go i pØtogo uravneniæ Penleve. Takoe obobwenie moßet slußit~ predmetom dal~neæxih issledovaniæ. �ta rabota moßet takße slußit~ otpravnoæ toqkoæ dlØ drugogo interesnoe oboweniØ dlØ special~nyh funkciæ izomonodromnogo tipa, associirovannyh s ODU matriqnoæ razmernosti vyxe 2.

Rezul~taty, vkl¸qennye v fftu stat~¸, byli predstavleny kak qast~ odnoæ iz lekciæ “O RS-preobrazovaniØh dlØ lineænyh obyknovennyh differencial~nyh uravneniæ”, proqitannoæ avtorom v xkole “GeometriØ prostranstv moduleæ i integriruemye sistemy” v Otsu (˚poniØ) 29–31 Avgusta 2001 goda, organizovannoæ Masa-Hiko Saito i `osuke OØma.

2. Tret~e uravnenie Penleve i izomonodromnye deformacii

Rassmotrim 2 × 2 matriqnoe ODU: 1 t_3 dΨ_3 dλ_3 = ( A_3 +

B_3 t_3λ_3 + C_3 λ^2_3 ) Ψ_3, (2.1)

gde matricy A_3, B_3 i C_3 ∈ SL_2 (C ) i ne zavisØt ot peremennoæ λ_3, kotoraØ obyqno nazyvaetsØ spektral~nym parametrom. V fftom sluqae s pomow~¸ kalibrovoqnogo preobrazovaniØ Ψ_3 → GΨ_3 s matriceæ G nezavisØweæ ot λ_3 matricu A_3 moßno privesti k ßordanovoæ forme. Bez ograniqeniØ obwnosti, pereopredelØØ v sluqae neobhodimosti peremennu¸ t_3, moßno sqitat~, qto ßordanova forma matricy A_3 ne zavisit ot t_3, qto my i budem v dal~neæxem predpolagat~.

Asimptotiqeskoe povedenie rexeniæ uravneniØ (2.1), a sledovatel~no i opredelenie dannyh monodromii, suwestvennno otliqaetsØ v zavisimosti ot togo, kakoæ iz sledu¸wih trœh sluqaev rassmatrivaetsØ:

1. det A_3 ≠ 0 i det C_3 ≠ 0, 2. det A_3 = 0 i det C_3 = 0, 3. det A_3 = 0 i det C_3 ≠ 0, ili det A_3 ≠ 0 i det C_3 = 0.

V silu zameny λ_3 → 1/λ_3 v sluqae 3 dostatoqno rassmotret~ tol~ko pervyæ variant. Sami dannye monodromii v fftoæ rabote nam v Øvnom vide ne ponadobØtsØ, pofftomu ih opredelenie my

108 A. V. KITAEV

opuskaem. Uslovie nezavisimosti dannyh monodromii ot peremennoæ t_3 (uslovie izomonodromnosti) legko napisat~ bez detal~nogo izuqeniØ dannyh monodromii, bolee togo ono zapisyvatsØ universal~no (vozmoßno posle dopolnitel~nogo pereopredeleniØ peremennyh i kalibrovoqnogo preobrazovaniØ) vo vseh trœh sluqaØh, upomØnutyh vyxe, kak dopolnitel~noe lineænoe ODU na funkci¸ Ψ: 1 λ_3 dΨ_3 dt_3 = ( A_3 +

(B_3 + θ_{3,∞}σ_3/2) t_3λ_3 − C_3 λ^2_3 ) Ψ_3, (2.2)

gde θ_{3,∞} = const – parametr formal~noæ monodromii v beskoneqnoæ osoboæ toqke, poØvlenie kotorogo – dan~ vyboru kalibrovki, a σ_3 = ( 1 0 0 −1 ) . Uslovie sovmestnosti uravneniæ (2.1) i (2.2) takovo:

θ_{3,∞}[σ_3, A_3] = 0, dB_3 dt_3 = θ_{3,∞} 2t_3

[σ_3, B_3] + 2 [−t_3C_3, A_3] ,

t_3 d ( t_3C_3 ) dt_3 = t_3C_3 + [ −t_3C_3, 2B_3 + θ_{3,∞} 2 σ_3 ] , (2.3)

gde my ispol~zovali uslovie A_3 = const, a skobki [·, ·] oboznaqa- ¸t kommutator matric. Sistema (2.3) imeet pervye integraly:

det C_3 = const, tr B_3C_3 = const, tr B_3 A_3 = const. (2.4)

Krome togo po opredeleni¸: tr A_3 = tr B_3 = tr C_3 = 0 i po uslovi¸ normirovki A_3 - fiksirovannaØ qislovaØ matrica. V kaßdom iz trœh vydelennyh vyxe sluqaev uravneniØ (2.1) sistema (2.3) ffkvivalentna tret~emu uravneni¸ Penleve pri sootvetstvu¸- wem vybore kofffficientov poslednego.

1. Obwiæ sluqaæ, polnoe tret~e uravnenie Penleve, parametrizaciØ Dßimbo i Miva [9]:

A_3 = 1 2 σ_3, t_3C_3 = ( z_3 − t_3/2 −w_3z_3 (z_3 − t_3)/w_3 −z_3 + t_3/2 ) , (2.5)

B_3 =

( −^θ3,1_2 −y_3 w_3z_3

−^1_{w3} ( (z_3 −t_3)y_3 +^{(z3−t3)}_{z3}^{(θ3,}1^{+θ3,0)}_2 +^{θ3,}1^{−θ3,0}_2

)_{θ3,}1 2 ) , (2.6)

gde funkcii y_3 = y_3(t_3), z_3 = z_3(t_3) i w_3 = w_3(t_3) udovletvorØ¸t

KVADRATIQNYE PREOBRAZOVANI˚ 109

sisteme uravneniæ:

t_3 dy_3 dt_3 = 4z_3y^2_3 − 2t_3y^2_3 + (2θ_{3,∞} − 1)y_3 + 2t_3, (2.7)

t_3 dz_3 dt_3 = −4y_3z^2_3 + (4t_3y_3 − 2θ_{3,∞} + 1)z_3 + (θ_{3,∞} + θ_{3,0})t_3,

(2.8) t_3 d dt_3 ln w_3 = −

(θ_{3,∞} + θ_{3,0})t_3

z_3

− 2t_3y_3 + θ_{3,∞}, (2.9) a θ_{3,∞} i θ_{3,0} postoØnnye integrirovaniØ, ime¸wie smysl pokazateleæ formal~noæ monodromii funkcii Ψ_3 v osobyh toqkah ∞ i 0 uravneniØ (2.1) sootvetstvenno. V sluqae obwego poloßeniØ: z_3 ≠ 0, t_3/2, t_3, iskl¸qaØ z_3 iz sistemy (2.7), (2.8) nahodim, qto y_3 ØvlØetsØ rexeniem tret~ego uravneniØ Penleve pri sledu¸wih znaqeniØh kofffficientov:

α_3 = 4θ_{3,0}, β_3 = 4(1 − θ_{3,∞}), γ_3 = 4, δ_3 = −4. (2.10) DlØ fftogo ße sluqaØ suwestvuet drugaØ parametrizaciØ izomonodromnyh deformaciæ uravneniØ (2.1) rexeniØmi pØtogo uravneniØ Penleve, naædennaØ avtorom [10], a imenno:

A_3 = −iσ_3, C_3 = i 2 ( ε^{1+y5}_{1−y5} −^{2√−y5}_{1−y5} e^{iφ} −^{2√−y5}_{1−y5} e^{−iφ} −ε^{1+y5}_{1−y5} ) , (2.11)

B_3 = ( −^{θ3,}1_2 −^{εe}�^{iφ} 2 √ −y_5 ( −^{t5}_{(1−y5)}^{dy5}_{dt5} +^{(θ3,}1^{+εθ3,0)}_2 + y_5^{(θ3,}1^{−εθ3,0)}_2 ) −^{εeiφ}_2√_{−y5} (_{t5} (1−y_5) dy_5 dt_5 +

(θ_{3,}1+εθ_{3,0})

2 + y_5^{(θ3,}1^{−εθ3,0)}_2 ) θ_{3,}1 2 ) , (2.12) gde ε = ±1, t_5 = −t^2_3, a y_5 = y_5(t_5) (2.13) – rexenie pØtogo uravneniØ Penleve (1.2) pri sledu¸wih znaqeniØh kofffficientov:

α_5 =

(θ_{3,∞} − εθ_{3.0})^2 8 , β_5 = −

(θ_{3,∞} + εθ_{3.0})^2 8 , γ_5 = 4ε, δ_5 = 0. (2.14) FunkciØ φ = φ(t_5) opredelØetsØ iz uravneniØ, t_5 d dt_5 ln e^{iφ} = θ_{3,∞} +

1 − y_5 4y_5

(θ_{3,∞} + θ_{3,0} − (θ_{3,∞} − θ_{3,0})y_5) . (2.15)

110 A. V. KITAEV

SopostavlØØ parametrizacii (2.5), (2.6) i (2.11), (2.12), dlØ fftogo, v sluqae posledneæ parametrizacii, v uravnenii (2.1) neohodimo sdelat~ masxtabnoe preobrazovanie argumenta, t_3 → t_3/ √ 2 i spektral~nogo parametra, λ_3 → iλ_3/ √ 2 poluqim obratimoe preobrazovanie pØtogo uravneniØ Penleve s kofffficientami (2.14) v tret~e uravnenie Penleve s kofffficientami (2.10), oznaqa¸wee faktiqesku¸ ffkvivalentnost~ fftih uravneniæ:

z_3 t_3 − 1 2 = ε 2 1 + y_5

1 − y_5 , w_3z_3 t_3 = √ −y_5 1 − y_5 e^{iφ}, 2t_5 = −t^2_3,

y_3w_3z_3 = εe^{iφ} 2 √ −y_5 ( t_5 (1 − y_5) dy_5 dt_5 + (θ_{3,∞} +εθ_{3,0}) 2 +y_5 (θ_{3,∞} −εθ_{3,0}) 2 ) . Iskl¸qaØ z_3 iz pervogo uravneniØ napisannoæ vyxe sistemy s pomow~¸ uravneniØ (2.7) i iz poslednih dvuh uravneniæ peremennye w_3 i z_3, poluqim formuly, svØzyva¸wie funkcii y_3(t_3) i y_5(t_5), kotorye byli naædeny ranee V. I. Gromakom [11, 12] iz drugih soobraßeniæ.

Zameqanie. Esli matricy verhne- (z3 = 0, θ3,∞ = −θ3,0) ili

nißne – (z_3 = t_3, θ_{3,∞} = +θ_{3,0}) treugol~nye, to izomonodromnye deformacii parametrizu¸tsØ funkciØmi BesselØ. Esli matrica C_3 antidiagonal~na (z_3 = t_3/2), to voznikaet parametrizaciØ v terminah fflementarnyh funkciæ. �ti parametrizacii netrudno ustanovit~ s pomow~¸ sistemy (2.7)–(2.9). Postroennoe v razdele 4 RS-preobrazovanie takße poroßdaet kvadratiqnye preobrazovaniØ i v fftih qastnyh sluqaØh 2. V fftom sluqae θ_{3,∞} = 0 i obwie rexeniØ sistemy (2.3) parametrizu¸tsØ libo v terminah nepolnogo tret~ego uravneniØ Penleve γ_3 = δ_3 = 0 i α_3β_3 ≠ 0, libo v fflementarnyh funkciØh. Predpoloßim, qto matrica C_3 ne ØvlØetsØ antidiagonal~noæ. Togda, qtoby poluqit~ Øvnye formuly, vvedœm parametrizaci¸:

A_3 = 1 4 ( 0 0 1 0 ) , B_3 = ( f_1 c_2 f_3 −f_1 ) ,

t_3C_3 = (_{df3} dt_3 −2 df_1 dt_3 1 2 (_{df3} dt_3 )_2 /^{df1}_{dt3} −^{df3}_{dt3} ) , (2.16)

KVADRATIQNYE PREOBRAZOVANI˚ 111

gde c_2 ∈ C - postoØnnaØ integrirovaniØ, a opredelenie funkciæ: f_1 = f_1(t_3) i f_3 = f_3(t_3), zavisit ot togo ravna li nul¸ postoØnnaØ c_2. V situacii obwego poloßeniØ, c_2 ≠ 0, f_1- obwee rexenie ODU ( t_3 d^2f_1 dt^2_3 − df_1 dt_3 )_2 = 2 df_1 dt_3 ( 4t_3 ( df_1 dt_3 )_2

− 8(f_1 + c_1) df_1 dt_3 − c_0c_2t_3 ) , (2.17) gde c_0 i c_1 ∈ C postoØnnye integrirovaniØ, a funkciØ

f_3 = 1 c_2 ( t_3 2 df_1 dt_3 − f^2_1 − f_1 − c_1) ) . Esli c_2 = 0, to funkciØ f_1 - obwee rexenie uravneniØ Rikka- ti, t_3 2 df_1 dt_3 = f^2_1 + f_1 + c_1, (2.18)

posle qego f_3 nahoditsØ integrirovaniem d dt_3 ( f_3 f_1 ) = − c_0t_3 8f^2_1 . VozvrawaØs~ teper~ k obwemu sluqa¸ c_2 ≠ 0, zametim, qto uravnenie (2.17) imeet special~noe odnoparametriqeskoe rexenie, f_1 = βt^2_3 − c_1 ( 1 + c_0 16β ) . Vse ostal~nye rexeniØ mogut byt~ poluqeny integrirovaniem tret~ego uravneniØ Penleve: df_1 dt_3 = y_3(t_3), α_3 = 4, β_3 = c_0c_2, γ_3 = 0, δ_3 = 0. (2.19)

DlØ polnoty ostalos~ rassmotret~ sluqaæ, kogda matrica C_3 antidiagonal~na. V fftom sluqae est~ dve vozmoßnosti:

B_3 = ( c_1 0 c_3 −c_1 ) , C_3 = c_0t^{−4c1} ( 0 0 1 0 ) , B_3 = ( f_1 c_2 0 −f_1 ) , C_3 = ( 0 −2^{df1}_{dt3} 0 0 ) , gde c_0, c_1, c_2, c_3 ∈ C postoØnnye integrirovaniØ, a funkciØ f_1 udovletvorØet uravneni¸ Rikkati (2.18).

112 A. V. KITAEV

3. Izomonodromnye deformacii uravneniØ (2.1) v fftom sluqae parametrizuetsØ rexeniØmi tret~ego vyroßdennogo uravneniØ Penleve (γ_3 = 0 i δ_3 ≠ 0 libo γ_3 ≠ 0 i δ_3 = 0). �tot sluqaæ ne voznikaet v rassmatrivaemyh niße preobrazovaniØh i my opuskaem sootvetstvu¸wie formuly, otsylaØ zainteresovannogo qitatelØ k rabote [13].

3. PØtoe uravnenie Penleve i izomonodromnye deformacii Horoxo izvestno, qto pØtoe uravnenie Penleve svØzano s izomonodromnymi deformaciØmi sledu¸wego 2 × 2 matriqnogo ODU: dΨ_5 dλ_5 = ( t_5A_5 +

C_5 λ_5 + B_5 λ_5 − 1 ) Ψ_5, (3.1)

gde matricy A_5, B_5 i C_5 ∈ SL_2 (C ) ne zavisØt ot peremennoæ λ_5, kotoraØ analogiqno λ_3 nazyvaetsØ spektral~nym parametrom. Kak i v predyduwem razdele my budem sqitat~, qto s pomow~¸ podhodØwego kalibrovoqnogo preobrazovaniØ fundamental~nogo rexeniØ Ψ_5 matrica A privedena k ßordanovoæ forme. Pofftomu s toqki zreniØ izomonodromnyh deformaciæ zdes~ voznikaet dva sluqaØ: matrica A libo diagonal~na, libo ØvlØetsØ 2 × 2 ßordanovoæ kletkoæ.

Izomonodromnye deformacii uravneniØ (3.1) opredelØ¸tsØ usloviem ego sovmestnosti so sledu¸wim ODU, dΨ_5 dt_5 = ( λ_5A_5 + 1 t_5

(B_5 + C_5) ) Ψ_5,

kotoroe imeet vid d dt_5 C_5 = 1 t_5

[B_5, C_5], d dt_5 B_5 = [A_5, B_5] − 1 t_5

[B_5, C_5]. (3.2)

Sistema (3.2) imeet sledu¸wie pervye integraly:

det B_5 = − θ^2_{5,1} 4 , det C_5 = − θ^2_{5,0} 4 , tr ((B + C)A) = − θ_{5,∞} 2 , (3.3)

gde θ_{5,k} ∈ C , k = 0, 1, ∞ ime¸t smysl pokazateleæ formal~noæ monodromii uravneniØ (3.1). V dokazatel~stve poslednego integrala (3.3) ispol~zuetsØ normirovka, t. e. tot fakt, qto A libo diagonal~na, libo ØvlØetsØ ßordanovoæ kletkoæ.

KVADRATIQNYE PREOBRAZOVANI˚ 113

Privedœm teper~ Øvnye formuly parametrizacii izomonodromnyh deformaciæ dlØ kaßdoæ iz ukazannyh vyxe normirovok uravneniØ (3.1).

1. Obwiæ sluqaæ, polnoe pØtoe uravnenie Penleve, parametrizaciØ Dßimbo i Miva [9].

A_5 = 1 2 σ_3, C_5 = ( z_5 +^{θ5,0}_2 −u_5(z_5 + θ_{5,0})

z_5 u_5 −z5 − θ_{5,0} 2 ) , (3.4)

B_5 = ( −z_5 −^{θ5,0+θ5,}1_2 u_5y_5 ( z_5 +^{θ5,0−θ5,1+θ5,}1 2 ) −^1_{u5y5} ( z_5 +^{θ5,0+θ5,1+θ5,}1 2 ) z_5 +^{θ5,0+θ5,}1_2 ) . (3.5)

Funkcii y_5 = y_5(t_5), z_5 = z_5(t_5) i u_5 = u_5(t_5) udovletvorØ¸t sisteme uravneniæ izomonodromnyh deformaciæ:

t_5 dy_5 dt_5 = t_5y_5 − 2z_5(y_5 − 1)^2

− (y_5 − 1)

( θ_{5,0} − θ_{5,1} + θ_{5,∞} 2 y_5 −

3θ_{5,0} + θ_{5,1} + θ_{5,∞} 2 ) , (3.6)

t_5 dz_5 dt_5 = y_5z_5 ( z_5 + θ_{5,0} − θ_{5,1} + θ_{5,∞} 2 )

− 1 y_5

(z_5 + θ_{5,0}) ( z_5 + θ_{5,0} + θ_{5,1} + θ_{5,∞} 2 ) , (3.7)

t_5 d dt_5 ln u_5 = −2z_5 − θ_{5,0} + y_5 ( z_5 + θ_{5,0} − θ_{5,1} + θ_{5,∞} 2 )

+ 1 y_5 ( z_5 + θ_{5,0} + θ_{5,1} + θ_{5,∞} 2 ) . (3.8)

Suwestvuet neskol~ko vyroßdennyh sluqaev sistemy (3.6)– (3.8): 1) C_5 ≡ 0: z_5 ≡ 0 i θ_{5,0} = 0,

2) B_5 ≡ 0: z_5 +^1_2 (θ_{5,0} + θ_{5,∞}) ≡ 0 i θ_{5,1} = 0, 3) nißnetreugol~nye matricy B_5 i C_5: z_5 +θ_{5,0} ≡ 0 i θ_{5,0} +θ_{5,1} = θ_{5,∞}, 4) verhnetreugol~nye matricy B_5 i C_5: z_5 ≡ 0 i θ_{5,0} + θ_{5,1} + θ_{5,∞} = 0. V fftih sluqaØh uravnenie (3.7) vypolneno toßdestvenno, a uravnenie (3.6) dlØ funkcii y_5 svoditsØ k uravneni¸ dlØ vyroßdennoæ gipergeometriqeskoæ funkcii.

114 A. V. KITAEV

V nevyroßdennom sluqae funkciØ y_5 ØvlØetsØ rexeniem pØtogo uravneniØ Penleve (1.2) pri sledu¸wih znaqeniØh parametrov:

α_5 =

(θ_{5,0} − θ_{5,1} + θ_{5,∞})^2 8 , β_5 = −

(θ_{5,0} − θ_{5,1} − θ_{5,∞})^2 8 , γ_5 = 1 − θ_{5,0} − θ_{5,1}, δ_5 = − 1 2 . (3.9) 2. Rassmotrim teper~ vyroßdennyæ sluqaæ, det A_5 = 0. Vvedœm oboznaqeniØ:

A_5 = ( 0 0 1 0 ) , B_5 = ( b_1 b_2 b_3 −b_1 ) , C_5 = ( a_1 a_2 a_3 −a_1 ) . (3.10)

Interes predstavlØet obwiæ sluqaæ rexeniØ sistemy (3.2), a imenno, a_2 ≢ 0. V fftom sluqae izomonodromnye deformacii uravneniØ (3.1) parametrizu¸tsØ rexeniØmi vyroßdennogo pØtogo uravneniØ Penleve (1.2) s δ_5 = 0. Esli a_2 = 0, to sistema (3.2) legko rexaetsØ. V “treugol~nom” sluqae a_2 = b_2 = 0 rexenie pixetsØ v fflementarnyh funkciØh, a v “netreugol~nom” sluqae, a_2 = 0, b_2 ≠ 0:

B_5 = ± θ_{5,1} 2 σ_3 − θ_{5,∞} 2 ( 0 1 0 0 ) , C_5 = ± θ_{5,0} 2 σ_3.

Itak, predpoloßim, qto a_2 ≢ 0. Pust~ y_5(t_5) l¸boe rexenie pØtogo uravneniØ Penleve s kofffficientami:

α_5 = θ^2_{5,0} 8 , β_5 = − θ^2_{5,1} 8 , γ_5 = θ_{5,∞}, δ_5 = 0. (3.11) Poloßim: a_2 = θ_{5,∞} 2(y_5 − 1)

, (3.12) togda a_1 nahoditsØ kak rexenie ODU: d dt_5 ( t_5 d dt_5 ln a_2 ) = θ_{5,∞} d dt_5 ( a_1 a_2 ) + 2a_2 + θ_{5,∞}, (3.13)

a ostal~nye fflementy matric B_5 i C_5 opredelØ¸tsØ fomulami:

a_3 = 1 a_2 ( θ^2_{5,0} 4 − a^2_1 ) , b_1 = t_5 2 d dt_5 ln a_2 − a_1 ( 1 + θ_{5,∞} 2a_2 ) , (3.14)

b_2 = −a_2 − θ_{5,∞} 2 , b_3 = − t_5 a_2 d dt_5 a_1 − a_3 ( 1 + θ_{5,∞} 2a_2 ) . (3.15)

KVADRATIQNYE PREOBRAZOVANI˚ 115

4. Kvadratiqnye preobrazovaniØ

V uravnenii (3.1) poloßim:

θ_{5,0} = θ_{5,1} = 1 2 . (4.1)

Racional~noe preobrazovanie imeet tip R_2(3) = R(2|2|1 + 1) soglasno oboznaqeniØm prinØtym v rabote [2]. �to oznaqaet, qto stepen~ racinal~noæ funkcii ravna 2, toqki 0 i 1 ime¸t po odnomu proobrazu kratosti 2, a proobraz ∞ sostoit iz dvuh toqek. �timi usloviØmi R-preobrazovanie opredelØetsØ odnoznaqno:

λ_5 = 1 4 (√ λ_3 + 1 √ λ_3

)_2 , λ_5 − 1 = 1 4 (√ λ_3 − 1 √ λ_3

)_2

. (4.2)

Preobrazovanie Xlezingera imeet vid:

Ψ_5(t_5, λ_5) = (J_1ξ + J_2/ξ) Ψ_3(t_3, λ_3), ξ = √ λ_3 + 1 λ_3 − 1

, (4.3)

gde 2 × 2 proektory J_1 i J_2 odnoznaqno opredelØ¸tsØ uravneni- Ømi:

J^2_1 = J_1, J^2_2 = J_2, J_1 + J_2 = I, 4B_5J_1 + J_1 = 0, 4C_5J_2 + J_2 = 0. (4.4) Tak kak v razdele 3 my rassmatrivali dve razliqnye parametrizacii matric B_5 i C_5, to, qtoby napisat~ Øvnye formuly dlØ proektorov, udobno vospol~zovat~sØ oboznaqeniØmi (3.10), primenØØ ih v bolee obwem kontekste – ne tol~ko dlØ ßordanovoæ formy matricy A_5, no i v sluqae, kogda ona diagonal~na:

J_1 = ( −4b_2(1 + 4c_1) −16b_2c2 (1 + 4b_2)(1 + 4c_1) 4c_2(1 + 4b_1) )

4c_2(1 + 4b_1) − 4b_2(1 + 4c_1) , J_2 = σ_2J^T_1 σ_2, σ_2 = ( 0 −i i 0 ) , gde T oboznaqaet transpozici¸ matricy. Sledovatel~no, matrica J_2 – formal~no obratnaØ k J_1, qto, v dannom sluqae, oznaqaet ortogonal~nost~ J_1J_2 = J_2J_1 = 0.

Takim obrazom preobrazovanie (4.3) polnost~¸ opredeleno i niße my rassmotrim ego sledstviØ dlØ parametrizaciæ, vvedennyh v razdelah 2 i 3.

116 A. V. KITAEV

1. Rassmatrivaem snaqala parametrizaci¸ (3.4), (3.5). Pre-

obrazovanie (4.3) poroßdaet parametrizaci¸ matric B_3 i C_3 uravneniØ (2.1) rexeniØmi sistemy (3.6)–(3.8):

B_3=

�^{θ5,}1_2^{u5(2z5 (y5}�^{1)2 +(θ5,}1^{y5}�^{1)(y5} �^{1)}�^{t5 y5)}

2(y5 �1)2 2z5 (y5 �1)2 �(θ5,1+1)(y5 �1)�t5 y5 2u5y5 (y5�1)

θ5,1_2 , (4.5)

C_3 =

( �^{4y5}_{(y5} �_{1)2} �^1_2^{2u5y5 (y5+1)}_{(y5} �_{1)2}

�^{2(y5+1)}

u5(y5 �1)2 4y5 (y5�1)2^{+ 1}2 ) , A_3 = 1 2 σ_3, t_5 = 4t_3. (4.6)

SopostavlØØ fftu parametrizaci¸ s parametrizacieæ (2.5), (2.6) poluqaem kvadratiqnoe preobrazovanie pØtogo uravneniØ Penleve v tret~e:

z_3(t_3) = − t_5y_5 (y_5 − 1)^2

, w_3(t_3) = y_5 + 1 2 u_5,

t_3 = t_5/4, θ_{3,0} = θ_{3,∞} = θ_{5,∞}, (4.7)

y_3(t_3) = y_5 − 1 t_5y_5(y_5 + 1)

(2z_5(y_5 − 1)^2 + (θ_{5,∞}y_5 − 1)(y_5 − 1) − t_5y_5).

(4.8)

V fftih formulah y_5(t_5), z_5(t_5), u_5(t_5) – rexenie sistemy (3.6)– (3.8), s kofffficientami θ_{5,0} i θ_{5,1}, opredelennymi uravneniem (4.1) i proizvol~nym θ_{5,∞} ∈ C . V qastnosti, y_5(t_5) – rexenie pØtogo uravneniØ Penleve (1.2) s kofffficientami:

α_5 = θ^2_{5,∞} 8 , β_5 = − θ^2_{5,∞} 8 , γ_5 = 0, δ_5 = − 1 2 . (4.9)

Troæka funkciæ y_3(t_3), z_3(t_3) i w_3(t_3) ØvlØetsØ rexeniem sistemy (2.7)–(2.9) s kofffficientami θ_{3,0} = θ_{3,∞} = θ_{5,∞}, v qastnosti, y_3(t_3) rexaet tret~e uravnenie Penleve (1.1) s kofffficientami:

α_3 = 4θ_{5,∞}, β_3 = 4(1 − θ_{5,∞}), γ_3 = 4, δ_3 = −4.

UravneniØ (4.7) i (4.8) legko obratit~, odnako, v silu pervogo uravneniØ (4.7), ffto obrawenie dvuznaqno. Sootvetstvu¸wie rexeniØ pØtogo uravneniØ Penleve, svØzany preobrazovaniem y_5 → 1/y_5.

KVADRATIQNYE PREOBRAZOVANI˚ 117

V fftom ße sluqae my moßem sravnit~ parametrizaci¸ (4.5), (4.6) s parametrizacieæ (2.11)–(2.14)^2 , qto pozvolØet poluqit~ kvadratiqnoe preobrazovanie, svØzyva¸wee vyroßdennoe pØtoe uravnenie Penleve (δ_5 = 0) s nevyroßdennym (δ_5 ≠ 0):

ε = 1, ŷ_5(t̂_5) =

(y_5 + 1)^2 4y_5

, e^{iφ(t̂5)} = √ −y_5(t_5)u_5(t_5), (4.10)

t̂_5 = − t^{25} 32 , θ_{3,∞} = −θ_{3,0} = θ_{5,∞}, (4.11) t̂_5 1 − ŷ_5 dŷ_5 dt̂_5 = ( z_5 + θ_{5,∞} 4 ) ( y_5 − 1 y_5 ) − t_5 2 (y_5 + 1) (y_5 − 1) − y_5 + 1 2y_5 , (4.12)

gde: φ(^^t_5), θ_{3,0} i θ_{3,∞} udovletvorØ¸t uravneni¸ (2.15) pri t_5 =^^t_5, a funkciØ ŷ_5(^^t_5) rexaet vyroßdennoe pØtoe uravnenie Penleve s kofffficientami:

α̂_5 = θ^2_{5,∞} 2 , β̂_5 = 0, γ̂_5 = 4, δ̂_5 = 0, (4.13)

a peremennye: y_5(t_5), z_5(t_5), u_5(t_5), t_5 i θ_{5,∞} otnosØtsØ k sisteme (3.6)–(3.8) i, v qastnosti, funkciØ y_5(t_5) rexaet nevyroßdennoe pØtoe uravnenie Penleve s kofffficientami:

α_5 = θ^2_{5,∞} 8 , β_5 = − θ^2_{5,∞} 8 , γ_5 = 0, δ_5 = − 1 2 . (4.14)

Sluqaæ ε = −1 v parametrizacii (2.11)–(2.13) ffkvivalenten kompozicii ukazannogo vyxe preobrazovaniØ pri ε = 1 s preobrazovaniem ŷ_5 → 1/ŷ_5. V sluqae θ_{5,∞} = 0, preobrazovanie, opredelennoe vtorym uravneniem v (4.10), bylo naædeno V. I. Gromakom [12], tot fakt, qto ono spravedlivo pri l¸bom θ_{5,∞}, byl ukazan v rabote [14].

2. Teper~ rassmotrim vyroßdennyæ sluqaæ (3.10). V fftom

sluqae preobrazovanie (4.3) poroßdaet parametrizaci¸ matric

2DlØ fftogo v uravnenii (2.1), v sluqae posledneæ parametrizacii, neobhodimo sdelat~ masxtabnoe preobrazovanie peremennyh λ_3 i t_3, kak ffto ob¨ØsnØetsØ v razdele 2.

118 A. V. KITAEV

B_3 i C_3 rexeniØmi sistemy (3.12)–(3.15):

A_3 = 1 4 ( 0 0 1 0 ) , C_3 =

−2a_2b_2^{κ1}_κ2 − (_{4a2b2} κ_2

)_2 (_{κ1} 2κ_2

)_2 2a_2b_2^{κ1}_{κ2} , (4.15)

B_3 = ( a_1 + b_1 −^{2t5a2 b2}_{κ2} −^{θ5,}1_2 a_3 + b_3 +^{t5κ1}_{2κ2} −a_1 − b_1 +^{2t5a2 b2}_{κ2} ) , t_3 = t_5, (4.16) gde κ_1 =a_2 + b_2 + 4a_2b_1 + 4a_1b_2,

κ_2 = − a_2 + b_2 − 4a_2b_1 + 4a_1b_2,

a funkcii: a_k = a_k(t_5), b_k = b_k(t_5), k = 1, 2, 3, v obwem sluqae a_2(t_5) ≢ 0 parametrizu¸tsØ rexeniØmi vyroßdennogo pØtogo uravneniØ Penleve s kofffficientami (3.11) s pomow~¸ sistemy (3.12)–(3.15).

DlØ sopostavleniØ parametrizacii (4.15), (4.16), uravneniØ (2.1) s ego parametrizacieæ nepolnym tret~im uravneniem Penleve (2.16) sleduet uqest~, qto poslednØØ invariantna otnositel~no sledu¸wih masxtabnyh preobrazovaniæ: 1. λ_3 → cλ_3, t_3 → t_3/c, Ψ_3 → Ψ_3, f_1 → f_1, f_3 → f_3, c_2 → c_2, gde parametr c ≠ 0. �to oznaqaet, qto matricy B_3 v obeih parametrizaciØh sovpada¸t, a matricy C_3 sovpada¸t s toqnost~¸ do mnoßitelØ 1/c^2, na kotoryæ nado umnoßit~ matricu C_3, opredelennu¸ v (4.15).

2. λ_3 → rλ_3, Ψ_3 → r^{−σ3/2}Ψ_3, t_3 → t_3, f_1 → f_1, f_3 → f_3/r, c_2 → rc_2. �to preobrazovanie oznaqaet, qto v sluqae, kogda izomonodromnye deformacii opredelØ¸tsØ tret~im uravneniem Penleve (c_2 ≠ 0), my, bez ograniqeniØ obwnosti, moßem poloßit~

c_2 = −θ_{5,∞}/2 = −1/2. (4.17)

Zdes~ pervoe uravnenie voznikaet v rezul~tate priravnivaniØ {1, 2} fflementov matricy B_3 v obsußdaemyh parametrizaciØh.

SopostavlØØ teper~ fflementy {2, 1} matricy C_3 i fflementy {1, 1} matricy B_3 dlØ dvuh ime¸wihsØ parametrizaciæ, s uqe-

KVADRATIQNYE PREOBRAZOVANI˚ 119

tom masxtabnyh preobrazovaniæ, ukazannyh vyxe, poluqaem sootvetstvenno: − 2 t_3 df_1 dt_3 = − 1 c^2 ( 4a_2b_2 κ_2

)_2

, t_3 = ct_5, (4.18)

a_1 + b_1 − 2t_5 a_2b_2 κ_2

= f_1, (4.19)

gde predpologaetsØ, qto parametry c_2 i θ_{5,∞} fiksirovany soglasno uravneni¸ (4.17). Uravnenie (4.18), s uqetom oboznaqeniæ (2.19) i (3.12), perepisyvaetsØ kak kvadratiqnoe preobrazovanie

y_3(t_3) =

2t_5 c ( 2t_5 d dt_5 (ln y_5(t_5)) + 1 y_5(t_5)

− y_5(t_5) )_{−2} , t_3 = ct_5,

(4.20) pØtogo uravneniØ Penleve s kofffficientami:

α_5 = 1 32 , β_5 = − 1 32 , γ_5 = 1, δ_5 = 0 (4.21)

v tret~e uravnenie Penleve s kofffficientami:

α_3 = 4, β_3 = c_0, γ_3 = 0, δ_3 = 0.

PostoØnnaØ c proporcional~na 1/ √ −c_0 – qislovoæ kofffficient moßno opredelit~ neposredstvennoæ podstanovkoæ v tret~e uravnenie Penleve. PodstavlØØ v uravnenie (4.19) a_2b_2/κ_2, naædennoe iz uravneniØ (4.18), dalee differenciruØ po peremennoæ t_3 s uqetom uravneniØ (3.13), poluqaem obrawenie preobrazovaniØ (4.20):

y_5(t_5) = 2c ( y_3 −^d_{dt3} √ t_3y_3/2 ) 2c ( y_3 −^d_{dt3} √ t_3y_3/2 ) − 1 , t_5 = t_3/c. (4.22)

Tak kak pØtoe uravnenie Penleve s kofffficientami (4.21), kak ukazyvalos~ v razdele 2, ffkvivalentno tret~emu uravneni¸ Penleve, to poslednee poluqennoe kvadratiqnoe preobrazovanie moßno perepisat~ kak kvadratiqnoe preobrazovanie tret~ego uravneniØ Penleve v sebØ. V takoæ forme ono, vidimo, budet ffkvivalentno kvadratiqnomu preobrazovani¸ dlØ tret~ego uravneniØ Penleve, poluqennomu nedavno iz drugih soobraßeniæ v rabotah [15, 6].

120 A. V. KITAEV

Literatura

1. A. V. Kitaev, Special Functions of the Isomonodromy Type. — Acta Appl. Math.

64, No. 1 (2000), 1–32.

2. A. V. Kitaev, Special~nye funkcii izomonodromnogo tipa, racional~nye preobrazovaniØ spektral~nogo parametra i algebraiqeskie rexeniØ xestogo uravneniØ Penleve. — Algebra i Analiz 14, No. 3 (2002), 121–139.

3. G. E. Andrews, R. Askey, and R. Roy, Special Functions, Encyclopedia of Mathe-

matics and its Applications 71, Cambridge: Cambridge Univ. Press (1999).

4. A. V. Kitaev, Quadratic transformations for the sixth Painlevé equation. — Lett.

Math. Phys. 21 (1991), 105–111.

5. Yu. I. Manin, Sixth Painlevé equations, universal elliptic curve, and mirror of P^2.

— In: Geometry of Differential Equations, Amer. Math. Soc. Transl. Ser. 2 186 Providence, RI, 131–151 (1998).

6. T. Tsuda, K. Okamoto, and H. Sakai, Folding transformations of the Painlevé equations. — University of Tokyo, Preprint UTMS 2003-42, 1–25 (2003).

7. A. V. Kitaev, Grothendieck’s Dessins d’Enfants, Their Deformations and Algebraic Solutions of the Sixth Painlevé and Gauss Hypergeometric Equations. — Algebra Analiz 17, No.1 (2005), 224–273.

8. A. I. Bobenko and U. Eitner, Painlevé Equations in the Differential Geometry of Surfaces. — Lect. Notes Math. 1753 (2000).

9. M. Jimbo and T. Miwa, Monodromy preserving deformation of linear ordinary differential equations with rational coefficients II. — Physica 2D (1981), 407–448.

10. A. V. Kitaev, Metod izomonodromnyh deformaciæ i asimptotiki rexeniæ “polnogo” tret~ego uravneniØ Penleve. — Matem. sbornik 134, No. 3 (1987), 421–444.

11. V. I. Gromak, O privodimosti uravneniæ Penleve. — Differenc. uravneniØ 11, No. 2 (1975), 373–376.

12. V. I. Gromak, K teorii uravneniæ Penleve. — Differenc. uravneniØ 20,

No. 10 (1984), 1674–1683.

13. A. V. Kitaev and A. H. Vartanian, Connection formulae for asymptotics of solutions of the degenerate third Painlevé equation. I. — Inverse Problems 20, No. 4 (2004), 1165–1206.

14. L. A. Bordag i A. V. Kitaev, Preobrazovanie rexeniæ tret~ego i pØtogo uravneniæ Penleve i ih qastnye rexeniØ. — SoobweniØ OI˚I, Dubna: R5-85-740 (1985), 1–17.

15. N. S. Witte, New transformations for Painlevé’s third transcendent. — Proc. Amer.

Math. Soc. 132, No. 6 (2004), 1649–1658.

Kitaev A. V. Quadratic transformations for the third and fifth Painlevé equations.

Quadratic transformations for the third and fifth Painlevé equations are constructed via the method of RS-transformations. This method can be viewed as a prolongation of the quadratic transformations for the

KVADRATIQNYE PREOBRAZOVANI˚ 121 Painlevé equations to the associated linear ODEs, whose isomonodromy deformations are governed by the corresponding Painlevé equations.

Postupilo 26 i¸nØ 2004 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

School of Mathematics and Statistics, University of Sydney, AUSTRALIA