Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 317, 2004 g.

A. B. Hasanov, G. U. Urazboev

REXENIE OBWEGO URAVNENI˚ KDF V KLASSE STUPENQATYH FUNKCI`

1. Vvedenie

V 1967 godu Gardner, Grin, Kruskal, Miura (GGKM) [1] predloßili metod obratnoæ zadaqi rasseØniØ dlØ uravneniØ Xturma–LiuvillØ kak metod rexeniØ zadaqi Koxi dlØ uravneniØ Kortevega-de Friza (KdF) u_t − 6uu_x + u_{xxx} = 0. Vskore posle fftogo Laks [2] ukazal na obwiæ harakter fftogo metoda. Neskol~ko let spustØ, Zaharov i Xabat [3] putem netrivial~nogo rasprostraneniØ metodov GGMK i Laksa smogli rexit~ zadaqu Koxi dlØ drugogo vaßnogo nelineænogo ffvol¸- cionnogo uravneniØ – tak nazyvaemogo nelineænogo uravneniØ Xredingera. Tem samym byl otkryt put~ dlØ postroeniØ nekotoryh drugih klassov uravneniæ, rexaemyh fftimi metodami. Podrobnomu izloßeni¸ svØzeæ obratnoæ zadaqi s nelineænymi uravneniØmi matematiqeskoæ fiziki posvØweny, naprimer, knigi [4–8].

V rabote [9] byla ustanovlena vaßnaØ rol~, kotoru¸ igra¸t kvadraty sobstvennyh funkciæ v zadaqah na sobstvennye znaqeniØ dlØ sistemy differencial~nyh uravneniæ pervogo porØdka. N~¸ffll [7] pokazal, qto imenno kvadraty sobstvennyh funkciæ, a ne sami sobstvennye funkcii, suwestvenny pri integrirovanii s pomow~¸ metoda obratnoæ zadaqi rasseØniØ dlØ uravneniØ Xturma–LiuvillØ. Strogoe dokazatel~stvo fftogo fakta privedeno v knige [8].

V rabotah [10–12] byli rassmotreny uravneniØ KdF s samosoglasovannym istoqnikom, gde v qastnosti, byli poluqeny zakony ffvol¸cii dannyh rasseØniØ. Okazalos~, qto v obwem sluqae v uravneniØh KdF s pravoæ qast~¸ diskretnye sobstvennye znaqeniØ rassmatrivaemoæ zadaqi ne invariantny po t. �ta situaciØ voznikaet v zadaqah, dlØ kotoryh pol¸s dispersionnogo 174

REXENIE OBWEGO URAVNENI˚ KDF 175 sootnoxeniØ [7] sovpadaet s odnim iz znaqeniæ diskretnogo spektra, pri fftom sootvetstvu¸wiæ soliton po-preßnemu sohranØet svo¸ individual~nost~, no teper~ ffto izmenØ¸waØsØ individual~nost~.

V rabote [13] s pomow~¸ metoda obratnoæ zadaqi rasseØniØ byla rexena zadaqa Koxi dlØ uravneniØ KdF s naqal~nymi dannymi tipa “stupen~ki” i postroeno asimptotiqeskoe rexenie pri t → ∞ v okrestnosti perednego fronta. �ta zadaqa vpervye rassmatrivalas~ v rabote [14], gde priblißennym metodom Uizema bylo postroeno asimptotiqeskoe rexenie, vyraßennoe qerez fflliptiqeskie funkcii ˚kobi s medlenno menØ¸wimisØ parametrami.

V rabotah [15, 16] byli prointegrirovany uravneniØ KdF s samosoglasovannym istoqnikom v klasse naqal~nyh dannyh tipa “stupen~ki”, v qastnosti, byli vyvedeny zakony ffvol¸cii dannyh rasseØniØ.

Pust~

L(t) = −D^2 + u, H = − 1 2 D^3 + 2uD + u^′,

gde u = u(x, t), D =^d_{dx} . Soglasno [17] suwestvu¸t polinomy P_k (ot u i proizvodnyh u po x) takie, qto H_xP_k = P^′_{k+1}.

Tak, naprimer,

P_0 = − 1 2 , P_1 = − 1 2 u, P_2 = 1 4 u_{xx} − 3 4 u^2,

P_3 = − 1 8 u_{xxxx} + 5 4 uu_{xx} + 5 8 (u_x)2 − 5 4 u^3

i t.d. Operator (sm. [17])

B_q = q∑ k=0 ( 1 2 P^′_k − P_k d dx ) (2L)^{q−k} (1.1)

udovletvorØet sootnoxeni¸ Laksa

[B_q , L] ≡ B_q L − LB_q ≡ −P^′_k+1. (1.2)

Oboznaqim qerez c_0, c_1, . . . , c_p proizvol~nye deæstvitel~nye qisla i vvedem oboznaqeniØ

X_q = −P^′_{q+1}, Y_p = p∑ q=0 c_qB_q , Z_p = p∑ q=0 c_q X_q.

176 A. B. HASANOV, G. U. URAZBOEV Soglasno (1.2),

[Y_p, L] = Z_p. (1.3)

Uravnenie

u_t = Z_p(u) (1.4)

nazyvaetsØ obwim uravneniem KdF.

V qastnosti, pri p = 1, c_0 = 0, c_1 = 4 my poluqaem klassiqeskoe uravnenie KdF.

V monografii [17] pokazano, qto “bystroubyva¸wie” po x rexeniØ uravneniØ (1.4) mogut byt~ naædeny s pomow~¸ metoda obratnoæ zadaqi rasseØniØ.

V nastoØweæ rabote my pokaßem, qto stupenqatye rexeniØ, t.e. rexeniØ, oblada¸wie trebuemoæ gladkost~¸ i udovletvorØ¸wie uslovi¸ 0∫ −∞ (1 − x)|u(x, t)|dx + ∞∫ 0 (1 + x)|u(x, t) − c2|dx+

+ 2p+1∑ k=1 ∞∫ −∞ | | | | ∂^ku(x, t) ∂x^k | | | |dx < ∞, (c > 0) (1.5) obwego uravneniØ KdF (1.4) i obwego uravneniØ KdF s pravoæ qast~¸ mogut byt~ naædeny metodom obratnoæ zadaqi rasse- ØniØ. V fftih zadaqah prostoæ nepreryvnyæ spektr operatora Xturma–LiuvillØ, zapolnØ¸wiæ interval (0; c^2), ØvlØetsØ priqinoæ vozniknoveniØ beskoneqnogo qisla nevzaimodeæstvu¸wih solitonov v okrestnosti perednego fronta pri t → ∞.

Privedem snaqala neobhodimye dlØ dal~neæxego svedeniØ, kasa¸wiesØ prØmoæ i obratnoæ zadaqi rasseØniØ dlØ uravneniØ Xturma–LiuvillØ s potencialom stupenqatogo vida.

2. Zadaqa rasseØniØ

Rassmotrim uravnenie Xturma–LiuvillØ na vseæ osi (x ∈ R^1) Ly ≡ −y^{′′} + u(x)y = k^2y, (2.1) s vewestvennym, lokal~no summiruemym potencialom u(x), ime- ¸wim raznye predely na beskoneqnostØh lim x→−∞ u (x) = 0, lim_{x→∞} u(x) = c2 (c > 0). (2.2)

REXENIE OBWEGO URAVNENI˚ KDF 177 Budem polagat~, qto u(x) dostatoqno bystro stremitsØ k svoim predelam, tak qto 0∫ −∞ (1 − x)|u(x)|dx < ∞, ∞∫ 0 (1 + x)|u(x) − c2|dx < ∞. (2.3) Zadaqa rasseØniØ dlØ uravneniØ (2.1) pri uslovii (2.3) rassmatrivalas~ v rabotah [13, 18, 19].

Poloßim ℓ = √ k^2 − c^2 vybiraØ vetv~ kornØ v ploskosti s raz-

rezom [−c, c] taku¸, qto Im ℓ > 0 pri Im k > 0 i sign ℓ = sign k pri deæstvitel~nyh k i |k| > c.

Oboznaqim qerez f^+(x, k) i f^−(x, k) rexeniØ `osta dlØ uravneniØ (2.1) s asimptotikami lim x→∞ f^+(x, k) exp(−iℓx) = 1, (Im ℓ ¿ 0),

lim x→−∞ f^−(x, k) exp(ikx) = 1, (Im k ¿ 0).

(2.4)

Pri uslovii (2.3) takie rexeniØ suwestvu¸t, edinstvenny i ØvlØ¸tsØ regulØrnymi funkciØmi ℓ i k pri Im ℓ > 0 i Im k > 0, sootvetstvenno. DlØ nih spravedlivy predstavleniØ s pomow~¸ operatorov preobrazovaniØ:

f^+(x, k) = exp(iℓx) + ∞∫ x A_1(x, z) exp(iℓz)dz,

f^−(x, k) = exp(−ikx) + x∫ −∞ A_2(x, z) exp(−ikz)dz. (2.5)

V fftih predstavleniØh Ødra A_1(x, z) i A_2(x, z) – vewestvennye funkcii, svØzannye s potencialom u(x) ravenstvami

u(x) = 2 dA_2(x, x) dx , u(x) = c^2 − 2 dA_1(x, x) dx . (2.6)

Pri vewestvennyh k ≠ 0 funkcii f^−(x, −k) = f^−(x, k) i

f^+(x, −k) = f^+(x, k) (Im f^+ (x, k) = 0 pri |k| 6 c) takße ØvlØ-

¸tsØ rexeniØmi (2.1), t.e. pary funkciæ {f^+(x, k), f^+(x, −k)} i

178 A. B. HASANOV, G. U. URAZBOEV {f^−(x, k), f^−(x, −k)} ØvlØ¸tsØ parami lineæno nezavisimyh re-

xeniæ uravneniØ (2.1), pofftomu

f^+(x, k) = C_{11}(k)f^−(x, k) + C_{12}(k)f^−(x, −k), (|k| > 0), (2.7)

f^−(x, k) = C_{22}(k)f^+(x, k) + C_{21}(k)f^+ (x, −k), (|k| > c), (2.8)

Soglasno (2,7) i (2.8),

C_{11}(k) = 1 2ik W { f^+(x, k), f^−(x, −k) } , (k ≠ 0) (2.9)

C_{12}(k) = 1 2ik W { f^−(x, k), f^+(x, k) } ,

C_{22}(k) = − 1 2iℓ W { f^−(x, k), f^+(x, −k) } , (k > c) (2.10)

C_{21}(k) = − 1 2iℓ W { f^+ (x, k), f^−(x, k) } . S pomox~¸ (2.10), kofffficienty C_{22}(k) i C_{21}(k) moßno doopredelit~ i pri |k| 6 c. Pri deæstvitel~nyh k

C_{ij}(−k) = C_{ij}(k), kC_{12}(k) = ℓC_{21}(k), −kC_{11}(−k) = ℓC_{22}(k), (2.11) pri |k| 6 c C_{11}(k) = C_{12}(k), C_{22}(k) = −C_{21}(k). (2.12)

Poloßim

S_{11}(k) = 1 C_{21}(k)

, S_{12}(k) =

C_{22}(k) C_{21}(k) , S_{21}(k) =

C_{11}(k) C_{12}(k)

, S_{22}(k) = 1 C_{12}(k) . (2.13)

Budem predpolagat~, qto f^+ (x, k) i f^−(x, k) pri k = 0 lineæno nezavisimy.

Kofffficienty S_{ij}(k) ØvlØ¸tsØ nepreryvnymi funkciØmi k

(−∞ < k < ∞). S11(k) i S22(k) ØvlØ¸tsØ predel~nymi znaqeniØ-

mi funkciæ, meromorfnyh v verhneæ poluploskosti s prostymi pol¸sami v toqkah k_n = iχ_n, (χ_n > 0), n = 1, 2, . . . , N , priqem

λ_n = −χ^2_n ØvlØetsØ sobstvennym znaqeniem operatora L. Zametim

REXENIE OBWEGO URAVNENI˚ KDF 179 takße, qto S_{22}(0) = 0. Pri vypolnenii usloviØ (2.3), suwestvu- ¸t rexeniØ ψ_1(x, k) i ψ_2(x, k) uravneniØ (2.1) s asimptotikami ψ_1(x, k) ∼ { e^{ikx} + S_{21}(k) e^{−ikx}, x → −∞, S_{22}(k) e^{iℓx}, x → ∞, (2.14) ψ_2(x, k) ∼ { S_{11}(k) e^{−ikx}, x → −∞, e^{−iℓx} + S_{12}(k) e^{iℓx}, x → ∞, (|k| > c). (2.15)

Matrica ‖ ‖S_{ij} ‖ ‖_{i,j=1,2} nazyvaetsØ S-matriceæ uravneniØ (2.1).

S-matricu moßno vosstanovit~ po fflementu S_{21}(k) i pol¸sam

S_{22}(k) s pomow~¸ sledu¸wih formul

|S_{22}(k)| = √ (1 − |S21(k)|2 k ℓ pri |k| > c, (2.16) arg S22(k) = 1 2 arg S21(k) pri |k| 6 c. (2.17)

Rassmotrim funkci¸

W (k) = i √ k^2 − c^2 ln [_N∏ n=1 k − iχ_n k + iχ_n S_{22}(k) ] . Togda pri Im k > 0, po teoreme Koxi,

W (k) = 1 π ∞∫ −∞ Im W (k^′) k^′ − k dk^′, gde Im W (k^′) =

= 1 √ k^{′2} −c^2 ln |S22(k^′)|, |k^′| > c, 1 √ c^2−k^{′2} [ arg S22(k^′)+ N∑ n=1 2 arg(k^′ −iχ_n) ] , |k^′| 6 c. (2.18)

Okonqatel~no, imeem

W (k) = lim_{ε→+0} W (k + iε),

S_{22}(k) = N∏ n=1 k + iχ_n k − iχ_n exp { √ k^2 − c^2 i W (k) } . (2.19)

180 A. B. HASANOV, G. U. URAZBOEV Ostal~nye fflementy S-matricy opredelØ¸tsØ po formulam

S_{ij} (−k) = S_{ij}(k), ℓS_{22}(k) = kS_{11}(k), √ k ℓ S_{11}(k)S_{21}(−k) + √ ℓ k S_{12}(k)S_{22}(−k) = 0.

Soglasno (2.9),

f^−(x, iχ_n) = B_nf^+(x, iχ_n). (2.20)

�lementy S-matricy pozvolØ¸t opredelit~ potencial u(x) uravneniØ (2.1).

Pust~

m^±_n = (^∞∫ −∞ f^±(x, iχ_n)^2dx )_{−1} , n = 1, 2, . . . , N,

Ω1(x) = N∑ n=1 m^+_n e^− √_{χ2} n+^{c2 x} + 1 2π ∞∫ −∞ S_{12}(k) e^{iℓx} dℓ+

+ 1 2π c∫ 0 |S_{22}(k)|^2 e^{−√c2−k2 x} dk,

Ω2(x) = N∑ n=1 m^−_n e^χn^x + 1 2π ∞∫ −∞ S_{21}(k) e^{−ikx} dk. ˚dra A_1(x, y) i A_2(x, y) ØvlØ¸tsØ rexeniØmi integral~nyh uravneniæ Gel~fanda–Levitana–Marqenko

A_1(x, y) + Ω_1(x + y) + ∞∫ x Ω1(z + y)A1(x, z)dz = 0 (y > x),

A_2(x, y) + Ω_2(x + y) + x∫ −∞ Ω2(z + y)A2(x, z)dz = 0 (x > y). Teper~ potencial u(x) opredelØetsØ iz formul (2.6).

S-matricu i nabor {χ_1, χ_2, . . . , χ_N , m^±_1 , m^±_2 , . . . , m^±_N } nazovem dannymi rasseØniØ uravneniØ (2.1).

REXENIE OBWEGO URAVNENI˚ KDF 181

3. Preobrazovanie dannyh rasseØniØ Pust~ potencial u(x, t) uravneniØ (2.1) zavisit ot t i ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ (1.4) v klasse funkciæ (1.5). Opredelim zavisimost~ ot t dannyh rasseØniØ v fftom sluqae. Analogiqno “bystroubyva¸wemu” sluqa¸ (c = 0) moßno pokazat~, qto v fftom sluqae sobstvennye znaqeniØ operatora L(t) ne zavisØt ot vremeni, t.e. dχ_n dt = 0, n = 1, 2, . . . , N. (3.1)

Soglasno opredeleni¸ polinomov P_k(u) i uslovi¸ (1.5) lim x→∞ P^′_s = 0, (3.2) lim x→∞ P_s = − (2s)!

2^s+1(s!)2 c^{2s}, s = 0, 1, 2, . . . , p. (3.3) Takim obrazom, po opredeleni¸ B_q , lim x→∞ B_q f^+(x, k) = iℓ q∑ s=0 (2s)!(2k2)^{q−s}c2^s

2^s+1(s!)2 exp(iℓx), i pofftomu lim x→∞ Y_pf^+(x, k) = iℓ p∑ q=0 c_q η_q(k) exp(iℓx), (3.4) gde η_q(k) = q∑ s=0 (2s)!(2k2)^{q−s}c2^s

2^s+1(s!)2

. (3.5)

Zametim, qto η_q(−k) = η_q(k).

Tak kak sredi polinomov P_k tol~ko P_0 = −^1_2 ne stremitsØ k nul¸ pri x → −∞, to lim x→−∞ Y_pf^−(x, k) = − 1 2 ik p∑ q=0 c_q(2k^2)^q exp(−ikx). (3.6)

Prodifferencirovav po t ravenstvo −f^{+′′}(x, k, t) + u(x, t)f^+(x, k, t) = k^2f^+ (x, k, t), poluqim

−f^+_t^{′′} + u_tf^+ + uf^+_t = k^2f^+_t .

182 A. B. HASANOV, G. U. URAZBOEV Poslednee ravenstvo moßno perepisat~ v vide

u_tf^+ + (L − k^2)f^+_t = 0,

ili, soglasno (1.4),

Z_p(u)f^+ + (L − k^2)f^+_t = 0.

Na osnovanii (1.3) ravenstvo (3.7) primet vid

(Y_pL − LY_p)f + + (L − k2)f +_t = 0,

otkuda (L − k2) [ f^+_t − Y_pf^+ ] = 0.

Pofftomu f^+_t − Y_pf^+ – est~ rexenie uravneniØ Ly = k^2y. Takim obrazom,

f^+_t (k) − Y_pf^+ (k) = Af^−(k) + Bf^−(−k). (3.8)

Soglasno (2.7) i (3.6), perehodØ v poslednem ravenstve k predelu

x → −∞, poluqim ∂C_{11}(k, t) ∂t e^{−ikx} + ∂C_{12}(k, t) ∂t e^{ikx} + 1 2 ik p∑ q=0 c_q(2k^2)^q e^{−ikx}C_{11}(k, t)−

− 1 2 ik p∑ q=0 c_q(2k^2)^q e^{ikx}C_{12}(k, t) = Ae^{−ikx} + Be^{ikx}, otkuda

∂C_{11}(k) ∂t + 1 2 ik p∑ q=0 c_q(2k^2)^q C_{11}(k) = A,

∂C_{12}(k) ∂t − 1 2 ik p∑ q=0 c_q(2k^2)^q C_{12}(k) = B.

(3.9)

Analogiqno, ispol~zuØ (2.8) i (3.4) pri x → ∞ i |k| > c, poluqim − iℓ p∑ q=0 c_qη_q(k) e^{iℓx} = A ( C_{22}(k) e^{iℓx} + C_{21}(k) e^{−iℓx} ) + B ( C_{22}(−k) e^{−iℓx} + C_{21}(−k) e^{iℓx} ) ,

REXENIE OBWEGO URAVNENI˚ KDF 183 sledovatel~no,

AC_{22}(k) + BC_{21}(−k) = −iℓ p∑ q=0 c_q η_q(k), AC_{21}(k) + BC_{22}(−k) = 0.

Tak kak pri |k| > c

|C_{21}(k)|^2 − |C_{22}(k)|^2 = ℓ k , to rexaØ posledn¸¸ sistemu uravneniæ pri |k| > c, poluqim A = −iℓ p∑ q=0 c_qη_q(k)C_{11}(k),

B = −iℓ p∑ q=0 c_q η_q(k)C_{12}(k).

PodstavlØØ ffti vyraßeniØ v (3.9), poluqim zakon preobrazovaniØ C_{11}(k, t) i C_{12}(k, t) pri |k| > c

C_{11}(k, t) = C_{11}(k, 0) exp { − p∑ q=0 c_q ( 1 2 ik(2k^2)^q + iℓη_q(k) ) t } ,

C_{12}(k, t) = C_{12}(k, 0) exp {_p∑ q=0 c_q ( 1 2 ik(2k^2)^q − iℓη_q (k) ) t } , a v silu (2.11),

C_{21}(k, t) = k ℓ C_{12}(k, t) = C_{21}(k, 0) exp {_p∑ q=0 c_q ( 1 2 ik(2k^2)^q − iℓη_q(k) ) t } ,

C_{22}(k, t) = k ℓ C_{11}(−k, t) = C_{22}(k, 0) exp {_p∑ q=0 c_q ( 1 2 ik(2k^2)^q + iℓη_q (k) ) t } . Takim obrazom, iz (2.13) pri |k| > c, imeem

S_{21}(k, t) = S_{21}(k, 0) exp { − ik p∑ q=0 c_q(2k^2)^qt } , (3.10)

S_{12}(k, t) = S_{12}(k, 0) exp { 2iℓ p∑ q=0 c_q η_q(k)t } . (3.11)

184 A. B. HASANOV, G. U. URAZBOEV

Rassmotrim sluqaæ |k| 6 c. Ravenstva (3.9) pri fftom sohranØtsØ. Pri x → ∞ i |k| 6 c rexenie f^+(x, k) ffksponencial~no ubyvaet, a t.k. rexeniØ f^−(x, k) i f^−(x, −k) lineæno nezavisimy, to, po kraæneæ mere, odno iz nih ffksponencial~no rastet. Tak kak soglasno (2.12), C_{12}(k) = C_{11}(k) = 0 pri |k| 6 c (Im k = 0), to na osnovanii (2.7) oba ffti rexeniØ rastut f^−(x, k) ∼ ae^{√c2−k2 x}, f^−(x, −k) ∼ be^{√c2−k2 x}, x → ∞. Pofftomu, v silu (2.7) i (3.8),

Aa + Bb = 0, C_{11}(k)a + C_{12}(k)b = 0,

i, sledovatel~no,

C_{11}(k)B − C_{12}(k)A = 0.

UqityvaØ ffto ravenstvo, iz (3.9) imeem

C_{11} ∂C_{12} ∂t − C_{12} ∂C_{11} ∂t − ik p∑ q=0 c_q (2k^2)^q C_{12}C_{11} = 0,

ili, soglasno oboznaqeni¸ (2.13),

S_{21}(k, t) = S_{21}(k, 0) exp { − ik p∑ q=0 c_q(2k^2)^q t }

Takim obrazom, ravenstvo (3.10) vypolnØetsØ pri vseh deæstvitel~nyh k. Zakon preobrazovaniØ S_{22}(k, t) pri |k| 6 c ustanovim s pomow~¸ formul (2.16)–(2.19).

Soglasno (3.10), pri |k| > c |S_{22}(k, t)| = √( 1 − |S21(k, t)|2 ) k ℓ = |S22(k, 0)|, a pri |k| 6 c

arg S22(k, t) = 1 2 arg S21(k, t) = arg S22(k, 0) − k 2 p∑ q=0 c_q(2k^2)^q t.

REXENIE OBWEGO URAVNENI˚ KDF 185 Sledovatel~no, na osnovanii (2.18), (2.19), W (k, t) = − t π p∑ q=0 2^{q−}1c_q v.p. c∫ −c k^{′2q+1} √ c^2 − k^{′2} (k^′ − k) dk^′−

− it p∑ q=0 2^{q−}1c_q k2^q+1 √ c^2 − k^2 + F (k), gde F (k) qleny, ne zavisØwie ot t.

Integral

I_q = v.p. c∫ −c k^{′2q+1} √ c^2 − k^{′2} (k^′ − k) dk^′ opredelØetsØ s pomow~¸ rekurrentnogo sootnoxeniØ

I_q = c^{2q} √ π q! Γ ( q + 1 2 ) + k2I_{q−}1, I0 = √ π, gde Γ-gamma funkcii �ælera.

Takim obrazom, pri |k| 6 c

S_{22}(k, t) = S_{22}(k, 0) exp { − p∑ q=0 2^{q−}1c_q ( √ c^2 − k^2 π I_q + ik^{2q+1} ) t } . (3.12) Takße kak i v sluqae nepreryvnogo spektra dlØ diskretnogo spektra f^−_t (x, iχ_n, t) − Y_p(x, iχ_n, t) ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ Ly = −χ^2_ny, pofftomu soglasno ravenstvu (3.6) (kotoroe spravedlivo i pri k = iχ_n) poluqim f^−_t (x, iχ_n, t) − Y_p f^−(x, iχ_n, t) = − 1 2 χ_n p∑ q=0 c_q(−2χ^2_n)^q f(x, iχ_n, t). Pereædem v fftom ravenstve k predelu x → ∞. DlØ fftogo vospol~zuemsØ (3.4) i (2.19). V rezul~tate poluqim sledu¸wee ravenstvo dB_n dt + √ χ^2_n + c^2 p∑ q=0 c_qη_q(iχ_n)B_n = − 1 2 χ_n p∑ q=0 c_q (−2χ^2_n)^q B_n,

186 A. B. HASANOV, G. U. URAZBOEV ili B_n(t) = B_n(0) exp {_p∑ q=0 c_q ( (−2)^{q−}1χ2^q+1_n − √ χ^2_n + c^2 η_q(iχ_n) ) t } . Takim obrazom dokazana sledu¸waØ teorema.

Teorema 1. Esli potencial u(x, t) operatora L(t) ØvlØetsØ rexe-

niem uravneniØ (1.4) v klasse funkciæ (1.5), to S_{21}(k, t), S_{22}(k, t), χ_n(t) i B_n(t) menØ¸tsØ vo vremeni sledu¸wim obrazom (Im k = 0)

S_{21}(k, t) = S_{21}(k, 0) exp { − ik p∑ q=0 c_q(2k^2)^qt } ; pri |k| > c S_{22}(k, t) = S_{22}(k, 0) exp {_p∑ q=0 c_q ( iℓη_q (k) − 1 2 ik(2k^2)^q ) t } ; a pri |k| 6 c

S_{22}(k, t) = S_{22}(k, 0) exp { − p∑ q=0 2^{q−}1c_q ( √ c^2 − k^2 π I_q + ik^{2q+1} ) t } ; χ_n(t) = χ_n(0);

B_n(t) = B_n(0) exp {_p∑ q=0 c_q ( (−2)^{q−}1χ2^q+1_n − √ χ^2_n + c^2 η_q(iχ_n) ) t } , gde η_q(k) = q∑ s=0 (2s)!(2k2)^{q−s} c2^s 2^s+1(s!)2 , I_q = c^{2q} √ π q! Γ ( q + 1 2 ) + k2I_{q−}1, I0 = √ π. Sledstvie. Normirovoqnye konstanty m^+_n (t) i m^−_n (t) menØ¸tsØ

po t sledu¸wim obrazom

m^−_n (t) = m^−_n (0) exp { p∑ q=0 c_q ( − 2)^qχ^{2q+1}_n t } ,

m^+_n (t) = m^+_n (0) exp { − 2 √ χ^2_n + c^2 p∑ q=0 c_qη_q(iχ_n)t } , n = 1, 2, . . . , N.

REXENIE OBWEGO URAVNENI˚ KDF 187 Poluqennye ravenstva polnost~¸ opredelØ¸t ffvol¸ci¸ dannyh rasseØniØ, qto pozvolØet primenit~ metod obratnoæ zadaqi rasseØniØ dlØ rexeniØ zadaqi Koxi dlØ uravneniØ (1.4) v klasse funkciæ (1.5).

4. Obwee uravnenie KdF s pravoæ qast~¸ V fftom paragrafe my budem rassmatrivat~ obwee uravnenie KdF s pravoæ qast~¸

u_t − Z_p(u) = G(x, t), (4.1)

v klasse funkciæ (1.5), gde G(x, t) – zadannaØ, gladkaØ funkciØ s dostatoqno bystrym stremleniem k nul¸ pri x → ±∞. Naædem ffvol¸ci¸ dannyh rasseØniØ uravneniØ (2.1) s potencialom

u(x, t), ØvlØ¸wimsØ rexeniem uravneniØ (4.1).

Budem iskat~ paru Laksa (sm. [11]) dlØ uravneniØ (4.1) v vide −f^−_{xx}(x, k, t) + u(x, t)f^−(x, k, t) = k^2f^−(x, k, t), (4.2) f^−(x, k, t) = Y_pf^−(x, k, t) + F. (4.3) Togda dlØ opredeleniØ F poluqim uravnenie −F^{′′} + uF = −Gf^−(k). (4.4) Budem iskat~ rexenie (4.4) v vide F = A(x)f^−(k) + B(x)f^−(−k), togda dlØ opredeleniØ A(x) i B(x) poluqim sistemu uravneniæ

(f + = f +(k)) { A^′f^− + B^′f^− = 0, A^′f^{−′} + B^′f^{−′} = Gf^−

rexenie kotoroæ, soglasno (3.6) i (4.3), imeet vid A = − 1 2ik x∫ −∞ Gf^−f^−dx + 1 2 ik p∑ q=0 c_q(2k^2)^q,

B = 1 2ik x∫ −∞ G(f^−)^2 dx.

188 A. B. HASANOV, G. U. URAZBOEV Takim obrazom, vtoroe uravnenie pary Laksa imeet vid:

f^−_t = Y_pf^− − ( 1 2ik x∫ −∞ G|f^−|^2 dx − 1 2 ik p∑ q=0 c_q(2k^2)^q ) f^−+

+ 1 2ik x∫ −∞ G(f^−)^2 dxf^−.

PerehodØ v fftom ravenstve k predelu x → ∞ i ispol~zuØ (2.8) i (3.4), pri |k| > c poluqim dC_{22}(k, t) dt = iℓ p∑ q=0 c_qη_q(k)C_{22}(k, t)−

− ( 1 2ik ∞∫ −∞ G|f^−|^2 dx − 1 2 ik p∑ q=0 c_q(2k^2)^q ) C_{22}(k, t)+

+ 1 2ik ∞∫ −∞ G(f^−)^2 dx C_{21}(k, t),

(4.5)

dC_{21}(k, t) dt = −iℓ p∑ q=0 c_qη_q(k)C_{21}(k, t)

− ( 1 2ik ∞∫ −∞ G|f^−|^2 dx − 1 2 ik p∑ q=0 c_q(2k^2)^q ) C_{21}(k, t)+

+ 1 2ik ∞∫ −∞ G(f^−)^2 dx C_{22}(k, t).

(4.6)

UmnoßaØ (4.5) na C_{21} i vyqitaØ iz nego (4.6), umnoßennoe na

C_{22}, uqityvaØ ravenstvo |C_{21}|^2 − |C_{22}|^2 =^ℓ_k , poluqim

C_{21} dC_{22} dt − C_{22} dC_{21} dt = 2iℓ p∑ q=0 c_qη_q(k)C_{22}C_{21} + 1 2ik ∞∫ −∞ G(f^−)^2 dx.

Podeliv ffto ravenstvo na C^2_{21}, soglasno oboznaqeni¸ (2.13), bu-

REXENIE OBWEGO URAVNENI˚ KDF 189 dem imet~ pri |k| > c (Im k = 0) dS_{12} dt = 2iℓ p∑ q=0 c_q η_q(k)S_{12} + 1 2iℓC221 ∞∫ −∞ G(f^−)^2 dx. (4.7)

Soglasno (2.8), poslednee ravenstvo moßno perepisat~ v vide dS_{12} dt = 1 2iℓ ∞∫ −∞ G ( f^+

)_2 dx + ( 2iℓ p∑ q=0 c_q η_q(k) + 1 2iℓ ∞∫ −∞ G | |f^+ | |^2 dx ) S_{12}+

+ 1 2iℓ ∞∫ −∞ G ( f^+

)_2

dx S^2_{12}.

Esli my budem iskat~ paru Laksa v vide

−f^+_{xx} + uf^+ = k^2f^+, f^+_t = Y_pf^+ + H, (4.8)

to dlØ opredeleniØ H poluqim uravneniØ

−H^{′′} + uH = −Gf^+. (4.9)

Pri |k| > c budem iskat~ rexenie (4.9) v vide

H = A_1f^+ + B_1f^+.

OpredelØØ A_1 i B_1, poluqim vtoroe uravnenie pary Laksa

f^+_t = Y_pf^+ − ( 1 2iℓ ∞∫ x G|f^+|^2 dx + iℓ p∑ q=0 c_q η_q(k) ) f^+ +

+ 1 2iℓ ∞∫ x G ( f^+

)_2 dx f^+.

PerehodØ v fftom ravenstve k predelu x → −∞ s uqetom (2.7) i

190 A. B. HASANOV, G. U. URAZBOEV (3.6), poluqim dC_{11}(k, t) dt = ( − p∑ q=0 c_q ( 1 2 ik(2k^2)^q + iℓη_q (k) ) − 1 2iℓ ∞∫ −∞ G|f^+|^2 dx ) ×

× C_{11}(k, t) + 1 2iℓ ∞∫ −∞ G ( f^+

)_2 dx C_{12}(k, t),

dC_{12}(k, t) dt = (_p∑ q=0 c_q ( 1 2 ik(2k^2)^q − iℓη_q(k) ) − 1 2iℓ ∞∫ −∞ G|f^+|^2 dx ) ×

× C_{12}(k, t) + 1 2iℓ ∞∫ −∞ G ( f^+

)_2 dx C_{11}(k, t), otkuda, ispol~zuØ ravenstvo |C_{12}|^2 − |C_{11}|^2 =^ℓ_k , poluqim dS_{21} dt = −ik p∑ q=0 c_q(2k^2)S_{21} + 1 2ikC212 ∞∫ −∞ G(f^+)^2 dx.

Soglasno (2.7), ego moßno perepisat~ v vide dS_{21} dt = ( − ik p∑ q=0 (2k2)^q + 1 2ik ∞∫ −∞ G|f^−|^2 dx ) S_{21}+

+ 1 2ik ∞∫ −∞ G(f^−)^2 dx S^2_1 + 1 2ik ∞∫ −∞ G(f^−)^2 dx.

Pri |k| 6 c rexenie (4.9) budem iskat~ v vide

H = A_1f^+ + B_1f^−.

V fftom sluqae

A_1 = − 1 2iℓC21(k) ∞∫ x Gf^+f^− dx − iℓ p∑ q=0 c_qη_q(k),

B_1 = 1 2iℓC21(k) ∞∫ x G(f^+)^2 dx.

REXENIE OBWEGO URAVNENI˚ KDF 191 V rezul~tate vtoroe uravnenie pary Laksa primet vid

f^+_t = Y_pf^+ − ( 1 2iℓC21 ∞∫ x Gf^+f^− dx + iℓ p∑ q=0 c_q η_q(k) ) f^+ +

+ 1 2iℓC21 ∞∫ x G(f^+)^2 dx f^−.

S uqetom (2.7) pri x → −∞, poluqim dC_{11} dt = − p∑ q=0 c_q ( 1 2 ik(2k^2)^q − iℓη_q(k) ) C_{12}−

− 1 2iℓC21 ∞∫ −∞ Gf^+(C_{11}f^− − f^+ ) dx, (4.11)

dC_{12} dt = p∑ q=0 c_q ( 1 2 ik(2k^2)^q − iℓη_q (k) ) C_{12}−

− C_{12} 2iℓC21 ∞∫ −∞ Gf^+f^− dx, (4.12)

Tak kak C_{11}f^− − f^+ = −C_{12}f^−, to iz (4.11) i (4.12), s uqetom (2.13) poluqim dS_{21} dt = −ik p∑ q=0 c_q(2k^2)S_{21} + 1 2ikC212 ∞∫ −∞ G(f^+)^2 dx, (4.13)

t.e. ffvol¸ciØ S_{21} pri |k| 6 c toqno takaØ ße kak i v sluqae |k| > c

(Im k = 0).

Zakon preobrazovaniØ S_{22}(k, t) pri |k| 6 c ustanovim s pomow~¸ formul (2.16)–(2.19).

Ispol~zuØ (2.11) i (2.13), ravenstvo (4.13) pri |k| 6 c moßno perepisat~ v vide dS_{21} dt = −i ( k p∑ q=0 c_q(2k^2)^q + k 2ℓ2|C21|2 ∞∫ −∞ G(f^+)^2 dx ) S_{21},

192 A. B. HASANOV, G. U. URAZBOEV pofftomu (tak kak pri |k| 6 c my imeem ravenstvo Im f^+(k) = 0) poslednee ravenstvo moßno perepisat~ v vide

S_{21}(k, t) =

S_{21}(k, 0) exp { −i ( k p∑ q=0 c_q (2k^2)^q + k 2ℓ2 t∫ 0 { 1 |C_{21}|^2 ∞∫ −∞ G|f^+|^2 dx } dt )} . Iz poslednego ravenstva, ispol~zuØ (2.11), (2.14) i (2.16), pri

|k| 6 c poluqim

arg S22(k, t) =

arg S22(k, 0) − k 2 p∑ q=0 c_q(2k^2)^qt − 1 4k t∫ 0 {^∞∫ −∞ G|ψ_1|^2 dx } dt. (4.12)

Soglasno (4.10) pri |k| > c

d|C_{12}|^2 dt = 1 2iℓ ∞∫ −∞ G ( (f +)2

C_{11} C_{12}

− (f^+)^2

C_{11} C_{12} ) dx|C_{11}|^2 ili na osnovanii (2.11) i (2.13) d dt |C_{12}|^2 = 1 2iℓ ∞∫ −∞ G ( − (f^+)^2S_{12} + (f^+ )^2S_{12} ) dx|C_{12}|^2. Tak kak iz (2.15) ψ_2(x, k) = f^+ + S_{12}f^+, to poslednee uravnenie primet vid d dt |C_{12}|^2 = − Im { 1 ℓ Gf^+ψ_2dx } |C_{12}|^2.

Sledovatel~no, pri |k| > c

|S_{22}(k, t)| = |S_{22}(k, 0)| exp { 1 2ℓ Im {^t∫ 0 ∞∫ −∞ Gf^+ψ_2 dxdt }} . Takim obrazom (t.k. S_{22}(0) = 0), pri |k| 6 c W (k, t) = − t π p∑ q=0 2^{q−}1c_qv.p. c∫ −c k^{′2q+1} √ c^2 − k^{′2} (k^′ − k) dk^′−it p∑ q=0 2^{q−}1c_qk2^q+1 √ c^2 − k^2

REXENIE OBWEGO URAVNENI˚ KDF 193

− 1 4π t∫ 0 v.p. c∫ −c

∞∫ −∞ G|ψ_1|^2 dx k^′ √ c^2 −k^{′2}(k^′ −k) dk^′dt − i 4k √ c^2 −k^2 t∫ 0 ∞∫ −∞ G|ψ_1|^2dxdt

+ lim ε→+0 1 π c∫ −c arg S22(k^′, 0) + 2 N∑ n=1 arg(k^′ − iχ_n) √ c^2 − k^{′2} (k^′ − k − iε) dk^′+

+ 1 π (^{−c}∫ −∞ + ∞∫ c ) ln |S22(k^′, 0)| √ k^′ − c^2 (k^′ − k) dk^′+

+ 1 2π t∫ 0 Im (^{−c}∫ −∞ + ∞∫ c ) ∞∫ −∞ Gf^+ψ_2 dx

(k^′2 − c2)(k^′ − k) dk^′ dt. Vvedem sledu¸wie oboznaqeniØ

J_1(t) = v.p. ∞∫ −∞ G|ψ_1|^2 dx k^′ √ c^2 − k^{′2}(k^′ − k) dk^′, (4.15)

J_2(t) = (^{−c}∫ −∞ + ∞∫ c ) ∞∫ −∞ Gf^+ψ_2 dx

(k^′2 − c2)(k^′ − k) dk^′. (4.16)

Soglasno ffti oboznaqeniØm dW dt = − 1 π p∑ q=0 2^{q−}1c_qI_q − i p∑ q=0 2^{q−}1c_q k2^q+1 √ c^2 − k^2 −

− 1 4π J_1 − i 4k √ c^2 − k^2 ∞∫ −∞ G|ψ_1|^2 dx − N∑ n=1 2ik √ c^2 − k^2 (k^2 + χ^2_n) dχ_n dt − (4.17) − 2 π N∑ n=1 { v.p. c∫ −c k^′dk^′ (k^′2 + χ2_n) √ c^2 − k^{′2} (k^′ − k) dχ_n dt } + 1 2π Im J2.

194 A. B. HASANOV, G. U. URAZBOEV Soglasno (2.19) pri |k| 6 c 1 S_{22} dS_{22} dt = N∑ n=1 2ik k^2 + χ^2_n dχ_n dt + √ c^2 − k^2 dW dt , pofftomu na osnovanii (4.17) pri |k| 6 c dS_{22} dt = − p∑ q=0 2^{q−}1c_q (√ c^2 − k^2 I_q π + ik2^q+1 ) − √ c^2 − k^2 4π J_1−

(4.18) − i 4π ∞∫ −∞ G|ψ_1|^2 dx − 2 N∑ n=1 χ_n √ c^2 − k^2 √ χ^2_n + c^2 (k^2 + χ^2_n) dχ_n dt + √ c^2 − k^2 2π Im J2. V poslednem ravenstve bylo ispol~zovano toßdestvo v.p. c∫ −c k^′ (k^′2 + χ2_n) √ c^2 − k^{′2} (k^′ − k) dk^′ = πχ_n √ χ^2_n + c^2 (k^2 + χ^2_n) . Zametim takße, qto soglasno (2.11), (2.13) i (2.15), iz vtorogo ravenstva (4.10) pri |k| > c dS_{22} dt = (_p∑ q=0 c_q ( iℓη_q (k) − 1 2 ik(2k^2)^q ) + 1 2iℓ ∞∫ −∞ Gf^+ψ_2 dx ) S_{22}.

ZaæmemsØ ffvol¸cieæ B_n(t) i sobstvennyh znaqeniæ. Legko zametit~, qto funkciØ

h_n(x) = d dk (f^−(x, k) − B_nf +(x, k) | | k=iχn Ċ12(iχ_n) (4.19)

ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ Ly = −χ^2_ny. (Zdes~ i dal~xe toqka oznaqaet proizvodnu¸ po k.)

Soglasno (2.9), pri Im k > 0 f^+ (x, k) ∼ C_{12}(k) e^{ikx}, pri x → −∞, f^−(x, k) ∼ k ℓ C_{12}(k) e^{−iℓx}, pri x → ∞,

REXENIE OBWEGO URAVNENI˚ KDF 195 pofftomu iz (4.19) sleduet, qto h_n(x) ∼ −B_n e^{−χ}n^x, pri x → −∞, h_n(x) ∼ χ_n √ χ^2_n + c^2 e √_{χ2} n+^{c2 x}, pri x → ∞.

V obwem sluqae sobstvennye znaqeniØ operatora L(t) zavisØt ot t, pofftomu, prodifferencirovav ravenstvo f^−(x, k_n, t) =

B_n(t)f^+ (x, k_n, t) po t, poluqim ∂f^−(x, k_n, t) ∂t + ∂f^− ∂k | | |_{k=k} n · dk_n dt =

= dB_n dt f^+(x, k_n, t) + B_n ∂f^+ (x, k_n, t) ∂t + B_n ∂f^+ ∂k | | |_{k=k} n dk_n dt , ili, soglasno oboznaqeni¸ (4.19), ∂f^−(x, iχ_n, t) ∂t = dB_n dt f^+(x, iχ_n, t) + B_n ∂f^+ (x, iχ_n, t) ∂t − −i dχ_n dt Ċ12(iχ_n)h_n(x, t). (4.22)

Analogiqno nepreryvnomu spektru v sluqae diskretnogo spektra budem iskat~ paru Laksa v vide − f^−_{xx}(x, iχ_n, t) + u(x, t)f^−(x, iχ_n, t) = −χ^2_nf^−(x, iχ_n, t), ∂f^−(x, iχ_n, t) ∂t = Y_pf^−(x, iχ_n, t) + F_n. (4.23)

Togda dlØ opredeleniØ F_n poluqim uravnenie −F^{′′}_n + (u + χ^2_n)F_n = −Gf^−(x, iχ_n, t), rexenie kotorogo budem iskat~ v vide F_n = a_nf^−(x, iχ_n, t) + b_nh_n(x, t). Ispol~zuØ (4.20) i (3.6) toqno takße, kak i v sluqae nepreryvnogo spektra, imeem

a_n = − 1 2χ_nB_n x∫ −∞ Gf^−_n h_n dx − 1 2 χ_n p∑ q=0 c_q(−2χ^2_n)^q,

d_n = 1 2χ_nB_n x∫ −∞ G(f^−_n )^2 dx.

196 A. B. HASANOV, G. U. URAZBOEV (Zdes~ i dalee f^±_n = f^±_n (x, iχ_n, t).) Takim obrazom, soglasno (4.22) i (4.23), vtoroe uravnenie pary Laplasa imeet vid dB_n dt f^+_n + B_n ∂f^+ (x, iχ_n, t) ∂t − i dχ_n dt Ċ12(iχ_n)h_n =

= B_nY_pf +_n − 1 2 χ_n p∑ q=0 c_q(−2χ^2_n)^qB_nf^+_n −

− 1 2χ_n f^+_n x∫ −∞ Gf^−_n h_n dx + 1 2χ_nB_n h_n x∫ −∞ G(f^−_n )^2 dx.

PerehodØ v fftom ravenstve k predelu pri x → ∞ i uqityvaØ asimptotiki dlØ f^+(x, k, t), f^+, h_n i ravenstvo (3.4), poluqim e^− √_{χ2} n+^{c2 x} dB^n dt − i dχ_n dt Ċ12(iχ_n) χ^n √ χ^2_n + c^2 e √_{χ2} n+^{c2 x} =

= − √ χ^2_n + c^2 p∑ q=0 c_qη_q(iχ_n) e^− √_{χ2} n+^{c2 x}B_n−

− 1 2 χ_n p∑ q=0 c_q(−2χ^2_n)^qe^− √_{χ2} n+^{c2 x}B_n − 1 2χ_n ∞∫ −∞ Gf^−_n h_n dx e^− √_{χ2} n+^{c2 x}+

+ 1 2χ_nB_n χ_n √ χ^2_n + c^2 ∞∫ −∞ G(f^−_n )^2 dx e √_{χ2} n+^{c2 x},

otkuda nahodim sledu¸wie ravenstva dB_n dt = { − p∑ q=0 c_q (√ χ^2_n + c^2 η_q(iχ_n) − (−2)^{q−1}χ^{2q+1}_n ) −

− 1 2χ_n ∞∫ −∞ Gf^+_n h_n dx } B_n, n = 1, 2, . . . , N, (4.24)

−i dχ_n dt Ċ12(iχ_n) = 1 2χ_nB_n ∞∫ −∞ G ( f^−_n )_2

dx. (4.25)

REXENIE OBWEGO URAVNENI˚ KDF 197 Pust~ Φ_n(x, t) – normirovannaØ sobstvennaØ funkciØ operatora L(t), sootvetstvu¸waØ sobstvennomu znaqeni¸ λ_n = −χ^2_n takaØ, qto f^−_n = C^−_n Φ_n. Ravenstvo (4.25) primet vid

−iĊ_{12}(iχ_n) dλ_n dt = (C^−_n )2 B_n ∞∫ −∞ GΦ^2_n dx,

kotoroe, soglasno ravenstvu^˙C_{12}(iχ_n) = −i^{(C}

�_{n )}2 Bn (sm. [18, 19]), moßno perepisat~ v vide dλ_n dt = ∞∫ −∞ GΦ^2_n dx. Takim obrazom dokazana sledu¸waØ teorema.

Teorema 2. Esli potencial u(x, t) operatora L(t) ØvlØetsØ rexe-

niem uravneniØ (4.1) v klasse funkciæ (1.5), to S_{21}(k, t), S_{22}(k, t), B_n(t) i χ_n(t) menØ¸tsØ vo vremeni sledu¸wim obrazom (Im k = 0) dS_{21} dt = −ik p∑ q=0 c_q (2k^2)^q S_{21} + 1 2ik ∞∫ −∞ Gψ^2_1 dx;

pri |k| > c dS_{22} dt = ( p∑ q=0 c_q ( iℓη_q (k) − 1 2 ik(2k^2)^q ) + 1 2iℓ ∞∫ −∞ Gf^+ψ_2 dx ) S_{22},

a pri |k| 6 c dS_{22} dt = ( − p∑ q=0 2^{q−}1c_q (√ c^2 − k^2 π I_q + ik^{2q+1} ) − √ c^2 − k^2 4π J_1−

− i 4π ∞∫ −∞ G|ψ_1|^2 dx + N∑ n=1 { √ c^2 − k^2 √ χ^2_n + c^2 (k^2 + χ^2_n) ∞∫ −∞ GΦ^2_n dx } +

+ √ c^2 − k^2 2π Im J2 ) S_{22};

198 A. B. HASANOV, G. U. URAZBOEV dχ_n dt = − 1 2χ_n ∞∫ −∞ GΦ^2_n dx;

dB_n dt = { − p∑ q=0 c_q (√ χ^2_n + c^2 η_q(iχ_n) − (−2)^{q−1}χ^{2q+1}_n ) −

− 1 2χ_n ∞∫ −∞ Gf^+_n h_n dx } B_n. Zdes~ η_q(k) i I_q te ße, qto i v teoreme 1, a J_1(t), J_2(t) opredelØ- ¸tsØ iz ravenstv (4.15) i (4.16), sootvetstvenno.

V sluqae klassiqeskogo uravneniØ KdF, poloßim

G = 2^N ∑ m=1 ∂ ∂x |φ_m|^2, gde φ_n(x, t) – sobstvennaØ funkciØ operatora

L(t), sootvetstvu¸waØ sobstvennomu znaqeni¸ λ_n = −χ^2_n, normi-

rovannaØ usloviem ∞∫ −∞ |φ_n(x, t)|^2dx = |A_n(t)|^2, n = 1, 2, . . . , N s nepreryvnoæ zadannoæ funkcieæ A_n(t). V fftom sluqae my poluqim rezul~taty raboty [15].

Poloßiv G = 2^N ∑ m=1 ∂ ∂x (φ_m · ψ_m), gde ψ_n(x, t) – lineænoe ne-

zavisimoe s φ_n(x, t) rexenie uravneniØ Ly = −χ^2_ny takoe, qto

W {φ_n, ψ_n} = ω_n(t), a ω_n(t) – nepreryvnaØ funkciØ, udovletvo-

rØ¸waØ uslovi¸^t ∫ 0 ω_n(t)dt < −λ_n(0), poluqim rezul~tat rabo-

ty [16].

Literatura

1. G. S. Gardner, I. M. Green, M. D. Kruskal, R. M. Miura, Method for solving the Korteweg-de Vries equation. — Phys. Rev. Lett. 19 (1967), 1095–1097.

2. P. D. Lax, Integrals of nonlinear equations of evolution and solitary waves. — Comm. Pure Appl. Math 21 (1968), 467–490.

3. V. E. Zaharov, A. B. Xabat, ToqnaØ teoriØ dvumernoæ samofokusirovki i odnomernoæ avtomodulØcii voln v nelineænyh sredah. — ȷ�TF 61 (1971), 118–134.

REXENIE OBWEGO URAVNENI˚ KDF 199

4. L. A. TahtadßØn, L. D. Faddeev, Gamil~tonov podhod v teorii solitonov. Nauka, M. (1986).

5. R. Dodd, Dß. �ælbek, Dß. Gibbon, Q. Morris, Solitony i nelineænye volnovye uravneniØ. Mir, M. (1988).

6. Dß. Lffm, Vvedenie v teori¸ solitonov. Mir, M. (1983). 7. A. N~¸ffll, Obratnye preobrazovaniØ rasseØniØ. Mir, M. (1983). 8. F. Kalodßero, A. Degasperis, Spektral~nye preobrazovaniØ i solitony. Metody rexeniØ i issledovaniØ nelineænyh ffvol¸cionnyh uravneniæ. Mir, M. (1985).

9. M. J. Ablowitz, D. J. Kaup, A. C. Newell, H. Segur, The inverse scattering transform – Fourier analysis for nonlinear problems. — Stud. Appl. Math. 53 (1974), 249–315.

10. V. K. Melnikov, Integrable and nonintegrable cases of the Lax equations with a source. — TMF 99 (1994), 471–477.

11. A. S. Fokas, M. J. Ablowitz, Forced nonlinear evolution equations and the inverse scattering transforms. — SIAM Stud. Appl. Math. 80 (1989), 253–272.

12. J. Leon, A. Latifi, Solution of an initial-boundary value problem for coupled nonlinear waves. — J. Phys. A: Math. Gen. 23 (1990), 1385–1403.

13. E. ˚. Hruslov, Asimptotika rexeniØ zadaqi Koxi dlØ uravneniØ Kortevega-de Friza s naqal~nymi dannymi tipa stupen~ki. — Mat. sb. 99(141) (1976), 268–281.

14. A. V. Gureviq, L. P. Pitaevskiæ, Raspad naqal~nogo razryva v uravnenii Kortevega-de Friza. — Pis~ma v ȷ�TF 17 (1973), 268–271.

15. G. U. Urazboev, A. B. Hasanov, Ob integrirovanii uravneniØ KdF s samosoglasovannym istoqnikom pri naqal~nyh dannyh tipa stupen~ki. — Trudy meßdunarodnoæ konferencii “SimmetriØ i differencial~nye uravneniØ”, KrasnoØrsk (2000), ss. 248–251.

16. G. U. Urazboev, A. B. Hasanov, Integrirovanie uravneniØ Kortevega-de Friza s samosoglasovannym istoqnikom pri naqal~nyh dannyh tipa stupen~ki. — TMF 129 (2001), 38–64.

17. B. M. Levitan, Obratnye zadaqi Xturma–LiuvillØ. “Nauka”, Moskva (1984).

18. V. S. Buslaev, V. L. Fomin, K obratnoæ zadaqe rasseØniØ dlØ odnomernogo uravneniØ Xredingera na vseæ osi. — Vestn. LGU, Ser. matem., meh., astron. 17 (1962), 56–64.

19. L. D. Faddeev, ObratnaØ zadaqa kvantovoæ teorii rasseØniØ. II. — VI- NITI, ser. “Sovremennye problemy matematiki” 3, Moskva (1974), 93–180.

Khasanov A. B., Urazboev G. U. The solution of general KdV equation

in a class of steplike functions.

In this work laws of evolution of the scattering data of the Sturm–

Liouville operator with potential being solution of general Korteweg–de

Vries equation and general Korteweg–de Vries equation with a source in a class of steplike functions are deduced.

Postupilo 26 oktØbrØ 2004 g.

Urgenqskiæ gosudarstvennyæ universitet, Uzbekistan