Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 317, 2004 g.

A. V. Cyganov

OB IZOMORFIZME INTEGRIRUEMYH SLUQAEV URAVNENI` �`LERA NA BI-GAMIL^TONOVYH MNOGOOBRAZI˚H e(3) I so(4)

1. Vvedenie

Izvestno, qto integriruemye sluqai Klebxa [1] i Steklova [2] uravneniæ �ælera na algebre e(3) i, sootvetstvenno, integriruemye sluqai Xottki [3] i Steklova [4] na algebre so(4), edinstvennye, kogda vse integraly dvißeniØ ØvlØ¸tsØ polinomami vtorogo porØdka po vsem peremennyh fazovogo prostranstva. Drugih integriruemyh sluqaev s kvadratiqnymi integralami dvißeniØ net.

Kak bylo zameqeno v [5, 6], sluqai Klebxa i Xottki perehodØt drug v druga pri podhodØweæ lineænoæ zamene peremennyh. AnalogiqnaØ zamena peremennyh svØzyvaet sluqai Steklova [6].

V dannoæ rabote my dokaßem, qto izomorfizmy integriruemyh sistem, rassmotrennye v rabote Bobenko [6], ØvlØ¸tsØ skruqennymi puassonovymi otobraßeniØmi bi-gamil~tonovyh mnogoobraziæ, kotorye pozvolØ¸t polnost~¸ opisat~ i issledovat~ sootvetstvu¸wie integriruemye sistemy.

Napomnim, qto mnogoobrazie M, snabßennoe skobkoæ Puassona {. , .}_M nazyvaetsØ puassonovym mnogoobraziem. Otobraßenie

f : M → N puassonovyh mnogoobraziæ M i N nazyvaetsØ puas-

sonovym, esli ono sohranØet skobki Puassona, t.e. f^∗ { φ, ψ } N = { f^∗φ, f^∗ψ } M dlØ l¸byh φ, ψ ∈ C^∞(N ). Zdes~ f^∗φ = φ ∘ f - pod¨em funkcii

φ ∈ C^∞(N ) na M.

Mnogoobrazie M, snabßennoe paroæ sovmestnyh skobok Puassona {. , .}_M i {. , .}^′_M, nazyvaetsØ bi-gamil~tonovym. Esli M i N ØvlØ¸tsØ bi-gamil~tonovymi mnogoobraziØmi, to sohranØ¸- wee skobki Puassona otobraßenie f : M → N deæstvuet odnim

DannaØ rabota podderßana grantom RFFI 02-01-00888. 200

OB IZOMORFIZME INTEGRIRUEMYH SLUQAEV 201 iz dvuh vozmoßnyh sposobov 1. f : {. , .}_M ↔ {. , .}_N {. , .}^′_M ↔ {. , .}^′_N , 2. f : {. , .}_M {. , .}_N ↗↙↘↖ {. , .}^′_M {. , .}^′_N . DlØ togo qtoby otliqat~ ffti dve vozmoßnosti, v pervom sluqae my prodolßim ispol~zovat~ termin puassonovo otobraßenie, a vo vtorom sluqae budem ispol~zovat~ termin skruqennoe puassonovo otobraßenie.

S toqki zreniØ puassonovoæ geometrii ffti sluqai polnost~¸ ffkvivalentny, tak kak oni otliqa¸tsØ tol~ko numeracieæ skobok na mnogoobraziØh M i N .

Odnako v klassiqeskoæ mehanike standartnyæ podhod k issledovani¸ integriruemyh sistem sostoit iz dvuh qasteæ – kinematiki i dinamiki. Snaqala, pri opisanii fazovogo prostranstva, nam neobhodimo opredelit~ “pervye” skobki {. , .}_M ili

{. , .}_N na puassonovyh mnogoobraziØh - obyqno ffto skobki Li–

Puassona, otveqa¸wie razliqnym algebram Li.

Zatem, vybrav kaku¸ libo konkretnu¸ funkci¸ Gamil~tona, my perehodim k rassmotreni¸ uravneniæ dvißeniØ, kotorye ØvlØ¸tsØ gamil~tonovymi otnositel~no fftih “pervyh” skobok. Tol~ko posle fftogo dlØ dannoæ gamil~tonovoæ sistemy my iwem “vtorye” skobki {. , .}^′_M ili {. , .}^′_N , takie, qto dannaØ nam sistema byla by bi-gamil~tonovoæ otnositel~noæ fftoæ pary skobok Puassona. Pri fftom obwego metoda nahoßdeniØ fftih “vtoryh” skobok ne suwestvuet.

V fftoæ situacii puassonovy otobraßeniØ prosto ØvlØ¸tsØ analogom kanoniqeskih preobrazovaniæ, kotorye svØzyva¸t integriruemye sistemy na dvuh razliqnyh fazovyh prostranstvah M i N . �ti preobrazovaniØ perevodØt drug v druga i kinematiqeskie “pervye” skobki, i ne izvestnye nam iz kinematiki “vtorye” skobki.

S drugoæ storony, skruqennye puassonovy otobraßeniØ zavedomo ne ØvlØ¸tsØ kanoniqeskimi preobrazovaniØmi, rassmatrivaemymi v kinematike. Tem ne menee, deæstvuØ na izvestnye nam iz kinematiki “pervye” skobki ffti otobraßeniØ srazu ße poroßda¸t nekotorye “vtorye” skobki. Tem samym skruqennye puassonovy otobraßeniØ soderßat v sebe vs¸ informaci¸ o pare skobok i, pofftomu, moßno predpoloßit~, qto v nih zako-

202 A. V. CYGANOV dirovana i vsØ informaciØ o dinamike sootvetstvu¸wih bigamil~tonovyh sistem.

Vs¸du dalee rassmatriva¸tsØ puassonovy mnogoobraziØ s lineænymi skobkami Li–Puassona, kotorye otveqa¸t algebram Li e(3) i so(4). DlØ sootvetstvu¸wih puassonovyh mnogoobraziæ ispol~zu¸tsØ te ße oboznaqeniØ qto i dlØ algebr Li.

2. UravneniØ �ælera

S algebroæ Li e(3) gruppy dvißeniØ evklidova prostranstva

E(3) svØzany mnogoqislennye sistemy, voznika¸wie v klassiqe-

skoæ mehanike i gidrodinamike. UravneniØ �ælera na algebre

e(3)^∗ ḟ = {H, f}_e, ḟ = df dt s gamil~tonianom H(p, M ) i skobkoæ Li–Puassona {M_i, M_j}_e = ε_{ijk}M_k, {M_i, p_j}_e = ε_{ijk}p_k, {p_i, p_j}_e = 0, (2.1) ime¸t vid Ṁ = M × ∂H ∂M + p × ∂H ∂p , ṗ = p × ∂H ∂M , (2.2)

gde p = (p_1, p_2, p_3) i M = (M_1, M_2, M_3) - trehmernye vektora, x×y – vektornoe proizvedenie i ε_{ijk} – standartnyæ polnost~¸ kososimmetriqnyæ tenzor. Zdes~ i dalee vstreqa¸wiesØ prostranstva otoßdestvlØ¸tsØ s dvoæstvennymi k nim s pomow~¸ invariantnogo skalØrnogo proizvedeniØ [7].

Funkcii Kazimira skobok Puassona (2.1) ravny A = |p|^2, B = ⟨p, M ⟩, (2.3) gde ⟨x, y⟩ – skalØrnoe proizvedeniØ v R^3 i |x|^2 = ⟨x, x⟩. �ti funkcii ØvlØ¸tsØ integralami uravneniæ (2.2), kotorye nahodØtsØ v invol¸cii s funkcieæ Gamil~tona H(p, M ) i s l¸boæ drugoæ funkcieæ na fazovom prostranstve. Takim obrazom, dlØ polnoæ integriruemosti sistemy dostatoqno naæti ewe odin integral dvißeniØ v dopolnenie k integralu ffnergii H.

Esli funkciØ Gamil~tona H(p, M ) ØvlØetsØ special~nym kvadratiqnym polinomom, to uravneniØ �ælera na algebre e(3) sovpada¸t s uravneniØmi Kirhgofa, opisyva¸wimi dvißenie

OB IZOMORFIZME INTEGRIRUEMYH SLUQAEV 203 tverdogo tela v ideal~noæ nesßimaemoæ i pokoØweæsØ na beskoneqnosti ßidkosti. SovremennaØ toqka zreniØ, rassmatriva¸- waØ uravneniØ Kirhgofa kak uravneniØ �ælera na e(3) predloßena S. P. Novikovym [7].

Drugoæ interesnyæ tip sistem, takße ime¸wiæ priloßenie k gidrodinamike, opisyvaetsØ uravneniØmi �ælera na so(4). Algebra Li so(4) izomorfna prØmoæ summe dvuh algebr so(3) i vezde v dal~neæxem my budem ispol~zovat~ imenno ffto predstavlenie. UravneniØ �ælera ṡ = {H, s} = s × ∂H ∂s , ṫ = {H, t} = t × ∂H ∂t . (2.4)

ØvlØ¸tsØ gamil~tonovymi uravneniØmi otnositel~no skobok Li–Puassona { s_i , s_j } = ε_{ijk} s_k , { s_i , t_j } = 0 , { t_i , t_j } = ε_{ijk}t_k, (2.5)

oblada¸wih dvumØ funkciØmi Kazimira

A^′ = |s|^2, B^′ = |t|^2, (2.6)

kotorye nahodØtsØ v invol¸cii s l¸boæ funkcieæ na fazovom prostranstve. Tak ße kak i v sluqae s algebroæ e(3), my imeem gamil~tonovu sistemu s dvumØ stepenØmi svobody, dlØ integrirovaniØ kotoroæ, pomimo integrala ffnergii H, neobhodim ewe odin integral dvißeniØ.

Esli funkciØ Gamil~tona H(s, t) ØvlØetsØ special~nym kvadratiqnym polinomom, to uravneniØ �ælera na so(4) opisyva¸t dvißenie tverdogo tela s ffllipsoidal~noæ polost~¸, zapolnennoæ ßidkost~¸, soverxa¸weæ odnorodnoe vihrevoe dvißenie.

3. Skruqennye puassonovy otobraßeniØ

Dva lineænyh otobraßeniØ puassonovyh mnogoobraziæ so(4) →

e(3), rassmotrennyh v rabote Bobenko [6], ime¸t vid

f_1 : p = A(s − t), M = A^∨(s + t), (3.7) i f_2 : p = s, M = −Bs − 2A^∨t. (3.8)

Zdes~ A – nevyroßdennaØ matrica, A^∨ = det(A)A^{−1} – matrica algebraiqeskih dopolneniæ, a matrica B ravna B = trA^2 − A^2.

204 A. V. CYGANOV

Osnovnoæ cel~¸ dannoæ raboty ØvlØetsØ dokazatel~stvo togo, qto preobrazovaniØ (3.7) i (3.8) ØvlØ¸tsØ skruqennymi puassonovymi otobraßeniØmi bi-gamil~tonovyh mnogoobraziæ, kotorye pozvolØ¸t polnost~¸ opisat~ i issledovat~ sootvetstvu¸- wie integriruemye sistemy.

Zameqanie 1. Ispol~zuØ kanoniqeskie preobrazovaniØ so(4), ma-

tricu A vsegda moßno privesti k diagonal~nomu vidu

A = diag (w_1, w_2, w_3), (3.9)

Dalee my takße budem ispol~zovat~ oboznaqeniØ w = det A =

w_1w_2w_3 i B = diag(w^2_3 + w^2, w^2_1 + w^2_3, w^2 + w^2_1),

C = diag(w^2_3 − w^2, w^2_1 − w^2_3, w^2 − w^2_1).

(3.10)

Zdes~ w_1, w_2, w_3, – tri proizvol~nyh qislovyh parametra, kotorye mogut byt~ parametrizovany fflliptiqeskimi funkciØmi ˚kobi [6]

w_1(μ) = 1 sn(μ, κ) , w_2(μ) = dn(μ, κ) sn(μ, κ) , w_3(μ) = cn(μ, κ) sn(μ, κ) , μ menØetsØ na tore.

Ispol~zuetsØ tak ße i drugaØ parametrizaciØ [8, 11, 12]

w_1(μ) = √ μ − a_1, w_2(μ) = √ μ − a_2, w_3(μ) = √ μ − a_3, a_i ∈ R. Zameqanie 2. Preobrazovanie (3.7) dopuskaet obobwenie, tak

kak algebra Li so(4) izomorfna prØmoæ summe dvuh algebr so(3). Obobwennoe obratnoe preobrazovanie

f^{−1}_1 : s = 1 2w (AM + A^∨p) t = 1 2 ~w ( ~AM − ~A^∨p ) zavisit ot xesti parametrov, opredelØ¸wih razliqnye diagonal~nye matricy A i ~A. V rabote [8] Ketter ispol~zoval ffto preobrazovanie dlØ integrirovaniØ uravneniæ dvißeniØ, a v rabote [9] ffto preobrazovanie primenØlos~ dlØ postroeniØ dvuhparametriqeskogo semeæstva matric Laksa.

3.1. Sluqai Klebxa i Xottki. Vs¸du dalee A, B i C – dia-

gonal~nye matricy, opredelØemye sootnoxeniØmi (3.9) i (3.10).

OB IZOMORFIZME INTEGRIRUEMYH SLUQAEV 205

Predloßenie 1. OtobraßeniØ f1 i obratnoe emu f^{−1}_1 ØvlØ¸tsØ

skruqennymi puassonovymi otobraßeniØmi, kotorye svØzyva¸t bi-Gamil~tonovy mnogoobraziØ so(4) i e(3).

Dokazatel~stvo. Skobki Puassona (2.5) na mnogoobrazii so(4)

i preobrazovanie f_1 (3.7) poroßda¸t vtorye skobki Puassona na mnogoobrazii e(3) {M_i, M_j}^′_e = ε_{ijk}A^2_kM_k, {M_i, p_j}^′_e = ε_{ijk}A_j p_k, {p_i, p_j}^′_e = ε_{ijk}M_k. (3.12) �ti skobki sovmestny s ishodnymi skobkami (2.1) na mnogoobrazii e(3), t.e. l¸baØ ih lineænaØ kombinaciØ takße ØvlØetsØ skobkami Puassona.

Skobki Puassona (2.1) na mnogoobrazii e(3) i obratnoe preobrazovanie f^{−1}_1 poroßda¸t vtorye skobki Puassona na mnogoobrazii so(4) {s_i, s_j }^′ = ε_{ijk} 4 ( A^{−2}_k (s_k + t_k) + B_kA^{∨−1}_k (s_k − t_k) ) , {s_i, t_j}^′ = ε_{ijk} 4 ( A^{−2}_k (s_k + t_k) + C_kA^{∨−1}_k (s_k − t_k) ) , {t_i, t_j}^′ = ε_{ijk} 4 ( A^{−2}_k (s_k + t_k) − B_kA^{∨−1}_k (s_k − t_k) ) . (3.13)

�ti skobki sovmestny s ishodnymi skobkami (2.5) na mnogoobrazii so(4).

Sovmestnost~ skobok oznaqaet qto mnogoobraziØ e(3) s paroæ skobok (2.1), (3.12) i mnogoobrazie so(4) so skobkami (2.5), (3.13) ØvlØ¸tsØ bi-gamil~tonovymi mnogoobraziØmi, a preobrazovaniØ f_1 (3.7) i f^{−1}_1 - skruqennye puassonovy otobraßeniØ.

Rassmotrim teper~ integriruemye sistemy, integraly dvißeniØ kotoryh nahodØtsØ v invol¸cii otnositel~no oboih skobok Puassona na e(3) i so(4). Pust~ P_e i P^′_e dva tenzora Puassona na bi-gamil~tonovom mnogoobrazii e(3) otveqa¸wie skobkam (2.1) i (3.12)

P_e = ( 0 P −P M ) , P^′_e = ( M A^2P −A^2P w^2A^{−2}MA^{−2} ) , gde P = 0 p_3 −p_2 −p_3 0 p_1 p_2 −p_1 0 , M = 0 M_3 −M_2 −M_3 0 M_1 M_2 −M_1 0 .

206 A. V. CYGANOV Oba tenzora P_e i P^′_e vyroßdeny i, pofftomu, my ne moßem ispol~zovat~ sootvetstvu¸wiæ operator rekursii N_e = P^{−1}_e P^′_e dlØ postroeniØ cepoqki Lenarda, startuØ s izvestnyh operatorov Kazimira (2.3).

Tem ne menee my moßem legko naæti funkci¸ Kazimira dlØ puassonova puqka P_e(λ) = P^′_e −λP_e, gde λ proizvol~nyæ parametr. Naprimer, dlØ fftih celeæ moßno ispol~zovat~ metod neopredelennyh kofffficientov.

Predloßenie 2. Na bi-gamil~tonovom mnogoobrazii e(3) kubiqe-

skiæ polinom

C_e(λ) = H_3λ^3 + H_2λ^2 + H_1λ + H_0,

ØvlØetsØ funkcieæ Kazimira dlØ puassonova puqka P_e(λ) = P^′_e − λP_e, t.e.

P_e(λ) dC_e(λ) = 0. (3.14) Kofffficienty polinoma C_e(λ) H_3 = ⟨p, p⟩, H_2 = −⟨M, M ⟩ − ⟨p, Bp⟩, H_0 = 2⟨p, M ⟩, H_1 = ⟨AM, AM ⟩ + ⟨A^∨p, A^∨p⟩, (3.15)

obrazu¸t rekurrentnu¸ cepoqku Lenarda

P^′_ed H_0 = 0, P^′_edH_{i+1} = P_edH_i, P_edH_3 = 0

i ØvlØ¸tsØ integralami dvißeniØ dlØ sistemy Klebxa [1].

Pust~ P tenzora Puassona otveqa¸wiæ standartnym skobkam Li–Puassona (2.5) P = ( S 0 0 T ) , gde S = 0 s_3 −s_2 −s_3 0 s_1 s_2 −s_1 0 , T = 0 t_3 −t_2 −t_3 0 t_1 t_2 −t_1 0 . Otveqa¸wiæ vtorym skobkam (3.13) tenzor Puassona P^′ imeet vid P^′ = trA^{−2} 4 ( S − T S + T −S − T T − S )

+ 1 2 ( w^{−2} A^2T A^2 −A^{−2}T − SA^{−2} −TA^{−2} − A^{−2}S w^{−2} A^2S A^2 ) .

OB IZOMORFIZME INTEGRIRUEMYH SLUQAEV 207 Kak i ranee oba tenzora P i P^′ vyroßdeny.

Predloßenie 3. Na bi-gamil~tonovom mnogoobrazii so(4) kubi-

qeskiæ polinom

C(λ) = J_3λ^3 + J_2λ^2 + J_1λ + J_0,

ØvlØetsØ funkcieæ Kazimira dlØ puassonova puqka P(λ) = P − λP^′. Kofffficienty polinoma C(λ) J_3 = ⟨A(s − t), A(s − t) ⟩, J_2 = −⟨A^∨(s + t), A^∨(s + t)⟩ − ⟨A^2(s − t), B(s − t)⟩,

J_0 = 2w ( ⟨s, s⟩ − ⟨t, t⟩ ) , J_1 = 2w^2 ( ⟨s, s⟩ + ⟨t, t⟩ ) ⟩, (3.16)

obrazu¸t rekurrentnu¸ cepoqku Lenarda

PdJ_0 = 0, PdJ_{i+1} = P^′J_i, P^′J_3 = 0

i ØvlØ¸tsØ integralami dvißeniØ dlØ sistemy Xottki [3].

Skruqennoe puassonovo otobraßenie f_1 (3.7) perevodit traektorii gamil~toniana J_i v sluqae Xottki na so(4) otnositel~no skobok (3.13) i (2.5) v traektorii gamil~toniana H_i = f^∗J_i v sluqae Klebxa na e(3) otnositel~no skobok (2.1) i (3.12). To est~ v fftom sluqae imeet mesto obobwenie obyqnogo ponØtiØ traektornoæ ffkvivalentnosti integriruemyh sistem na sluqaæ bi-gamil~tonovyh mnogoobraziæ.

Soglasovannye s ishodnymi skobki Puassona (3.12) i (3.13) i ih mnogomernye obobweniØ izuqalis~ v rabote [10]. V rabote [11] postroen algoritm postroeniØ giperfflliptiqeskih matric Laksa, otveqa¸wih dannym skobkam. Soglasno [6] ffti matricy Laksa moßno ispol~zovat~ dlØ integrirovaniØ uravneniæ dvißeniØ metodom obratnoæ zadaqi.

3.2. Sluqai Steklova.

Predloßenie 4. OtobraßeniØ f2 i obratnoe emu f^{−1}_2 ØvlØ¸tsØ

skruqennymi puassonovymi otobraßeniØmi, kotorye svØzyva¸t bi-Gamil~tonovy mnogoobraziØ so(4) i e(3).

Dokazatel~stvo. Preobrazovanie f2 (3.8) otobraßaet skobki

Puassona (2.5) na mnogoobrazii so(4) i skobki Puassona (2.1)

208 A. V. CYGANOV na mnogoobrazii e(3) v skobki Puassona sledu¸wego vida {M_i, M_j }^∗_e = −ε_{ijk} ( C_iC_j p_k + 2A^2_kM_k ) , {M_i, p_j}^∗_e = ε_{ijk}B_j p_k, {p_i, p_j}^′_e = ε_{ijk}p_k, (3.17) i {s_i, s_j}^∗ = 0, {s_i, t_j}^∗ = ε_{ijk} 2 w^{−1}A_j s_k, {t_i, t_j}^∗ = ε_{ijk} 2 ( w^{−1}A_k s_k − A^{−2}_k t_k ) . (3.18)

PrØmymi vyqisleniØmi dokazyvaetsØ, qto ffti skobki sovmestny s ishodnymi skobkami. Sovmestnost~ skobok oznaqaet qto mnogoobraziØ e(3) s paroæ skobok (2.1) (3.17) i mnogoobrazie so(4) so skobkami (2.5), (3.18) ØvlØ¸tsØ bi-gamil~tonovymi mnogoobraziØmi, a preobrazovanie f_2 (3.8) – skruqennoe puassonovo otobraßenie.

Rassmotrim teper~ integriruemye sistemy, integraly dvißeniØ kotoryh nahodØtsØ v invol¸cii otnositel~no oboih skobok Puassona na e(3) i so(4). Na mnogoobrazii e(3) novym skobkam (3.17) otveqaet tenzor Puassona P^∗_e

P^∗_e =

0 −PB

PB −CPC − 2w^2A^{−2}MA^{−2} . Kak i ranee, iz-za vyroßdennosti tenzorov, my ne moßem ispol~- zovat~ operator rekursii N_e dlØ postroeniØ cepoqki Lenarda, startuØ s izvestnyh operatorov Kazimira (2.3).

Predloßenie 5. Na bi-gamil~tonovom mnogoobrazii e(3) kubiqe-

skiæ polinom

~C_e(λ) = ~H_3λ^3 + ~H_2λ^2 + ~H_1λ + ~H_0

ØvlØetsØ funkcieæ Kazimira dlØ puassonova puqka ~P_e(λ) = P^∗_e − λP_e. Kofffficienty polinoma ~C_e(λ) ~H_3 = ⟨p, p⟩, ~H_2 = ⟨p, M ⟩ + trA^2⟨p, p⟩, ~H_0 = ⟨A(M + Bp), A(M + Bp)⟩,

~H_1 = 1 2 ⟨ M + Bp, M + Bp + 4A^2p ⟩ (3.19)

OB IZOMORFIZME INTEGRIRUEMYH SLUQAEV 209 obrazu¸t rekurrentnu¸ cepoqku Lenarda

P^∗_e d ~H_0 = 0, P^∗_e d ~H_{i+1} = P_ed ~H_i, P_ed ~H_3 = 0

i ØvlØ¸tsØ integralami dvißeniØ dlØ sistemy Steklova–LØpunova [2].

Na mnogoobrazii so(4) vtorym skobkam Puassona (3.18) otveqaet tenzor

P^∗ = 1 2 0 −w^{−1}SA

w^{−1}SA A^{−1}SA^{−1} − w^{−2}A^2TA^2 . Predloßenie 6. Na bi-gamil~tonovom mnogoobrazii so(4) kubi-

qeskiæ polinom

~C(λ) = ~J_3λ^3 + ~J_2λ^2 + ~J_1λ + ~J_0,

ØvlØetsØ funkcieæ Kazimira dlØ puassonova puqka ~P(λ) = P − λP^∗. Kofffficienty polinoma ~C(λ) ~J_3 = ⟨s, s⟩, ~J_2 = 1 4 ⟨As, As⟩ − 1 2 ⟨s, A^∨t⟩, ~J_0 = w ⟨t, t⟩, ~J_1 = 1 2 ⟨A^∨t, A^∨t⟩ − w ⟨s, At⟩ (3.20) obrazu¸t rekurrentnu¸ cepoqku Lenarda

Pd ~J_0 = 0, Pd ~J_{i+1} = P^∗ ~J_i, P^∗ ~J_3 = 0

i ØvlØ¸tsØ integralami dvißeniØ dlØ sistemy Steklova [4].

Tak ße kak i dlØ sistem Klebxa i Xottki dannaØ para skobok Puassona moßet byt~ ispol~zovana dlØ postroeniØ giperfflliptiqeskih matric Laksa. Zatem ffti matricy Laksa moßno ispol~zovat~ dlØ integrirovaniØ uravneniæ dvißeniØ metodom obratnoæ zadaqi [6].

HotØ pary skobok Puassona (3.17), (3.18), a takße ih mnogomernye obobweniØ, i izuqalis~ v rabote [12], no puassonovy svoæstva samogo otobraßeniØ f_2 v fftoæ rabote ne rassmatrivalis~.

210 A. V. CYGANOV

4. Volqok Kovalevskoæ

V zakl¸qenie my kratko obsudim ne kanoniqeskoe preobrazovanie f_3 : e(3) → e(3) svØzyva¸wee volqok Kovalevskoæ i sistemu Neæmana na na algebre e(3), kotoroe bylo postroeno v rabote [13].

Pust~ L_k i γ_k koordinaty na vtorom ffkzemplØre algebry e(3). V fftom sluqae preobrazovanie f_3 imeet vid p = α ( −i L_1 L_2 , L^2_1 + L^2 + 1

2L_2 , i L^2_1 + L^2 − 1 2L_2 ) , α ∈ C , i M = ( −i cγ_3 L_2 , 2cγ_3L_1 − L_3(L^2_1 + L^2 − 1) 2L_2 , i 2cγ_3L_1 − L_3(L^2_1 + L^2 + 1) 2L_2 ) , tak qto A = |p|^2 = α, B = ⟨p, M ⟩ = 0. Soglasno [13], ffto preobrazovanie svØzyvaet dve gamil~tonovyh sistemy - volqok Kovalevskoæ s gamil~tonianom

H = L^2_1 + L^2 + 2L^2_3 + 2cγ_1

i sistemu Neæmana, dlØ kotoroæ funkciØ Gamil~tona imeet vid ~H = ⟨M, M ⟩ + ⟨A p, p⟩. V rabote [13] pokazano kak ffto preobrazovanie moßno ispol~zovat~ dlØ integrirovaniØ uravneniæ dvißeniØ volqka Kovalevskoæ.

My moßem dokazat~, qto dannoe preobrazovanie takße ØvlØetsØ skruqennym puassonovym otobraßeniem. Odnako, v otliqie ot rassmatrivaemyh ranee otobraßeniæ, sootvetstvu¸wie vtorye skobki na mnogoobrazii e(3) kubiqeskie, a ne lineænye. My vypixem tol~ko nekotorye iz nih

{p_i, p_j}^′ ≡ f^∗_3 {p_i(γ, L), p_j (γ, L)} = ε_{ijk} p_k (M_2 + iM_3)(p_2 + ip_3).

Bolee podrobno svoæstva fftogo preobrazovaniØ rassmotreny v rabote [14].

OB IZOMORFIZME INTEGRIRUEMYH SLUQAEV 211

5. Zakl¸qenie

V dannoæ zametke my rassmotreli neskol~ko skruqennyh puassonovyh otobraßeniæ bi-gamil~tonovyh mnogoobraziæ i dokazali, qto ffti otobraßeniØ pozvolØ¸t polnost~¸ opisat~ i issledovat~ sootvetstvu¸wie integriruemye sistemy.

Literatura

1. A. Clebsch, Über die Bewegung eines Körpers in einer Flüssigkeit. — Math.

Annalen 3 (1870), 238–262.

2. V. A. Steklov, O dvißenii tverdogo tela v ßidkosti. — Har~kov (1893).

3. F. Schottky, Über das analytische Problem der Rotation eines starren Körpers in

Raume von vier Dimensionen. — Sitzungsberichte drer Königligh preussischen Academie der Wissenschaften zu Berlin XIII (1981), 227–232.

4. V. A. Steklov, Sur la mouvement d’un corps solide ayant une cavite de forme el-

lipsoidale remplie par un liquide incompressible et sur les variations des latitudes. — Annales de la Faculte des Sciences de Toulouse, Ser. 3 1 (1909), 145–256.

5. V. G. Bar~Øhtar, E. D. Belokolos, P. I. Golod, Preprint ITF-84-128R, Kiev (1984).

6. A. I. Bobenko, UravneniØ �ælera na algebrah e(3) i so(4). Izomorfizm integriruemyh sluqaev. — Funkc. analiz i ego pril. 20 (1986), 64–66.

7. S. P. Novikov, Gamil~tonov formalizm i mnogoznaqnyæ analog teorii Morsa. — UMN 37 (1982), 3–49.

8. F. Kötter, Über die Bewegung eines festen Körpers in einer Flussigkeit. I. II. —

J. Reine und Angew. Math. 109 (1892), 51–81, 89–111.

9. M. Adler, P. van Moerbeke, The Kowalewski and Hénon-Heiles motion as Man-

akov geodesic flow on SO(4) and a two-dimensional family of Lax pairs. — Commun. Math. Phys., 113 (1988), 659–700.

10. A. V. Bolsinov, Soglasovannye skobki Puassona na algebrah Li i polnota semeæstv funkciæ v invol¸cii. — Izv. AN SSSR, ser. mat. 55 (1991), 68–92.

11. A. V. Bolsinov, A. V. Borisov, Predstavlenie Laksa i soglasovannye skobki Puassona na algebrah Li. — Mat. Zamet. 72 (2002), 11–34.

12. Yu. N. Fedorov, Integrable systems, Poisson pensils and hyperelliptic Lax pairs.

— Reg. Chaotic Dyn. 5 (2000), 171–180.

A. V. Bolsinov, Yu. N. Fedorov, Steklov–Lyapunov type systems. Preprint (2003).

13. L. Haine, E. Horozov, A Lax pair for the Kowalewski top. — Physica D. 29,

(1987), 173–180.

14. I. V. Komarov, A. V. Tsiganov, On integration of the Kowalevski gyrostat and

the Clebsch problems. — Reg. Chaotic Dyn. 9 (2004), 169–189.

Tsiganov A. V. On isomorphism of integrable cases of the Euler equations on the bi-hamiltonian manifolds e(3) and so(4).

212 A. V. CYGANOV

The Poisson maps between the Clebsch model and the Schottky system, two Steklov systems, the Kowalevski top and the Neumann system are considered. We prove that these non-canonical transformations of variables are the twisted Poisson maps, which completely define the corresponding pairs of integrable systems.

Postupilo 26 oktØbrØ 2004 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: tsiganov@mph.phys.spbu.ru