Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 318, 2004 g.

G. I. Bißanova

O TOQNYH REXENI˚H ODNOMERNYH DVUHFAZNYH ZADAQ SO SVOBODNYMI GRANICAMI DL˚ PARABOLIQESKIH URAVNENI`

PosvØwaetsØ pamØti Ol~gi Aleksandrovny Ladyßenskoæ

§1. Vvedenie

Horoxo izvestny avtomodel~nye rexeniØ odnomernyh zadaq so svobodnoæ graniceæ Stefana [1, 2] i N. N. Verigina [3] dlØ uravneniæ teploprovodnosti. Rexenie uravneniæ vyraßalos~ qerez integraly veroØtnosti, a svobodnaØ granica α(t) – v vide α(t) = α_0 √ t, gde kofffficient α_0 nahodilsØ iz transcendentnogo uravneniØ.

Rabota posvØwena nahoßdeni¸ toqnyh rexeniæ odnomernyh dvuhfaznyh zadaq so svobodnoæ graniceæ dlØ paraboliqeskih uravneniæ – zadaqi Stefana, vyroßdennoæ zadaqi Stefana, postavlennoæ V. A. Florinym [4], zadaqi Verigina. V §2 postroeny avtomodel~nye rexeniØ fftih zadaq v sluqae vyroßdeniØ v naqal~nyæ moment vremeni odnoæ iz faz – oblasti Ω_1(t) = (0, α(t)) i rassoglasovaniØ naqal~nogo i kraevyh usloviæ. V §3 naædeny rexeniØ zadaq Stefana, Florina, Verigina, a takße zadaqi Stefana s “pereohlaßdeniem” i vyroßdennoæ zadaqi Stefana s “pereohlaßdeniem” [5–7], kogda naqal~nye i kraevye dannye ne soglasovany. V qastnosti, pokazano, pri kakih sootnoxeniØh meßdu dannymi zadaqi Stefana s “pereohlaßdeniem” vewestvo, nahodØweesØ v ßidkom sostoØnii, stanovitsØ “pereohlaßdennym”, t.e. ego temperatura v naqal~nyæ moment vremeni budet men~xe temperatury plavleniØ (kristallizacii) u^∗, a tverdoe vewestvo – “peregretym” s temperaturoæ, bol~xeæ, qem u^∗. V §4 poluqeny rexeniØ zadaq Stefana s “pereohlaßdeniem” v sluqae vyroßdeniØ oblasti Ω_1(t) pri t = 0 i rassoglasovaniØ 42

O TOQNYH REXENI˚H ODNOMERNYH DVUHFAZNYH ZADAQ 43 naqal~nogo i kraevyh usloviæ. Vo vseh fftih zadaqah svobodnaØ granica α(t) imeet vid α(t) = α_0 √ t, gde kofffficient α_0 ØvlØetsØ kornem transcendentnogo uravneniØ.

V dal~neæxem my budem pol~zovat~sØ sledu¸wimi oboznaqeniØmi: β_m = α_0 2a_m + b_m a_m , μ_m = b_m a_m , m = 1, 2,

erf x = 2 √ π x∫ 0 e^{−ξ2} dξ, erfc x = 2 √ π ∞∫ x e^{−ξ2} dξ = 1 − erf x,

ierfc x = ∞∫ x erfc ξ dξ = 1 √ π e^{−x2} − x erfc x, gde erfc x, i ierfc x – funkcii Hartri sootvetstvenno nulevogo i pervogo porØdkov [8].

§2. Zadaqi s vyroßdeniem odnoæ iz faz i rassoglasovaniem naqal~nyh i kraevyh dannyh

Rassmotrim tri odnomernye dvuhfaznye zadaqi so svobodnoæ graniceæ – zadaqi Stefana, Florina i Verigina s rassoglasovaniem naqal~nyh i kraevyh dannyh i vyroßdeniem odnoæ fazy pri t = 0. TrebuetsØ naæti funkcii u_1(x, t), u_2(x, t) i α(t) > 0, udovletvorØ¸wie sledu¸wim paraboliqeskim uravneniØm

∂_tu_1 − a^2_1 ∂^2_xu_1 − b_1 √ t ∂_xu_1 = 0, x ∈ (0, α(t)) =: Ω_1(t), t > 0 (2.1)

∂_tu_2 − a^2 ∂^2_xu_2 − b_2 √ t ∂_xu_2 = 0, x ∈ (α(t), ∞) =: Ω_2(t), t > 0, (2.2)

naqal~nym i graniqnomu usloviØm

α|_{t=0} = 0, u_2|_{t=0} = c_2, x ∈ (0, ∞), (2.3)

u_1|_{x=0} = c_1, t > 0. (2.4)

Zada¸tsØ usloviØ na svobodnoæ granice x = α(t), t > 0

u_1 = u_2 = u_0, (2.5)

λ_1∂_xu_1 − λ_2 ∂_xu_2 = −æ dα dt (2.6)

44 G. I. BIȷANOVA v zadaqe Stefana (zadaqa I);

u_1 = u_2 = u_0, (2.7)

λ_1∂_xu_1 − λ_2 ∂_xu_2 = 0 (2.8)

v zadaqe Florina (zadaqa II) i

u_1 = u_2, (2.9)

λ_1∂_xu_1 = λ_2 ∂_xu_2 = −æ dα dt (2.10)

v zadaqe Verigina (zadaqa III).

Zdes~ vse kofffficienty, a takße c_1, c_2, u_0 ØvlØ¸tsØ postoØnnymi veliqinami, priqem a_m, λ_m, m = 1, 2, æ – poloßitel~nymi.

Iz postanovok zadaq vidno, qto v silu usloviØ α(0) = 0 pervaØ faza Ω_1(t) otsutstvuet v naqal~nyæ moment vremeni. Zadaqa Stefana (2.1)–(2.6) opisyvaet, naprimer, process plavleniØ vewestva. V fftom sluqae u_1 ØvlØetsØ temperaturoæ vewestva v ßidkoæ faze, u_2 – temperaturoæ v tverdoæ faze, priqem pri t = 0 vewestvo nahoditsØ v tverdom sostoØnii, i ßidkoæ fazy net. Esli postavit~ znak “+” v uslovii (2.6) pered kofffficientom æ, to Ω_1(t) i Ω_2(t) budut zanØty tverdoæ i ßidkoæ fazami sootvetstvenno.

Postroim toqnye (avtomodel~nye) rexeniØ zadaq I–III, v kotoryh naqal~nye i graniqnye dannye ne soglasovany.

Teorema 2.1. Pust~

æ > 0, c_1 > u_0 > c_2,

togda zadaqa Stefana (2.1)–(2.6) imeet rexenie v vide

u_1(x, t) = c_1 − c_1 − u_0 erf β_1 − erf μ_1 ( erf ( x 2a_1 √ t + μ_1 ) − erf μ_1 ) , (2.11)

u_2(x, t) = c_2 + u_0 − c_2 erfc β_2 erfc ( x 2a_2 √ t + μ_2 ) , (2.12)

α(t) = α_0 √ t, α_0 > 0, (2.13)

gde α_0 ØvlØetsØ kornem transcendentnogo uravneniØ (2.20).

O TOQNYH REXENI˚H ODNOMERNYH DVUHFAZNYH ZADAQ 45

Teorema 2.2. Pust~

c_1 > u_0 > c_2 ili c_1 < u_0 < c_2,

togda zadaqa Florina (2.1)–(2.4), (2.7), (2.8) imeet rexenie v vide (2.11)–(2.13), gde α_0 ØvlØetsØ kornem transcendentnogo uravneniØ (2.21).

Teorema 2.3. Pust~_{æ > 0; c1 > c2,}

togda zadaqa Verigina (2.1)–(2.4), (2.9), (2.10) imeet rexenie v vi- de u_1(x, t) = c_1 − æ √ πa_1α_0 2λ_1 ( erf ( x 2a_1 √ t + μ_1 ) − erf μ_1 ) e^{β21} , (2.14)

u_2(x, t) = c_2 + æ √ πa_2α_0 2λ_2 erfc ( x 2a_2 √ t + μ_2 ) e^{β2} , (2.15)

α(t) = α_0 √ t, α_0 > 0, (2.16)

gde α_0 ØvlØetsØ kornem transcendentnogo uravneniØ (2.22).

Dokazatel~stvo teorem 2.1–2.3. Naædem snaqala funkcii u1,

u_2 i α(t), udovletvorØ¸wie paraboliqeskim uravneniØm (2.1), (2.2) i usloviØm (2.3), (2.4). DlØ fftogo proizvedem zamenu peremennyh y = x/(2a_m √ t) v uravneniØh, togda dlØ funkcii v_m(y) poluqim obyknovennoe differencial~noe uravnenie

v^{′′}_m + 2(y + b_m a_m )v^′_m = 0,

rexenie kotorogo imeet vid

v_m(y) = A_m + B_m erf ( y + b_m a_m ) , m = 1, 2, gde A_m, B_m – proizvol~nye postoØnnye.

VozvrawaØs~ k peremennym (x, t), poluqim funkcii u_m(x, t)

u_m(x, t) = A_m + B_m erf ( x 2a_m √ t + b_m a_m ) , m = 1, 2, (2.17)

kotorye, kak legko proverit~, udovletvorØ¸t uravneniØm (2.1), (2.2).

46 G. I. BIȷANOVA

Iz usloviæ (2.3), (2.4) naædem kofffficienty A_1, A_2, togda funkcii (2.17) primut vid

u_1(x, t) = c_1 + B_1 ( erf ( x 2a_1 √ t + μ_1 ) − erf μ_1 ) , (2.18)

u_2(x, t) = c_2 − B_2 erfc ( x 2a_2 √ t + μ_2 ) . (2.19)

Svobodnu¸ granicu α(t) budem iskat~ v vide α(t) = α_0 √ t, α_0 > 0. 1. Rassmotrim zadaqu I. Podstaviv funkcii (2.18), (2.19) v

usloviØ (2.5), naædem kofffficienty B_1, B_2, a vmeste s nimi i rexenie (2.11), (2.12), iz usloviØ Stefana (2.6) poluqim transcendentnoe uravnenie dlØ opredeleniØ kofffficienta α_0

f_1(α_0) := λ_1 a_1 c_1 − u_0 erf β_1 − erf μ_1 e^{−β21} − λ_2 a_2 u_0 − c_2 erfc β_2 e^{−β2} = æ √ π 2 α_0. (2.20)

a) Legko videt~, qto esli c_1 > u_0, u_0 > c_2, to f_1(α_0) → ∞ pri α_0 → +0; f_1(α_0) → −∞ pri α_0 → ∞, krome togo, proizvodnaØ f^′_1(α_0)

f^′_1(α_0) = − λ_1 a^2_1 c_1 − u_0 (erf β_1 − erf μ_1)^2 ( ierfc β_1 + β_1erfc μ_1 ) e^{−β21} − − λ_2 a^2 u_0 − c_2 erfc^2β_2 ierfc β_2 e^{−β2}

otricatel~na pri ∀α_0 > 0, t. e. funkciØ f_1(α_0) monotonno ubyvaet ot ∞ do −∞. No togda ee grafik pereseqet prØmu¸ y = æ √ πα_0/2 v nekotoroæ toqke, i uravnenie (2.20) imeet edinstvennyæ koren~ v oblasti α_0 > 0.

b) Pust~ c_1 = u_0, u_0 > c_2. Togda f_1(α_0) → −λ_2(u_0 − c_1)/(a_2 erfc μ_2) e^{−μ2} < 0 pri α_0 → +0; f_1(α_0) → −∞ pri α_0 → ∞ i f^′_1(α_0) < 0 pri α_0 > 0. Ots¸da sleduet, qto uravnenie (2.20) ne imeet rexeniØ v oblasti α_0 > 0.

c) Pust~ c_1 > u_0, u_0 = c_2. V fftom sluqae f_1(α_0) → ∞ pri α_0 → +0; f_1(α_0) → +0 pri α_0 → ∞, f^′_1(α_0) < 0 pri α_0 > 0, i uravnenie (2.20) imeet edinstvennoe rexenie v oblasti α_0 > 0.

Takim obrazom, pri soglasovanii kraevogo i naqal~nogo dannyh u_0 = c_2 rexenie zadaqi takße suwestvuet. Pri soglasovanii c_1 = u_0 zadaqa I ne imeet rexeniØ.

O TOQNYH REXENI˚H ODNOMERNYH DVUHFAZNYH ZADAQ 47 �tot fakt imeet obosnovanie s toqki zreniØ fiziki. Kak bylo upomØnuto, zadaqa I opisyvaet process plavleniØ vewestva, kotoroe nahodilos~ v tverdom sostoØnii v naqal~nyæ moment vremeni, t.e. ßidkaØ faza otsutstvovala pri t = 0, priqem temperatura plavleniØ vewestva u_0 bol~xe ili ravna naqal~noæ temperature v tverdoæ faze (u_0 > c_2). DlØ suwestvovaniØ rexeniØ trebuetsØ, qtoby temperatura na granice oblasti x = 0 byla strogo bol~xe temperatury plavleniØ (c_1 > u_0). �to oznaqaet, qto graniqnaØ temperatura c_1 ØvlØetsØ edinstvennym istoqnikom tepla, privodØwim k prodvißeni¸ svobodnoæ granicy i vozniknoveni¸ ßidkoæ fazy.

2. Rassmotrim zadaqu II. My naxli kofffficienty B1 i B2 re-

xeniØ (2.18), (2.19) zadaqi I iz usloviæ (2.5). Tak kak v zadaqe II usloviØ (2.7) toqno takie ße, qto i usloviØ (2.5), to rexenie u_m, m = 1, 2 zadaqi II imeet vid (2.11), (2.12). DlØ kofffficienta α_0 my poluqim iz usloviØ (2.8) transcendentnoe uravnenie (2.20) s æ = 0

f_1(α_0) := λ_1 a_1 c_1 − u_0 erf β_1 − erf μ_1 e^{−β21} − λ_2 a_2 u_0 − c_2 erfc β_2 e^{−β2} = 0. (2.21)

Pust~ c_1 > u_0, u_0 > c_2. FunkciØ f_1(α_0) nepreryvna i monotonno ubyvaet ot ∞ do −∞, togda ona obratitsØ v nul~ v nekotoroæ toqke α_0 > 0, kotoraØ i budet edinstvennym kornem uravneniØ (2.21) v oblasti α_0 > 0.

Pri c_1 = u_0, u_0 > c_2 i c_1 > u_0, u_0 = c_2 funkciØ f_1(α_0) ne peresekaet os~ absciss v oblasti α_0 > 0, i uravnenie (2.21) ne imeet poloßitel~nogo kornØ (sm. p. 1: b), c)).

Pust~ c_1 < u_0, u_0 < c_2. V fftom sluqae f_1(α_0) → −∞ pri α_0 → +0; f_1(α_0) → ∞ pri α_0 → ∞; f^′_1(α_0) > 0 pri ∀α_0 > 0. Ots¸da sleduet, qto funkciØ f_1(α_0) monotonno vozrastaet ot −∞ do ∞ i suwestvuet toqka α_0, v kotoroæ ona budet ravna nul¸. �to oznaqaet, qto uravnenie (2.21) imeet poloßitel~nyæ koren~.

Izvestno, qto zadaqa Florina II opisyvaet, v qastnosti, process fil~tracii ßidkosteæ i gazov v poristyh telah s davleniem u_1 i u_2, naprimer, v vode i ßidkoæ nefti. Pri c_1 > u_0, u_0 > c_2 davlenie v vode c_1 bol~xe davleniØ c_2 v nefti, v rezul~tate qego granica razdela ßidkosteæ naqnet prodvigat~sØ v storonu nefti (α_0 > 0). Sluqaæ c_1 < u_0, u_0 < c_2, kogda davlenie v vode c_1 men~xe davleniØ c_2 v nefti, teoretiqeski privodit k

48 G. I. BIȷANOVA suwestvovani¸ rexeniØ zadaqi, odnako v dannom primere ono ne imeet ob¨ØsneniØ.

3. ObratimsØ k zadaqe III. Iz usloviæ (2.10) naædem koffffici-

enty B_1, B_2 funkciæ (2.18), (2.19), a vmeste s nimi i rexenie (2.14), (2.15). Iz usloviØ (2.9) poluqim transcendentnoe uravnenie dlØ opredeleniØ kofffficienta α_0

f_2(α_0) :=

λ_1λ_2 c_1 − c_2

a_1λ_2 (erf β_1 − erf μ_1) e^{β21} + a_2λ_1 erfc β_2 e^{β2} = æ √ π 2 α_0. (2.22)

Pust~ c_1 > c_2. Togda f_2(α_0) → λ_2(c_1 − c_2)/(a_2 erfc μ_2) e^{μ2} > 0 pri α_0 → +0; f_2(α_0) → +0 pri α_0 → ∞ i abscissa toqki pereseqeniØ grafikov funkcii y = f_2(α_0) i prØmoæ y = æ √ πα_0/2 budet poloßitel~nym kornem uravneniØ (2.22).

V sluqaØh c_1 6 c_2 libo æ = 0 uravnenie (2.22) ne imeet rexeniØ v oblasti α_0 > 0. �

Zameqanie 2.1. Esli poloßit~ b1 = 0, b2 = 0 v uravneniØh (2.1),

(2.2) zadaq I i III, to my poluqim iz formul (2.11)–(2.13), (2.20) i (2.14)–(2.16), (2.22) izvestnye avtomodel~nye rexeniØ zadaq Stefana [2] i Verigina [3].

§3. Zadaqi s rassoglasovaniem naqal~nyh i kraevyh dannyh

Izuqim zadaqi so svobodnoæ graniceæ, v kotoryh naqal~nye i kraevye dannye ne soglasovany, no v naqal~nyæ moment vremeni suwestvu¸t obe fazy.

TrebuetsØ naæti funkcii u_1(x, t), u_2(x, t) i α(t), udovletvorØ- ¸wie sledu¸wim paraboliqeskim uravneniØm:

∂_tu_1 − a^2_1 ∂^2_xu_1 − b_1 √ t ∂_xu_1 = 0, x ∈ (−∞, α(t)), t > 0, (3.1)

∂_tu_2 − a^2 ∂^2_xu_2 − b_2 √ t ∂_xu_2 = 0, x ∈ (α(t), ∞), t > 0, (3.2) naqal~nym usloviØm α|_{t=0} = 0, (3.3)

u_1|_{t=0} = c_1, x ∈ (−∞, 0), u_2|_{t=0} = c_2, x ∈ (0, ∞), (3.4)

O TOQNYH REXENI˚H ODNOMERNYH DVUHFAZNYH ZADAQ 49 i usloviØm na svobodnoæ granice x = α(t), t > 0

u_1 = u_2 = u_0, (3.5)

λ_1∂_xu_1 − λ_2 ∂_xu_2 = −æ dα dt (3.6)

v zadaqe Stefana (zadaqa IV);

u_1 = u_2 = u_0, (3.7)

λ_1∂_xu_1 − λ_2 ∂_xu_2 = 0 (3.8) v zadaqe Florina (zadaqa V);

u_1 = u_2, (3.9)

λ_1∂_xu_1 = λ_2 ∂_xu_2 = −æ dα dt (3.10)

v zadaqe Verigina (zadaqa VI);

u_1 = u_2 = u_0 − γ √ t dα dt , (3.11)

λ_1∂_xu_1 − λ_2 ∂_xu_2 = −æ dα dt (3.12)

v zadaqe Stefana s “pereohlaßdeniem” (zadaqa VII);

u_1 = u_2 = u_0 − γ √ t dα dt , (3.13)

λ_1∂_xu_1 − λ_2 ∂_xu_2 = 0 (3.14) v vyroßdennoæ zadaqe Stefana s “pereohlaßdeniem” (zadaqa VIII).

Zdes~ c_1, c_2, u_0 i vse kofffficienty postoØnnye, priqem a_m > 0, λ_m > 0, m = 1, 2, æ > 0.

Zadaqa Stefana (3.1)–(3.4), (3.11), (3.12) opisyvaet, v qastnosti, process plavleniØ vewestva s uqetom ØvleniØ “pereohlaßdeniØ”, pri kotorom temperatura v ßidkoæ (tverdoæ) faze moßet byt~ men~xe (bol~xe) temperatury plavleniØ ili kristallizacii.

50 G. I. BIȷANOVA

Teorema 3.1. Pust~

æ > 0; g_1(0) ≠ 0; c_1 > u_0 > c_2 ili c_1 > u_0 > c_2,

gde funkciØ g_1(α_0) opredelena v formule (3.25).

Togda zadaqa Stefana (3.1)–(3.6) imeet rexenie v vide

u_1(x, t) = c_1 − c_1 − u_0 1 + erf β_1 ( 1 + erf ( x 2a_1 √ t + μ_1 )) , (3.15)

u_2(x, t) = c_2 + u_0 − c_2 erfc β_2 erfc ( x 2a_2 √ t + μ_2 ) , (3.16)

α(t) = α_0 √ t, (3.17) gde α_0 ØvlØetsØ kornem transcendentnogo uravneniØ (3.25), priqem α_0 > 0 pri g_1(0) > 0 i α_0 < 0 pri g_1(0) < 0.

Teorema 3.2. Pust~

g_1(0) ≠ 0; c_1 > u_0 > c_2 ili c_1 < u_0 < c_2,

gde funkciØ g_1(α_0) opredelena v formule (3.26).

Togda zadaqa Florina (3.1)–(3.4), (3.7), (3.8) imeet rexenie v vide (3.15)–(3.17), gde α_0 ØvlØetsØ kornem transcendentnogo uravneniØ (3.26), priqem esli c_1 > u_0 > c_2, to α_0 > 0 pri g_1(0) > 0 i α_0 < 0 pri g_1(0) < 0; esli c_1 < u_0 < c_2, to α_0 > 0 pri g_1(0) < 0 i α_0 < 0 pri g_1(0) > 0.

Teorema 3.3. Pust~_{æ > 0; c1 ≠ c2.}

Togda zadaqa Verigina (3.1)–(3.4), (3.9), (3.10) imeet rexenie v vide

u_1(x, t) = c_1 − æ √ πa_1 α_0 2λ_1 ( 1 + erf ( x 2a_1 √ t + μ_1 )) e^{β21} , (3.18)

u_2(x, t) = c_2 + æ √ πa_2 α_0 2λ_2 erfc ( x 2a_2 √ t + μ_2 ) e^{β2} , (3.19)

α(t) = α_0 √ t, gde α_0 ØvlØetsØ kornem transcendentnogo uravneniØ (3.27), priqem α_0 > 0 pri c_1 > c_2 i α_0 < 0 pri c_1 < c_2.

O TOQNYH REXENI˚H ODNOMERNYH DVUHFAZNYH ZADAQ 51

Teorema 3.4. Pust~

æ > 0; g_3(0) ≠ 0; c_1 > c_2,

gde funkciØ g_3(α_0) opredelena v formule (3.28).

Togda zadaqa Stefana s “pereohlaßdeniem” (3.1)–(3.4), (3.11), (3.12) imeet rexenie v vide

u_1(x, t) = c_1 − c_1 − u_0 + γα_0/2

1 + erfβ_1 ( 1 + erf( x 2a_1 √ t + μ_1) ) , (3.20)

u_2(x, t) = c_2 + u_0 − c_2 − γα_0/2 erfc β_2 erfc ( x 2a_2 √ t + μ_2), (3.21)

α(t) = α_0 √ t, (3.22) gde α_0 ØvlØetsØ kornem transcendentnogo uravneniØ (3.28), priqem v sluqae c_1 > c_2, esli γ > 0, to α_0 > 0 pri g_3(0) < 0 i α_0 < 0 pri g_3(0) > 0; esli γ < 0, to α_0 > 0 pri g_3(0) > 0 i α_0 < 0 pri g_3(0) < 0; v sluqae c_1 = u_0 = c_2 i γ > 0, esli uravnenie (3.29) imeet edinstvennyæ nenulevoæ koren~, to kofffficient α_0 opredelen i raven fftomu korn¸.

Teorema 3.5. Pust~

g_3(0) ≠ 0; c_1 > c_2 ili c_1 < c_2,

gde funkciØ g_3(α_0) opredelena v formule (3.30).

Togda vyroßdennaØ zadaqa Stefana s “pereohlaßdeniem” (3.1)– (3.4), (3.13), (3.14) imeet rexenie v vide (3.20)–(3.22), gde α_0 ØvlØetsØ kornem transcendentnogo uravneniØ (3.30), priqem esli γ > 0, to α_0 > 0 pri g_3(0) < 0 i α_0 < 0 pri g_3(0) > 0; esli γ < 0, to α_0 > 0 pri g_3(0) > 0 i α_0 < 0 pri g_3(0) < 0.

Zameqanie 3.1. Tak kak postanovki zadaq IV i VII s æ > 0 pred-

polaga¸t, qto oblast~ (−∞, α(t)), v qastnosti, zanØta ßidkost~¸, a (α(t), ∞) – tverdym vewestvom, to v fftih zadaqah stavitsØ uslovie c_1 > c_2 ili c_1 > c_2.

Dokazatel~stvo teorem 3.1–3.5. V §2 byli poluqeny rexeniØ

uravneniæ (3.1), (3.2) v vide (2.17). Iz usloviæ (3.4) naædem kofffficienty A_m, togda funkcii u_m, m = 1, 2 prinima¸t vid

u_1(x, t) = c_1 + B_1 ( 1 + erf ( x 2a_1 √ t + μ_1 )) , −∞ < x < α(t), (3.23)

52 G. I. BIȷANOVA

u_2(x, t) = c_2 − B_2 erfc ( x 2a_2 √ t + μ_2 ) , α(t) < x < ∞. (3.24) Svobodnu¸ granicu α(t) budem iskat~ v vide α(t) = α_0 √ t, gde kofffficient α_0 ne raven nul¸ i moßet prinimat~ l¸boæ znak v otliqie ot zadaq I–III.

1. Rassmotrim zadaqu Stefana IV. Iz usloviæ (3.5), (3.6) naæ-

dem kofffficienty B_m funkciæ (3.23), (3.24) i tem samym rexenie (3.15), (3.16) zadaqi, a dlØ kofffficienta α_0 – transcendentnoe uravnenie

g_1(α_0) := λ_1 a_1 c_1 − u_0 1 + erfβ_1 e^{−β21} − λ_2 a_2 u_0 − c_2 erfc β_2 e^{−β2} = æ √ π 2 α_0, (3.25)

zdes~ β_m = α_0/(2a_m) + b_m/a_m, m = 1, 2

a) Pust~ c_1 > u_0, u_0 > c_2. Iz formuly (3.25) vidno, qto g_1(α_0) → ∞ pri α_0 → −∞; g_1(α_0) → −∞ pri α_0 → ∞ i

g^′_1(α_0) = − λ_1 a^2_1 c_1 − u_0 (1 + erfβ_1)^2 ierfc (−β_1) e^{−β21} − − λ_2 a^2 u_0 − c_2 erfc^2β_2 ierfc β_2 e^{−β2} < 0 ∀α_0 ∈ R^1,

t.e. funkciØ g_1(α_0) monotonno ubyvaet ot ∞ do −∞, no togda grafik funkcii y = g_1(α_0) pereseqet prØmu¸ y = æ √ πα_0/2 v nekotoroæ toqke, abscissa kotoroæ budet kornem uravneniØ (3.25), priqem fftot koren~ poloßitelen pri g_1(0) > 0 i otricatelen pri g_1(0) < 0 (v qem legko moßno ubedit~sØ, postroiv shematiqeski grafiki funkciæ). Oqevidno pri g_1(0) = 0 koren~ uravneniØ (3.25) raven nul¸.

b) Pust~ c_1 = u_0, u_0 > c_2. V fftom sluqae g_1(α_0) → −0 pri α_0 → −∞; g_1(α_0) → −∞ pri α_0 → ∞, g^′_1(α_0) < 0 pri ∀α_0 ∈ R^1, g_1(0) < 0, i uravnenie (3.25) imeet edinstvennyæ otricatel~nyæ koren~.

c) Pri c_1 > u_0, u_0 = c_2 funkciØ g_1(α_0) monotonno ubyvaet ot ∞ do +0 pri izmenenii α_0 ot −∞ do ∞, g_1(0) > 0, i uravnenie (3.25) imeet edinstvennyæ poloßitel~nyæ koren~.

Zametim, qto sluqaæ soglasovaniØ dannyh c_1 = u_0, u_0 = c_2 privodit k nulevomu rexeni¸ uravneniØ (3.25).

Kak bylo otmeqeno, zadaqa Stefana modeliruet, v qastnosti, process plavleniØ (kristallizacii) vewestva. V rassmatrivaemoæ modeli u_1 moßet byt~ temperaturoæ v ßidkoæ faze, u_2 –

O TOQNYH REXENI˚H ODNOMERNYH DVUHFAZNYH ZADAQ 53 temperaturoæ v tverdoæ faze. Poluqennoe rexenie imeet sledu- ¸wu¸ fiziqesku¸ interpretaci¸. V sluqaØh a) pri g_1(0) > 0 i c) koren~ uravneniØ (3.25) α_0 poloßitelen i naqnetsØ process plavleniØ vewestva. V sluqaØh a) pri g_1(0) < 0 i b) kofffficient α_0 otricatelen, i budet proishodit~ process kristallizacii.

2. Rassmotrim zadaqu Florina V. Ee rexenie imeet vid (3.15)–

(3.17), gde α_0 ØvlØetsØ kornem uravneniØ (3.25) s æ = 0

g_1(α_0) := λ_1 a_1 c_1 − u_0 1 + erfβ_1 e^{−β21} − λ_2 a_2 u_0 − c_2 erfc β_2 e^{−β2} = 0. (3.26)

Soglasno p. 1: a) dokazatel~stva teoremy 3.1 pri c_1 > u_0, u_0 > c_2 funkciØ g_1(α_0) monotonno ubyvaet ot ∞ do −∞, pofftomu naædetsØ toqka α_0, v kotoroæ ona obratitsØ v nul~, priqem α_0 > 0, esli g_1(0) > 0 i α_0 < 0, esli g_1(0) < 0. V sluqaØh p. 1: b) i c) grafik funkcii g_1(α_0) ne pereseqet os~ absciss, i uravnenie (3.26), a znaqit, i zadaqa V ne ime¸t rexeniØ.

Pust~ c_1 < u_0, u_0 < c_2. V fftom sluqae g_1(α_0) → −∞ pri α_0 → −∞; g_1(α_0) → ∞ pri α_0 → ∞; g^′_1(α_0) > 0 pri ∀α_0 ∈ R^1, i uravnenie (3.26) imeet edinstvennoe rexenie α_0, priqem α_0 > 0 pri g_1(0) < 0 i α_0 < 0 pri g_1(0) > 0.

V sluqae c_1 = u_0, u_0 ≠ c_2 i c_1 ≠ u_0, u_0 = c_2, a takße pri soglasovanii dannyh c_1 = u_0 = c_2 rexenie uravneniØ (3.26), a znaqit i zadaqi V ne suwestvuet.

3. ObratimsØ k zadaqe Verigina VI. Ispol~zuØ predstavlenie

rexeniØ v vide (3.23), (3.24), iz usloviæ (2.10), (2.9) naædem funkcii (3.18), (3.19) i transcendentnoe uravnenie dlØ kofffficienta α_0

g_2(α_0) :=

λ_1λ_2 c_1 − c_2

a_1λ_2 (1 + erfβ_1) e^{β21} + a_2λ_1 erfc β_2 e^{β2} = æ √ π 2 α_0. (3.27)

Iz formuly (3.27) vidno, qto g_2(α_0) → +0 sgn (c_1 −c_2) pri α_0 → ±∞, funkciØ g_2(α_0) znakopostoØnna dlØ ∀α_0 ∈ R^1, ee znak zavisit ot znaka raznosti c_1 − c_2. Ots¸da sleduet, qto grafik funkcii g_2(α_0) raspoloßen sverhu pri c_1 > c_2 ili snizu pri c_1 < c_2 osi absciss, i uravnenie (3.27) imeet poloßitel~nyæ koren~ pri c_1 > c_2 i otricatel~nyæ – pri c_1 < c_2.

54 G. I. BIȷANOVA

Izvestno, qto zadaqa Verigina modeliruet, v qastnosti, process fil~tracii ßidkosteæ v poristyh sredah, naprimer, vody i nefti. Esli u_1 – davlenie v vode, a u_2 – v nefti, to pri u_1|_{t=0} = c_1 > u_2|_{t=0} = c_2 koren~ α_0 uravneniØ (3.27) poloßitelen, i svobodnaØ granica x = α_0 √ t naqnet prodvigat~sØ v storonu nefti, a pri c_1 < c_2 – v storonu vody, t.k. kofffficient α_0 budet otricatel~nym.

4. Rexenie (3.20), (3.21) zadaqi Stefana s “pereohlaßdeniem”

VII nahoditsØ srazu iz formul (3.23), (3.24) posle opredeleniØ kofffficientov B_m, m = 1, 2, iz usloviæ (3.11); iz usloviØ Stefana (3.12) poluqim uravnenie dlØ kofffficienta α_0

g_3(α_0) : = λ_1 a_1 c_1 − u_0 + γ α_0/2 1 + erfβ_1 e^{−β21} − − λ_2 a_2 u_0 − c_2 − γ α_0/2 erfc β_2 e^{−β2} = æ √ π 2 α_0.

(3.28)

Legko videt~, qto g_3(α_0) → −∞ sgnγ pri α_0 → −∞; g_3(α_0) → ∞ sgnγ pri α_0 → ∞ i g_3(α_0) = O(α^2_0) pri α_0 → ±∞. �to oznaqaet, qto grafiki funkcii y = g_3(α_0) i prØmoæ y = æ √ πα_0/2 peresekutsØ v nekotoroæ toqke, abscissa kotoroæ α_0 budet kornem uravneniØ (3.28), priqem, esli γ > 0, to α_0 > 0 pri g_3(0) < 0 i α_0 < 0 pri g_3(0) > 0; esli γ < 0, to α_0 > 0 pri g_3(0) > 0 i α_0 < 0 pri g_3(0) < 0.

Pri c_1 = u_0, c_2 = u_0 uravnenie (3.28) imeet odin koren~ α_0, ravnyæ nul¸, ostal~nye korni opredelØ¸tsØ iz uravneniØ

g_4(α_0) := λ_1 a_1 γ 1 + erfβ_1 e^{−β21} + λ_2 a_2 γ erfcβ_2 e^{−β2} = æ √ π. (3.29) Ots¸da vidno, qto funkciØ g_4(α_0) znakopostoØnna, priqem g_4(α_0) → ∞ sgnγ pri α_0 → ±∞ i proizvodnaØ

g^′_4(α_0) = − λ_1 a^2_1 γ (1 + erfβ_1)^2 ierfc (−β_1) e^{−β21} + λ_2 a^2 γ erfc^2β_2 ierfc β_2 e^{−β2}

menØet znak v nekotoroæ toqke α_0. V silu usloviØ æ > 0 uravnenie (3.29) pri γ > 0 budet imet~ libo dva kornØ, esli grafik funkcii y = g_4(α_0) pereseqet prØmu¸ y = æ √ π v dvuh toqkah, libo ni odnogo, kogda oni ne pereceka¸tsØ, libo odin, esli prØmaØ kosnetsØ grafik funkcii y = g_4(α_0) v toqke ee minimuma,

O TOQNYH REXENI˚H ODNOMERNYH DVUHFAZNYH ZADAQ 55 abscissa kotoroæ α_0 i budet kornem uravneniØ (3.29). Zadaqa budet imet~ rexenie tol~ko v sluqae, esli fftot koren~ ne raven nul¸.

�ta zadaqa, kak i zadaqa zadaqa Stefana IV, opisyvaet, v qastnosti process plavleniØ ili kristallizacii vewestva pri uslovii, qto oblast~ (−∞, α(t)) zanØta ßidkoæ fazoæ, a (α(t), ∞) – tverdoæ fazoæ. Temperatura plavleniØ (kristallizacii) vewestva soglasno uslovi¸ (3.11) ravna u^∗ = −γα_0/2 + u_0. Posmotrim, kak vliØ¸t dannye zadaqi na process fazovogo perehoda v fftom primere.

Pust~ γ > 0. Pri 1_1) c_1 > u_0, c_2 < u_0, g_3(0) > 0; 2_1) c_1 > u_0, c_2 > u_0 imeem α_0 < 0, u^∗ > u_0, i temperatura v ßidkoæ faze v naqal~nyæ moment vremeni c_1 moßet byt~ men~xe temperatury kristallizacii u^∗ (c_1 < u^∗), t.e ßidkost~ budet “pereohlaßdennoæ”; pri 3_1) c_1 > u_0, c_2 < u_0, g_3(0) < 0; 4_1) c_1 6 u_0, c_2 < u_0 poluqim, qto α_0 > 0, u^∗ < u_0, i temperatura v tverdoæ faze v naqal~nyæ moment vremeni c_2 moßet byt~ bol~xe temperatury plavleniØ u^∗ (c_2 > u^∗), t.e tverdoe vewestvo budet “peregretym” v processe plavleniØ.

Pust~ teper~ γ < 0. Pri 1_2) c_1 > u_0, c_2 < u_0, g_3(0) > 0; 2_2) c_1 > u_0, c_2 > u_0 koren~ α_0 poloßitelen, u^∗ > u_0, i naqnetsØ process plavleniØ vewestva, priqem temperatura v ßidkoæ faze c_1 pri t = 0 moßet byt~ men~xe temperatury plavleniØ u^∗ (c_1 < u^∗), i ßidkost~ budet “pereohlaßdennoæ” v processe plavleniØ; pri 3_2) c_1 > u_0, c_2 < u_0, g_3(0) < 0; 4_2) c_1 6 u_0, c_2 < u_0 imeem otricatel~nyæ kofffficient α_0, u^∗ < u_0, i naqnetsØ process kristallizacii vewestva, priqem temperatura v tverdoæ faze c_2 pri t = 0 moßet byt~ bol~xe temperatury kristallizacii u^∗ (c_2 > u^∗), t.e tverdoe vewestvo okaßetsØ “peregretym” v processe kristallizacii.

Krome togo, v sluqaØh 2_1), 2_2) i 4_1), 4_2) ne iskl¸qa¸tsØ neravenstva c_2 > u^∗ i c_1 < u^∗ sootvetstvenno, kotorye oznaqa¸t, qto tverdoe vewestvo ØvlØetsØ “peregretym”, a ßidkost~ – “pereohlaßdennoæ” v processah plavleniØ i kristallizacii.

Takim obrazom, teoretiqeski rexenie zadaqi Stefana s “pereohlaßdeniem” suwestvuet vo vseh sluqaØh sootnoxeniæ meßdu dannymi zadaqi pri uslovii, qto c_1 > c_2, priqem ßidkost~ moßet byt~ “pereohlaßdennoæ” (c_1 < u^∗) v processah kristallizacii v sluqaØh 1_1), 2_1), 4_2) i plavleniØ v sluqaØh 4_1), 1_2), 2_2),

56 G. I. BIȷANOVA a tverdoe vewestvo – “peregretym” (c_2 > u^∗) v processah plavleniØ v sluqaØh 3_1), 4_1), 2_2) i kristallizacii v sluqaØh 2_1), 3_2), 4_2). �to oznaqaet, qto ne vypolnØetsØ osnovnoæ postulat ravnovesnoæ termodinamiki, soglasno kotoromu temperatura v ßidkoæ faze dolßna byt~ bol~xe ili ravna temperature fazovogo perehoda (c_1 > u^∗), a v tverdoæ faze – men~xe ili ravna fftoæ temperature (c_2 6 u^∗).

5. Rassmotrim vyroßdennu¸ zadaqu Stefana s “pereohlaßdeni-

em” VIII. Ee rexenie imeet vid (3.20)–(3.22). Poloßiv v formule (3.28) æ ravnym nul¸, poluqim uravnenie dlØ kofffficienta α_0

g_3(α_0) : = λ_1 a_1 c_1 − u_0 + γ α_0 /2

1 + erfβ_1 e^{−β21} − − λ_2 a_2 u_0 − c_2 − γ α_0/2

erfcβ_2 e^{−β2} = 0.

(3.30)

Ono imeet rexenie α_0, opredelØemoe geometriqeski toqkoæ pereseqeniØ grafika funkcii y = g_3(α_0) s os~¸ absciss, priqem, kak i v zadaqe VII, znak kofffficienta α_0 > 0 zavisit ot znakov veliqin γ i g_3(0). V fftoæ zadaqe pomimo sootnoxeniØ meßdu dannymi zadaqi VII c_1 > c_2 (sm. p. 4: 1_m)–4_m), m = 1, 2) ne iskl¸qaetsØ takße neravenstvo c_1 < c_2.

Sluqaæ c_1 = c_2 = u_0 ne privodit k nenulevomu korn¸ α_0, t.k. uravnenie (3.30) svoditsØ k uravneni¸

λ_1 a_1 1 1 + erfβ_1 e^{−β21} + λ_2 a_2 1 erfcβ_2 e^{−β2} = 0,

kotoroe ne imeet rexeniØ v R^1 pri ∀γ. �

§4. Zadaqi Stefana s “pereohlaßdeniem”

Rassmotrim dve neregulØrnye zadaqi Stefana s “pereohlaßdeniem”, v kotoryh trebuetsØ naæti funkcii u_1(x, t), u_2(x, t) i α(t) > 0, udovletvorØ¸wie sledu¸wim paraboliqeskim uravneniØm, naqal~nym i graniqnomu usloviØm:

∂_tu_1 − a^2_1 ∂^2_xu_1 − b_1 √ t ∂_xu_1 = 0, x ∈ (0, α(t)) t > 0 (4.1)

∂_tu_2 − a^2 ∂^2_xu_2 − b_2 √ t ∂_xu_2 = 0, x ∈ (α(t), ∞) t > 0, (4.2)

O TOQNYH REXENI˚H ODNOMERNYH DVUHFAZNYH ZADAQ 57 α|_{t=0} = 0, u_2|_{t=0} = c_2, x ∈ (0, ∞), (4.3) u_1|_{x=0} = c_1, t > 0. (4.4) Na svobodnoæ granice x = α(t), t > 0 zada¸tsØ usloviØ

u_1 = u_2 = u_0 − γ √ t dα dt , (4.5)

λ_1∂_xu_1 − λ_2 ∂_xu_2 = −æ dα dt (4.6)

v zadaqe Stefana s “pereohlaßdeniem” (zadaqa IX) i usloviØ

u_1 = u_2 = u_0 − γ √ t dα dt , (4.7)

λ_1∂_xu_1 − λ_2 ∂_xu_2 = 0 (4.8) v vyroßdennoæ zadaqe Stefana s “pereohlaßdeniem” (zadaqa X).

V otliqie ot zadaq Stefana s “pereohlaßdeniem” VII i VIII, rassmotrennyh v §3, v fftih zadaqah pervaØ faza (0, α(t)) otsutstvuet v naqal~nyæ moment vremeni, i pofftomu svobodnaØ granica α(t) dolßna byt~ vozrasta¸weæ funkcieæ, a v silu usloviØ α(0) = 0 – poloßitel~noæ, kak i v zadaqah §2.

Teorema 4.1. Pust~ æ > 0. Zadaqa Stefana s “pereohlaßdeniem”

(4.1)–(4.6) imeet rexenie sledu¸wego vida

u_1(x, t) = c_1 − c_1 − u_0 + γα_0/2

erfβ_1 − erfμ_1 ( erf ( x 2a_1 √ t + μ_1 ) − erfμ_1 ) , (4.9)

u_2(x, t) = c_2 + u_0 − c_2 − γα_0/2

erfc β_2 erfc ( x 2a_2 √ t + μ_2 ) , (4.10)

α(t) = α_0 √ t, α_0 > 0, (4.11) gde α_0 ØvlØetsØ kornem transcendentnogo uravneniØ

φ(α_0) : = λ_1 a_1 c_1 − u_0 + γα_0/2

erfβ_1 − erfμ_1 e^{−β21} − − λ_2 a_2 u_0 − c_2 − γα_0/2

erfc β_2 e^{−β2} = æ √ π 2 α_0,

(4.12)

esli vypolneno odno iz sledu¸wih usloviæ: a) c_2 6 c_1 < u_0, γ > 0; b) c_2 < c_1 = u_0, lim_{α0→+0} φ(α_0) < 0, γ > 0; c) c_2 6 c_1, c_1 > u_0, γ < 0.

58 G. I. BIȷANOVA

Teorema 4.2. VyroßdennaØ zadaqa Stefana s “pereohlaßdeni-

em” (4.1)–(4.4), (4.7), (4.8) imeet rexenie v vide (4.9)–(4.11), gde α_0 ØvlØetsØ kornem transcendentnogo uravneniØ φ(α_0) = 0, esli vypolneno odno iz sledu¸wih usloviæ: a) c_1 < u_0, γ > 0; b) c_1 = u_0, c_2 < u_0, lim_{α0→+0} φ(α_0) < 0, γ > 0; c) c_1 > u_0, γ < 0; d) c_1 = u_0,

c_2 > u_0, lim_{α0→+0} φ(α_0) > 0, γ < 0 (zdes~ funkciØ φ(α_0) opredelena v

formule (4.12)).

Dokazatel~stvo teorem 4.1, 4.2. Funkcii (4.9), (4.10) i uravne-

niØ (4.12), φ(α_0) = 0 nahodØtsØ iz formul (2.11), (2.12) i (2.20), (2.21) s u_0 − γα_0/2 vmesto u_0. Dalee, zametim, qto pri α_0 → ∞ φ(α_0) = O(α^2_0), φ(α_0) → ∞ sgnγ.

1. Rassmotrim zadaqu IX. Na osnovanii predyduwego zameqaniØ

poluqim, qto uravnenie (4.12) imeet poloßitel~nyæ koren~ v sluqae γ > 0, esli a) c_1 < u_0, t.k. φ(α_0) → −∞ pri α_0 → +0; b) c_1 = u_0, c_2 < u_0 i lim_{α0→+0} φ(α_0) < 0, a v sluqae γ < 0, esli c) c_1 > u_0,

t.k. φ(α_0) → ∞ pri α_0 → +0.

UqityvaØ fiziqeskiæ smysl zadaqi, otmetim, qto v sluqaØh a) i c) vozmoßno Øvlenie “pereohlaßdeniØ” ßidkosti (c_1 < u^∗), a v sluqaØh a), b) i c) – “peregrev” tverdogo vewestva (c_2 > u^∗), zdes~ u^∗ = u_0 − γα_0/2 – temperatura plavleniØ.

2. ObratimsØ k zadaqe X. Uravnenie φ(α0) = 0 imeet rexenie v

oblasti α_0 > 0 vo vseh sluqaØh a)–c) punkta 1. Krome togo, v fftoæ zadaqe ne iskl¸qaetsØ sluqaæ d) c_1 = u_0, c_2 > u_0 i lim_{α0→+0} φ(α_0) > 0

pri γ < 0, kotoryæ takße privodit k poloßitel~nomu korn¸ α_0 uravneniØ φ(α_0) = 0. �

Literatura

1. L. I. Rubinxteæn, Problema Stefana. Zvaægzne, Riga (1967). 2. A. N. Tihonov, A. A. Samarskiæ, UravneniØ matematiqeskoæ fiziki.

Nauka, M. (1972).

3. N. N. Verigin, Nagnetanie vØßuwih rastvorov v gornye porody v usloviØh povyxeniØ proqnosti i nepronicaemosti osnovaniæ gidrotehniqeskih soorußeniæ. — IzvestiØ AN SSSR No. 5 (1952), 674–687.

4. V. A. Florin, Uplotnenie zemlØnoæ sredy i fil~traciØ pri peremennoæ poristosti s uqetom vliØniØ svØzannoæ vody. – IzvestiØ AN SSSR

No. 1 (1951), 1625–1649.

5. A. Fridman, B. Hu, The Stefan problem with kinetic condition at the free boundary. — Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa Cl. Sci. (4) 19, No. 1, (1992), 87–111.

O TOQNYH REXENI˚H ODNOMERNYH DVUHFAZNYH ZADAQ 59 6. I. G. Getc, A. M. Meærmanov, Obobwennoe rexenie zadaqi Stefana s kinetiqeskim pereohlaßdeniem. — Sibirskiæ ßurnal industrial~noæ matematiki III, No. 1 (5), (2000), 66–86..

7. G. I. Bizhanova, A. Sarsekeeva, On the solvability of free boundary problems with supercooling. – Far East Journal of Applied Mathematics, 15, No. 2 (2004), 223–243.

8. Spravoqnik po special~nym funkciØm pod red. M. Abramovca i I. Stigan. Nauka, M. (1979).

Bizhanova G. I. On exact solutions of one-dimensional two phase free boundary problems for parabolic equations.

The paper is concerned with auto-modelling solutions of one-dimen-sional two phase Stefan, Florin, and Verigin free boundary problems for parabolic equations whose initial and boundary data are not adjusted. It is shown that in the Stefan problem with “supercooling” a liquid can have a temperature less than the temperature of the phase transition, i.e., a liqued can be “supercooled” and solid “superheated.”

Postupilo 12 oktØbrØ 2004 g.

Institut matematiki Ministerstva obrazovaniØ i nauki Respubliki Kazahstan

E-mail: galya@math.kz