Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 318, 2004 g.

M. X. Birman, T. A. Suslina

USREDNENIE MNOGOMERNOGO PERIODIQESKOGO �LLIPTIQESKOGO OPERATORA V OKRESTNOSTI KRA˚ VNUTRENNE` LAKUNY

PamØti dorogoæ Ol~gi Aleksandrovny Ladyßenskoæ

§0. Vvedenie

1. Izvestnu¸ proceduru usredneniØ dlØ poluograniqennyh

periodiqeskih operatorov v L_2(R^d) estestvenno rassmatrivat~ kak spektral~nyæ porogovyæ ffffekt vblizi nißnego kraØ spektra. �ta toqka zreniØ posledovatel~no provoditsØ, naprimer, v [5, 6]. V spektre periodiqeskih operatorov vozmoßny vnutrennie lakuny, kraØ kotoryh takße ØvlØ¸tsØ istoqnikami porogovyh ffffektov. Pofftomu estestvennym ØvlØetsØ vopros: moßno li svØzat~ s kraØmi vnutrennih lakun analogi procedury usredneniØ? Na prosteæxem primere odnomernogo periodiqeskogo operatora D_xg(x)D_x takie analogi byli opisany v [3], gde takße otmeqalas~ vozmoßnost~ obobweniæ. Zdes~ my rassmatrivaem takie obobweniØ primenitel~no k mnogomernomu periodiqeskomu operatoru Xredingera pri naliqii metriki (sm. niße operator (1.1)). Kak postanovka zadaqi, tak i harakter rezul~tatov, primerno te ße, qto i v [3]. Obnarußiva¸tsØ, odnako, i nekotorye novye ffffekty. Krome togo, potrebovalas~ i neskol~ko bolee prodvinutaØ tehnika, kotoru¸ udalos~ zaimstvovat~ iz rabot avtorov [2, 8], gde rassmatrivalis~ porogovye ffffekty v svØzi s zadaqami drugogo tipa. Sravnenie odnomernogo i mnogomernogo sluqaev udobno otloßit~ (sm. p. 3.4). Vproqem, i pri

d = 1, i pri d > 1, procedura usredneniØ, svØzannaØ s kraem

Rabota vypolnena pri podderßke RFFI (grant 02-01-00798). 60

USREDNENIE PERIODIQESKOGO OPERATORA 61

vnutrenneæ lakuny, neset na sebe qerty kak porogovogo, tak i vysokoffnergetiqeskogo ffffektov.

2. V stat~e tri paragrafa. V §1 sobrany nußnye svedeniØ o

spektral~nyh svoæstvah deæstvu¸wego v L_2(R^d) periodiqeskogo operatora vida (1.1). V §2 issleduetsØ povedenie rezol~venty fftogo operatora vblizi kraØ vnutrenneæ spektral~noæ lakuny. V §3 trebuemye fakty ob usrednenii vyvodØtsØ iz rezul~tatov §2 prostym preobrazovaniem masxtaba. Krome togo, §3 soderßit obsußdenie poluqennyh rezul~tatov.

3. Niße qerez C, c (vozmoßno, s indeksami) oboznaqa¸tsØ raz-

liqnye postoØnnye v ocenkah. Simvoly ⟨·, ·⟩ i | · | oznaqa¸t standartnoe skalØrnoe proizvedenie i normu v C^d . Qerez 1 oboznaqaetsØ ediniqnaØ (d × d)-matrica. Dalee, ∇ = gradx, D = −i∇x;

Φ = Φx_→¸ – operator Fur~e v R^d. Qerez Ω = (0, 1)^d oboznaqaem

ediniqnyæ kub v R^d, qerez T^d – tor R^d/(2πZ)^d s inducirovannoæ

R^d-metrikoæ. Toqki ¸ ∈ T^d obyqno (no ne vsegda) budem reali-

zovyvat~ toqkami iz ~Ω = [−π, π)^d.

Osnovnu¸ rexetku periodov Γ v R^d bez ograniqeniØ obwnosti budem sqitat~ kubiqeskoæ: Γ = Z^d. Deæstvitel~no, svodØ lineænym preobrazovaniem v R^d rexetku Γ k Z^d, my preobrazuem Γ-periodiqeskiæ operator (1.1) k Z^d-periodiqeskomu operatoru togo ße vida.

Qerez H^1 niße oboznaqaetsØ klass Soboleva pervogo porØdka gladkosti s metrikoæ L_2-tipa; qerez ~H^1(Ω) – podprostranstvo teh funkciæ iz H^1(Ω), dlØ kotoryh Z^d-periodiqeskoe prodolßenie prinadleßit klassu H^1_{loc}(R^d). Nakonec, qerez ~H^1_¸(Ω) oboznaqim sovokupnost~ funkciæ vida

u(x) = exp(i⟨x, ¸⟩)v(x), v ∈ ~H^1(Ω), ¸ ∈ R^d. (0.1)

DlØ funkcii f : R^d → C oboznaqaem qerez f^ε funkci¸

f^ε(x) = f(ε^{−1}x), x ∈ R^d, ε > 0. (0.2)

Dalee, qerez f dlØ Z^d-periodiqeskoæ funkcii f ∈ L_{1,loc}(R^d) oboznaqaem srednee znaqenie po kubu Ω: f = ∫ Ω f(x) dx. (0.3)

62 M. X. BIRMAN, T. A. SUSLINA

V svØzi s oboznaqeniem (0.3) my vynußdeny verhniæ indeks ∗ ispol~zovat~ ne tol~ko dlØ oboznaqeniØ soprØßennogo operatora, no i dlØ oboznaqeniØ kompleksno-soprØßennoæ funkcii.

Qerez [f] oboznaqaetsØ operator umnoßeniØ na funkci¸ f.

4. V rØde sluqaev utverßdeniØ i formuly stat~i soderßat

dvoænye indeksy “±^{′′}. Oni pri kaßdom iz dvuh indeksov dolßny qitat~sØ nezavisimo. Esli ssylka na formulu nußna lix~ pri odnom indekse, posledniæ dopisyvaetsØ k nomeru formuly.

5. Blagodarnosti. Avtory s blagodarnost~¸ otmeqa¸t, qto

nastoØwaØ rabota zaverxena vo vremØ vizita avtorov v Universitet Qalmers (Geteborg) pri podderßke granta Xvedskoæ Akademii Estestvennyh Nauk. Osobo avtory blagodarØt prof. G. Rozenbl¸ma (Universitet Qalmers) za gostepriimstvo i stimuliru¸wie obsußdeniØ.

§1. Spektral~nye svoæstva periodiqeskogo operatora Xredingera 1. Opredelenie operatora. Spektral~noe razloßenie. V

L_2(R^d), d ≥ 1, rassmotrim samosoprØßennyæ operator A, poro-

ßdennyæ differencial~nym vyraßeniem

A = D^∗g(x)D + p(x), (1.1)

gde g – simmetriqnaØ vewestvennaØ izmerimaØ (d × d)-matricafunkciØ, p – vewestvennaØ funkciØ, priqem

c_01 ≤ g(x) ≤ c_11, 0 < c_0 ≤ c_1 < ∞, x ∈ R^d, (1.2)

p ∈ L_∞(R^d), (1.3)

p(x + n) = p(x), g(x + n) = g(x), x ∈ R^d, n ∈ Z^d. (1.4)

Toqnoe opredelenie operatora A daetsØ qerez poluograniqennu¸ zamknutu¸ v L_2(R^d) kvadratiqnu¸ formu a[u, u] = ∫ Rd^{(⟨g(x)∇u, ∇u⟩ + p(x)|u|2) dx, u ∈ H1(Rd).} Dalee, v L_2(Ω) rassmotrim semeæstvo zamknutyh form a¸[u, u] = ∫ Ω (⟨g(x)∇u, ∇u⟩ + p(x)|u|2) dx, u ∈ ~H1¸ (Ω), ¸ ∈ R^d. (1.5)

USREDNENIE PERIODIQESKOGO OPERATORA 63

Poroßdennyæ poluograniqennoæ formoæ (1.5) samosoprØßennyæ v L_2(Ω) operator oboznaqim qerez A(¸). Vse operatory A(¸) ime- ¸t diskretnyæ spektr. Pust~ E_l(¸), l ∈ N, – posledovatel~nye (s uqetom kratnosteæ) sobstvennye znaqeniØ operatora A(¸) i

ψ_l(x, ¸) – sootvetstvu¸wie normirovannye sobstvennye funkcii.

Takim obrazom,

E_1(¸) ≤ E_2(¸) ≤ · · · ≤ E_l(¸) ≤ . . . , ¸ ∈ R^d.

“Zonnye funkcii” E_l nepreryvny (daße lipxicevy) i (2πZ)^dperiodiqny. Pri fftom spektr operatora A sovpadaet s ob¨edineniem otrezkov (zon), ØvlØ¸wihsØ obrazami funkciæ E_l. Sobstvennye funkcii ψ_l takße moßno vybrat~ (2πZ)^d-periodiqeski-mi po ¸. V sootvetstvii s (0.1), oni ime¸t predstavlenie

ψ_l(x, ¸) = e^{i⟨}x^,¸^⟩φ_l(x, ¸), φ_l(·, ¸) ∈ ~H^1(Ω). (1.6)

V silu (1.2)–(1.4) funkcii ψ_l, φ_l gel~derovski nepreryvny po x.

DobavlØØ, esli nußno, k funkcii p postoØnnu¸, budem, bez ograniqeniØ obwnosti, sqitat~, qto

inf spec A = min ¸ E_1(¸) = 0. (1.7)

Srazu ße otmetim, qto E_1(0) = 0, E_1(¸) > 0 pri ¸ ≠ 0

(mod (2πZ)^d) i min¸ E2(¸) > 0.

Rassmotrim teper~ integral~nye operatory Ψ_l,

(Ψ_lu)(¸) = (2π)^{−d/}2 ∫ Rd^{ψ∗l (x, ¸)u(x) dx, l ∈ N. (1.8)}

OtobraßeniØ

Ψ_l : L2(R^d) → L2(T^d)

– qastiqno izometriqeskie otobraßeniØ “na”. Operatory Ψ^∗_l Ψ_l,

l ∈ N, sut~ ortoproektory v L2(R^d). Oni poparno ortogonal~ny i ∑ l∈N^{Ψ∗l Ψl = I.} Operatory (1.8) da¸t diagonalizaci¸ operatora A. Imenno, spravedlivo predstavlenie A = ∑ l∈N^{Ψ∗l [El]Ψl. (1.9)}

64 M. X. BIRMAN, T. A. SUSLINA

2. Lakuna. Spektr A moßet soderßat~ vnutrennie lakuny po-

mimo polubeskoneqnoæ (sm. (1.7)) lakuny (−∞, 0). Pust~ Λ =

(λ_−, λ+) – lakuna, priqem λ_± ∈ spec A. V sluqae vnutrenneæ la-

kuny, oqevidno, λ_− > 0. Qtoby v dal~neæxem ne iskl¸qat~ polubeskoneqnoæ lakuny (−∞, 0), budem dlØ nee polagat~ λ_+ = 0 i uslovimsØ formal~no sqitat~ E_0(¸) = −∞, λ_− = −∞.

Oqevidno, dlØ nekotorogo znaqeniØ s ∈ Z_+ vypolneno

λ_+ = min

¸∈Td^{Es+1(¸), λ− = max}¸∈Td^{Es(¸). (1.10)}

Pri fftom dlØ vnutrenneæ lakuny nepremenno s ∈ N.

Primem obyqnoe (sr. [1, 2, 8]) predpoloßenie “pravil~nosti” kraØ lakuny. Imenno, vvedem sledu¸wie usloviØ, kotorye ne obØzatel~no predpolaga¸tsØ vypolnennymi odnovremenno.

Uslovie 1(+). a) min_{¸∈}Td Es+2(¸) > λ+. b) Minimum v (1.10) do-

stigaetsØ lix~ v koneqnom qisle toqek ¸^{(+)}_j ∈ T^d, j = 1, . . . , m_+, kaßdaØ iz kotoryh est~ toqka nevyroßdennogo minimuma funkcii E_{s+1}.

Uslovie 1(−). a) max_{¸∈}Td Es−1(¸) < λ−. b) Maksimum v (1.10) do-

stigaetsØ lix~ v koneqnom qisle toqek ¸^{(−)}_j ∈ T^d, j = 1, . . ., m_−, kaßdaØ iz kotoryh est~ toqka nevyroßdennogo maksimuma funkcii E_s.

RazumeetsØ, uslovie 1(−) osmysleno lix~ pri s ≥ 1. V silu skazannogo v p. 1, uslovie 1(+) pri λ_+ = 0 vypolneno avtomatiqeski, priqem m_+ = 1 i ¸^{(+)}_1 = 0. DlØ udobstva dal~neæxego primem oboznaqeniØ

s_+ = s + 1, s_− = s.

V silu usloviØ 1(±), p. a, qislo λ_± ØvlØetsØ prostym sobstvennym znaqeniem operatora A(¸) pri ¸ = ¸^{(±)}_j , j = 1, . . . , m_±. Ots¸da sleduet, qto v nekotoryh (poparno ne pereseka¸wihsØ) okrestnostØh E^{(±)}_j toqek ¸^{(±)}_j , j = 1, . . ., m_±, funkciØ E_s�(¸) vewestvenno analitiqna. UslovimsØ sqitat~, qto dlØ toqek ¸^{(±)}_j prinØta realizaciØ ¸^{(±)}_j ∈ ~Ω, a ih okrestnosti E^{(±)}_j realizovany xarami v R^d:

E^{(±)}_j = {¸ ∈ R^d, |¸ − ¸^{(±)}_j | < δ}, (1.11)

USREDNENIE PERIODIQESKOGO OPERATORA 65

gde δ dostatoqno malo. Togda uslovie 1(±), p. b, oznaqaet, qto

±(E_s�(¸) − λ_±) = b^{(±)}_j (¸ − ¸^{(±)}_j ) + O(|¸ − ¸^{(±)}_j |^3), ¸ ∈ E^{(±)}_j ,

j = 1, . . . , m_±, (1.12)

gde b^{(±)}_j – poloßitel~no opredelennye kvadratiqnye formy v R^d.

Sootvetstvu¸wie sobstvennye funkcii ψ_s�(x, ¸) i φ_s� (x, ¸) (oni svØzany sootnoxeniØmi vida (1.6)) takße moßno vybrat~ vewestvenno analitiqeskimi v okrestnostØh (1.11) funkciØmi so znaqeniØmi v H^1(Ω).

Zametim, qto za sqet umen~xeniØ δ moßno sqitat~ funkcii

E_s�(¸), ψ_s�(·, ¸), φ_s�(·, ¸) analitiqeski prodolßennymi na kompleksnye δ-xary s centrami ¸^{(±)}_j . Pri takom prodolßenii L_2(Ω)- normirovka funkciæ ψ_s�, φ_s� utraqivaetsØ.

Vo vsem dal~neæxem lakuna Λ fiksirovana i indeks s qasto opuskaetsØ v oboznaqeniØh. Budem takße ispol~zovat~ kratkie oboznaqeniØ

ψ_s�(x, ¸^{(±)}_j ) = ψ^{(±)}_j (x) = e^{i⟨}x^,¸^(

�)_{j ⟩} φ^{(±)}_j (x), j = 1, . . ., m_±. (1.13)

Napomnim, qto funkcii ψ^{(±)}_j , φ^{(±)}_j gel~derovski nepreryvny.

§2. ApproksimaciØ rezol~venty vblizi kraØ lakuny 1. Kak uße upominalos~, vopros o gomogenizacii svoditsØ k

izuqeni¸ povedeniØ rezl~venty operatora A vblizi kraØ lakuny. Sluqai pravogo i levogo kraev lakuny rassmatriva¸tsØ vpolne analogiqno. Pofftomu vse rassußdeniØ v fftom paragrafe provodØtsØ dlØ pravogo kraØ λ = λ_+. Pri fftom indeks “+^{′′} v oboznaqeniØh opuskaetsØ. Krome togo, budem pisat~ E = E_{s+1},

ψ(x, ¸) = ψ_{s+1}(x, ¸), Ψ = Ψ_{s+1}.

Pust~ λ − –^2 ∈ Λ i ε ∈ (0, 1] – parametr. Seæqas naxa cel~ – naæti podhodØwu¸ approksimaci¸ dlØ rezol~venty

S(ε) = (A − (λ − ε^2–^2)I)^{−1} (2.1)

pri ε → 0. Rassmotrim v L_2(R^d) operatory b_j(D), j = 1, . . . , m, gde b_j – kvadratiqnye formy iz (1.12)_+. Togda b_j(D) = D^∗β_j D, β_j – postoØnnaØ poloßitel~naØ matrica, takaØ qto b_j(ȷ) = ⟨β_j ȷ, ȷ⟩,

66 M. X. BIRMAN, T. A. SUSLINA

ȷ ∈ R^d. Poloßim

S^0(ε) = m∑ j=1 [ψ_j](b_j(D) + ε2–2I)^−1[ψ^∗_j ], (2.2)

gde ψ_j (x) = ψ^{(+)}_j (x) – funkcii, opredelennye v (1.13)_+.

Teorema 2.1. V oboznaqeniØh (2.1), (2.2) spravedliva ocenka

ε‖S(ε) − S^0(ε)‖_{L2 (}Rd_{)→L2(}Rd_) ≤ C, 0 < ε ≤ 1. (2.3)

2. Dal~neæxee soderßanie §2 sostavlØet poluqenie ocenki

(2.3).

Predpoloßim, qto δ > 0 v (1.11)_+ nastol~ko malo, qto (sm. (1.12)_+) vypolneno neravenstvo

2(E(¸) − λ) ≥ b_j (¸ − ¸_j ), ¸ ∈ E_j, j = 1, . . ., m. (2.4)

Pust~ χ_j (¸) – harakteristiqeskaØ funkciØ mnoßestva E_j,

χ(¸) = m∑ j=1 χ_j (¸), ~χ(¸) = 1 − χ(¸).

Togda L_2(R^d)-ortoproektory F = Ψ^∗[χ]Ψ i F^⊥ = I − F perestanovoqny s A. Zapixem rezol~ventu (2.1) v vide

S(ε) = S(ε)F + S(ε)F^⊥, (2.5)

gde, v sootvetstvii s (1.9),

S(ε)F = Ψ^∗[χ(E − λ + ε^2–^2)^{−1}]Ψ, (2.6)

S(ε)F^⊥ = ∑ l≠s+1 Ψ^∗_l [(E_l−λ+ε2–2)^−1]Ψ_l+Ψ^∗[~χ(E−λ+ε2–2)^−1]Ψ. (2.7)

V silu usloviØ 1(+), funkcii (E_l(¸) − λ + ε^2–^2)^{−1}, l ≠ s + 1, i ~χ(¸)(E(¸) − λ + ε^2 –^2)^{−1} ograniqeny ravnomerno po ε > 0, a potomu

‖S(ε)F^⊥‖_{L2(}Rd_{)→L2(}Rd_) ≤ C_1. (2.8)

3. Soglasno (2.5)–(2.8), delo svoditsØ k approksimacii ope-

ratora (2.6). Zapixem (2.6) v vide S(ε)F = m∑ j=1 X^∗_j [(E − λ + ε^2–^2)^{−1}]X_j, (2.9)

USREDNENIE PERIODIQESKOGO OPERATORA 67

gde X_j : L_2(R^d) → L_2(R^d) – integral~nyæ operator s Ødrom

(2π)^{−d/}2χ_j (¸)e^{−i⟨}x^,¸^⟩(φ(x, ¸))^∗, j = 1, . . ., m. (2.10)

Operator X_j ograniqen. Bolee togo, ‖X_j‖ ≤ 1. Pust~ teper~ X^0_j – (ograniqennyæ) integral~nyæ operator s Ødrom

(2π)^{−d/}2χ_j(¸)e^{−i⟨}x^,¸^⟩ (φ_j (x))^∗, j = 1, . . . , m. (2.11)

Ocenim raznost~

G_j := X^∗_j [(E(¸) − λ + ε^2–^2)^{−1}]X_j − (X^0_j )^∗[(b_j(¸ − ¸_j ) + ε^2–^2)^{−1}]X^0_j .

(2.12) V silu (1.12)_+ i (2.4), pri ¸ ∈ E_j spravedliva ocenka

ε|(E(¸) − λ + ε^2–^2)^{−1} − (b_j(¸ − ¸_j) + ε^2–^2)^{−1}| ≤

cε|¸ − ¸j|^3(E(¸) − λ + ε^2–^2)^{−1}(bj(¸ − ¸j ) + ε^2–^2)^{−1} ≤ ( c|¸ − ¸j |^2(bj (¸ − ¸j))^{−1} ) ( 2ε|¸ − ¸j |(bj(¸ − ¸j) + ε^2–^2)^{−1} ) ≤ C_2, gde C_2 ne zavisit ot j, ot ¸ ∈ E_j i ot ε ∈ (0, 1]. Sledovatel~no, dlØ G^{(1)}_j := X^∗_j [(E(¸) − λ + ε^2–^2)^{−1} − (b_j(¸ − ¸_j) + ε^2–^2)^{−1}]X_j (2.13)

vypolnena ocenka

ε‖G^{(1)}_j ‖_{L2(}Rd_{)→L2(}Rd_) ≤ C_2, j = 1, . . . , m. (2.14)

4. Vsledstvie (2.12), (2.13)

G_j = G^{(1)}_j + G^{(2)}_j , j = 1, . . ., m, (2.15) gde G^{(2)}_j := X^∗_j [(b_j(¸ − ¸_j ) + ε^2–^2)^{−1}]X_j − (X^0_j )^∗[(b_j(¸ − ¸_j ) + ε^2–^2)^{−1}]X^0_j .

(2.16) Operator (2.16) moßno perepisat~ v vide

G^{(2)}_j = W^∗_j W_j − (W^0_j )^∗W^0_j , j = 1, . . ., m, (2.17)

gde ograniqennye v L_2(R^d) operatory W_j, W^0_j sut~

W_j = [(b_j(¸ − ¸_j ) + ε^2–^2)^{−1/2}]X_j, j = 1, . . ., m, (2.18)

68 M. X. BIRMAN, T. A. SUSLINA

W^0_j = [(b_j(¸ − ¸_j ) + ε^2–^2)^{−1/2}]X^0_j , j = 1, . . ., m. (2.19)

Togda, v sootvetstvii s (2.10), (2.11),

W_j − W^0_j = [(b_j(¸ − ¸_j) + ε^2–^2)^{−1/2}χ_j (¸)](X_j − X^0_j ), (2.20)

priqem X_j − X^0_j est~ integral~nyæ operator v L_2(R^d) s Ødrom

(2π)^{−d/}2χ_j(¸)e^{−i⟨}x^,¸^⟩ (φ(x, ¸) − φ_j (x))^∗, j = 1, . . . , m. (2.21)

Pri analize Ødra (2.21) ispol~zuem (sr. [2, (4.31)]) fflementarnoe predstavlenie

φ(x, ¸) − φ_j(x) = d∑ k=1 (ξ^k − ξ^k_j )γ_{jk}(x, ¸), ¸ ∈ E_j, j = 1, . . . , m, (2.22)

γ_{jk}(x, ¸) = 1∫ 0 ∂_kφ(x, ¸_j + t(¸ − ¸_j )) dt, ¸ ∈ E_j, j = 1, . . ., m, (2.23)

gde ∂_kφ(x, ȷ) =^{∂φ}_{∂ηk} (x, ȷ). Iz (2.23) vidno, qto funkcii γ_{jk}(·, ¸), vmeste s φ(·, ¸), analitiqeskie po ¸ v xare |¸ − ¸_j| < δ ~H^1(Ω)- znaqnye funkcii. Pri fftom, kak ffto poØsneno v konce §1, xar analitiqnosti moßno sqitat~ kompleksnym. OpiraØs~ na poslednee obstoØtel~stvo, moßno pokazat~, qto funkcii γ_{jk} dopuska¸t ocenku v klasse Soboleva l¸bogo porØdka: sup x ‖γ_{jk}(x, ·)‖_Hr_{(Ej )} < ∞, ∀r ∈ N. (2.24) Sootvetstvu¸wie rassußdeniØ provedeny v [2, p. 4.9]. Pri fftom ispol~zovalis~ rezul~taty iz [7] (sm. teoremu VII.2.1) o sistemah uravneniæ divergentnogo vida s odinakovymi glavnymi qastØmi.

Pri 2r > d iz (2.24) sleduet, qto kaßdaØ iz funkciæ

χ_j(¸)γ_{jk}(x, ¸) ØvlØetsØ mul~tiplikatorom na mnoßestve Øder

ograniqennyh v L_2(R^d) integral~nyh operatorov. (Podrobnosti po povodu takih mul~tiplikatorov moßno naæti, naprimer, v obzore [4, §8,9]).

Iz (2.20)–(2.22) vidno, qto

W_j − W^0_j = d∑ k=1 [(b_j(¸ − ¸_j ) + ε2–2)^−1^/2χ_j(¸)(ξ^k − ξ^k_j )]U_{jk}, (2.25)

USREDNENIE PERIODIQESKOGO OPERATORA 69

gde U_{jk} – integral~nyæ operator v L_2(R^d) s Ødrom

(2π)^{−d/}2χ_j(¸)e^{−i⟨}x^,¸^⟩ (γ_{jk}(x, ¸))^∗, j = 1, . . . , m, k = 1, . . . , d. (2.26)

˚dro (2.26) otliqaetsØ ot Ødra operatora Fur~e mnoßitelem

χ_j(¸)(γ_{jk} (x, ¸))^∗, kotoryæ, kak bylo skazano vyxe, ØvlØetsØ mul~-

tiplikatorom. Pofftomu i kaßdyæ iz operatorov U_{jk} ograniqen. Dalee,

|ξ^k − ξ^k_j |(b_j(¸ − ¸_j ) + ε^2–^2)^{−1/2} ≤ c,

i v itoge dlØ operatorov (2.25) poluqaetsØ ocenka

‖W_j − W^0_j ‖_{L2(}Rd_{)→L2(}Rd_) ≤ C_3, j = 1, . . . , m, (2.27)

s postoØnnoæ, ne zavisØweæ ot ε ∈ (0, 1].

5. Poskol~ku ε(bj(¸ − ¸j ) + ε^2–^2)^{−1/2} ≤ –^{−1}, to, v sootvetstvii

s (2.18), (2.19), spravedlivy ocenki ε(‖W_j ‖ + ‖W^0_j ‖) ≤ c, j = 1, . . ., m, (2.28) dlØ norm deæstvu¸wih v L_2(R^d) operatorov W_j , W^0_j . ZapisyvaØ (2.17) v vide

G^{(2)}_j = W^∗_j (W_j − W^0_j ) + (W_j − W^0_j )^∗W^0_j ,

poluqaem iz (2.27), (2.28) ocenku

ε‖G^{(2)}_j ‖_{L2(}Rd_{)→L2(}Rd_) ≤ C_4, j = 1, . . . , m. (2.29)

Nakonec, iz (2.14), (2.15) i (2.29) nahodim, qto

ε‖G_j‖_{L2(}Rd_{)→L2(}Rd_) ≤ C_2 + C_4, j = 1, . . ., m. (2.30)

6. V silu (2.9), (2.12) imeem: S(ε)F = m∑ j=1 S_j (ε) + m∑ j=1 G_j, (2.31)

S_j (ε) := (X^0_j )^∗[(b_j(¸ − ¸_j ) + ε^2–^2)^{−1}]X^0_j ,

priqem dlØ operatorov G_j vypolnena ocenka (2.30). Po opredeleni¸ (2.11) Øder operatorov X^0_j moßem napisat~:

S_j (ε) = [φ_j]Φ^∗[(b_j(¸−¸_j )+ε^2–^2)^{−1}χ_j(¸)]Φ[φ^∗_j ] = S^0_j (ε)+ ~S_j (ε), (2.32)

70 M. X. BIRMAN, T. A. SUSLINA

S^0_j (ε) := [φ_j]Φ^∗[(b_j(¸ −¸_j )+ε^2–^2)^{−1}]Φ[φ^∗_j ] = [ψ_j](b_j(D)+ε^2–^2I)^{−1}[ψ^∗_j ],

(2.33)

~S_j (ε) := [φ_j ]Φ^∗[(b_j(¸ − ¸_j ) + ε^2–^2)^{−1}(1 − χ_j (¸))]Φ[φ^∗_j ]. (2.34)

DlØ operatorov (2.34) norma, oqevidno, ocenivaetsØ postoØnnoæ, ne zavisØweæ ot ε:

‖ ~S_j (ε)‖_{L2(}Rd_{)→L2(}Rd_) ≤ C_5, j = 1, . . . , m. (2.35)

Teper~ iz (2.30)–(2.33) i (2.35) sleduet, qto

ε‖S(ε)F − S^0(ε)‖_{L2 (}Rd_{)→L2(}Rd_) ≤ C_6. (2.36)

(Zdes~ ispol~zovano oboznaqenie (2.2)). Nakonec, ocenka (2.3) prØmo vytekaet iz (2.5), (2.8) i (2.36). Teorema 2.1 dokazana.

§3. Usrednenie vblizi kraØ lakuny 1. Snaqala zaæmemsØ pravym kraem lakuny. Rassmotrim v

L_2(R^d) operator A(ε), poroßdennyæ differencial~nym vyraße-

niem

A(ε) = D^∗g^ε(x)D + ε^{−2}p^ε(x), ε ∈ (0, 1], (3.1)

pri zapisi kotorogo ispol~zovano oboznaqenie (0.2). Toqnoe opredelenie operatora A(ε) daetsØ qerez sootvetstvu¸wu¸ kvadratiqnu¸ formu. Operator A(ε), oqevidno, imeet lakunu Λ(ε) =

ε^{−2}Λ, pravyæ kraæ kotoroæ est~ ε^{−2}λ. Pofftomu nado naæti pod-

hodØwee priblißenie dlØ rezol~venty

R(ε) = (A(ε) − (ε^{−2}λ − –^2)I)^{−1}, 0 < ε ≤ 1, (3.2)

pri malyh ε. Masxtabnoe preobrazovanie svodit delo k teoreme 2.1. Pust~ T_ε, ε > 0, – semeæstvo unitarnyh v L_2(R^d) operatorov T_ε : u(x) → ε^{d/2}u(εx). Rassmotrim operator

R^0(ε) = m∑ j=1 [ψ^ε_j ](b_j(D) + –2I)^−1[(ψ^ε_j )^∗]. (3.3)

Oqevidno, dlØ operatorov (2.1), (3.2) vypolneno

R(ε) = ε^2T^∗_ε S(ε)T_ε,

USREDNENIE PERIODIQESKOGO OPERATORA 71

i analogiqno dlØ operatorov (2.2), (3.3)

R^0(ε) = ε^2T^∗_ε S^0(ε)T_ε.

Teper~ iz (2.3) neposredstvenno vytekaet rezul~tat ob usrednenii dlØ pravogo kraØ lakuny. RassmotreniØ dlØ levogo kraØ lakuny vpolne analogiqny, i my ih opuskaem. Okonqatel~nye rezul~taty my sformuliruem v ob¨edinennom vide, dlØ qego vernemsØ k oboznaqeniØm, soderßawim indeksy “±”.

2. Pust~ Λ = (λ−, λ+) – spektral~naØ lakuna dlØ operatora A

i qislo –^2 takovo, qto

λ_± ∓ –^2 ∈ Λ, –^2 > 0. (3.4)

Ispol~zuem soglasovannye s (3.2), (3.3) oboznaqeniØ

R_±(ε) = (A(ε) − (ε^{−2}λ_± ∓ –^2)I)^{−1}, (3.5)

R^0_±(ε) = m�∑ j=1 [(ψ(^±)_j )^ε](b(^±)_j (D) + –2I)^−1[((ψ(^±)_j )^ε)^∗]. (3.6)

My ustanovili sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 3.1(±). Pust~ A – operator, poroßdennyæ v L2(R^d) vy-

raßeniem (1.1), i Λ = (λ_−, λ_+) – lakuna v spektre operatora A. Predpoloßim, qto vypolneno uslovie 1(±), a takße (3.4)_±. Pust~ A(ε) – operator, poroßdennyæ v L_2(R^d) vyraßeniem (3.1). Togda spravedliva ocenka

‖R_±(ε) ∓ R^0_±(ε)‖_{L2 (}Rd_{)→L2(}Rd_) ≤ Cε, 0 < ε ≤ 1, (3.7)

gde operatory R_±(ε), R^0_±(ε) opredeleny v (3.5), (3.6).

3. Operator ±R^0_±(ε) igraet rol~ “usrednennogo operatora”

dlØ rezol~venty R_±(ε). On, odnako, soderßit operatory umnoßeniØ, oscilliru¸wie pri ε → 0. Zavisimost~ ot ε moßno popytat~sØ ustranit~, oslabiv rezul~tat. Imenno, moßno vyqislit~ slabyæ L_2(R^d)-predel dlØ R_±(ε). V silu (3.7), dlØ fftogo dostatoqno vyqislit~ slabyæ predel dlØ R^0_±(ε). OkazyvaetsØ, odnako, qto fftot slabyæ predel obyqno raven nul¸, i, takim obrazom, informaciØ terØetsØ.

Ne privodØ na fftot sqet detal~nyh rassußdeniæ (oni dostatoqno fflementarny), opixem vozmoßnye varianty pri vyqislenii slabogo predela. RazumeetsØ, dlØ kaßdogo slagaemogo v (3.6) predel vyqislØetsØ po otdel~nosti. Napomnim, qto

72 M. X. BIRMAN, T. A. SUSLINA

ψ^{(±)}_j (x) = e^{i⟨}x^,¸^(

�)_{j ⟩} φ^{(±)}_j (x), gde φ^{(±)}_j (x) – (Z^d)-periodiqeskaØ funk-

ciØ. Pereqislim vozmoßnye varianty otvetov.

1) Esli ¸^{(±)}_j ≠ 0, to slabyæ predel dlØ sootvetstvu¸wego slagaemogo v (3.6) raven nul¸.

2) Pust~ sredi ¸^{(±)}_j naædetsØ nulevoe znaqenie: naprimer, ¸^{(±)}_1 = 0. Togda ψ^{(±)}_1 = φ^{(±)}_1 = (φ^{(±)}_1 )^∗, i slabyæ predel dlØ (3.6) svoditsØ k operatoru

[φ(^±)1 ](b(^±)1 (D) + –2I)^−1[φ(^±)1 ], (3.8)

kotoryæ moßet okazat~sØ otliqnym ot nulØ. Odnako, esli v (3.1)

p = 0, to v (3.8) snova poluqitsØ nul~, iskl¸qaØ sluqaæ λ_+ = 0.

Priqina zdes~ v sledu¸wem. FunkciØ φ^{(+)}_1 – sobstvennaØ dlØ operatora A(0), otveqa¸wego forme (1.5) pri ¸ = 0. Pofftomu

φ^{(+)}_1 pri p = 0 ortogonal~na v L_2(Ω) k konstantam, t.e. φ^{(+)}_1 = 0.

3) V sluqae pravogo kraØ lakuny (−∞, 0), kogda avtomatiqeski

m_+ = 1 i ¸^{(+)}_1 = 0, predel~nyæ operator (3.8)_+ zavedomo otliqen

ot nulØ. Esli pri fftom p = 0, to φ^{(+)}_1 = 1, i v edinstvennom slagaemom operatora (3.6)_+ s samogo naqala net oscilliru¸wih mnoßiteleæ.

4. Zakl¸qitel~nye kommentarii.

1) Mnoßitel~ ε^{−2} pri p^ε v (3.1) uravnivaet vliØnie starxego i mladxego qlenov.

2) Sdvig ε^{−2}λ_± v oblast~ vysokih ffnergiæ v sluqae vnutrenneæ lakuny neizbeßen. V fftom smysle moßno govorit~, qto usrednenie vblizi kraØ vnutrenneæ lakuny imeet smexannoe (porogovoe i vysokoffnergetiqeskoe) proishoßdenie. Lix~ pri λ_+ = 0 sdviga net, i my imeem usrednenie v sobstvennom smysle slova, kotoroe imeet qisto porogovoe proishoßdenie.

3) �ffekt usredneniØ opredelØetsØ povedeniem dispersionnoæ funkcii E_s�(¸) vblizi toqek ¸^{(±)}_j , realizu¸wih ee ffkstremum

λ_±. KaßdaØ iz rezol~vent (b^{(±)}_j (D) + –^2I)^{−1} v (3.6) otveqaet ope-

ratoru b^{(±)}_j (D) s postoØnnymi kofffficientami. Pri fftom vklady ot toqek ¸^{(±)}_j , j = 1, . . ., m_±, nezavisimy i summiru¸tsØ. 4) V ocenke (3.7) nel~zØ izbavit~sØ ot vhodØwih v (3.6) oscilliru¸wih mnoßiteleæ. Iskl¸qenie sostavlØet sluqaæ p = 0 i

λ_+ = 0.

USREDNENIE PERIODIQESKOGO OPERATORA 73

5) Esli λ_± > 0, to, v silu vewestvennosti kofffficientov operatora (1.1), kraæ lakuny realizuetsØ odnovremenno v toqkah ¸^{(±)}_j i (−¸^{(±)}_j ). �tot ffffekt “udvoeniØ” snimaetsØ lix~ v sluqae ¸^{(±)}_j = −¸^{(±)}_j (mod (2πZ)^d). V sluqae d = 1 udvoeniØ ne byvaet: vsegda m_± = 1 i libo ¸^{(±)}_1 = 0, libo ¸^{(±)}_1 = π. Pri d > 1 obyqno byvaet m_± > 1 za sqet kristallografiqeskih simmetriæ; lix~ pri λ_+ = 0 vsegda m_+ = 1.

6) Pri λ_+ = 0 analog ocenki (3.7)_+ poluqen v [6] dlØ znaqitel~no bolee obwego klassa (vektornyh) differencial~nyh operatorov. Pri fftom ispol~zovana inaØ tehnika, pozvolivxaØ, v qastnosti, Øvno kontrolirovat~ ocenoqnye postoØnnye.

Literatura

1. M. X. Birman, Diskretnyæ spektr periodiqeskogo operatora Xredingera, vozmuwennogo ubyva¸wim potencialom. — Algebra i analiz 8, (1996), vyp. 1, 3–20.

2. M. X. Birman, Diskretnyæ spektr v lakunah vozmuwennogo periodiqeskogo operatora Xredingera. II. NeregulØrnye vozmuweniØ. — Algebra i analiz 9, (1997), vyp. 6, 62–89.

3. M. X. Birman, O procedure usredneniØ dlØ periodiqeskih operatorov v okrestnosti kraØ vnutrenneæ lakuny. — Algebra i analiz 15, (2003), vyp. 4, 61–71.

4. M. X. Birman, M. Z. SolomØk, Ocenki singulØrnyh qisel integral~nyh operatorov. — Uspehi mat. nauk 32, (1977), N 1, 17–84.

5. M. Sh. Birman, T. A. Suslina, Threshold effects near the lower edge of the spectrum for periodic differential operators of mathematical physics, Systems, Approximations, Singular Integral Operators and Related Topics (Bordeaux, 2000), Oper. Theory Adv. Appl., vol. 129, Birkhäuser, Basel, 2001, pp. 71–107.

6. M. X. Birman, T. A. Suslina, Periodiqeskie differencial~nye operatory vtorogo porØdka. Porogovye svoæstva i usredneniØ. — Algebra i analiz 15, (2003), vyp. 5, 1–108.

7. O. A. LadyßenskaØ, N. N. Ural~ceva, Lineænye i kvazilineænye uravneniØ fflliptiqeskogo tipa. Nauka, M., 1973.

8. T. A. Suslina, Diskretnyæ spektr dvumernogo periodiqeskogo fflliptiqeskogo operatora vtorogo porØdka, vozmuwennogo ubyva¸wim potencialom. II. Vnutrennie lakuny. — Algebra i analiz 14, (2002), vyp. 2, 128–189.

Birman M. Sh., Suslina T. A. Homogenization of a multidimensional periodic elliptic operator in a neighbourhood of the edge of the internal gap.

The homogenization procedure for a multidimensional periodic Schrödinger operator near the edge of an internal gap is discussed. Approximation for the resolvent in the small period limit, with respect to the

74 M. X. BIRMAN, T. A. SUSLINA operator norm in L2(R^d), is obtained. This approximation contains oscillations, but in a simpler form than the resolvent of the initial operator.

Postupilo 12 marta 2004 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet E-mail: tanya@petrov.stoic.spb.su