Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 318, 2004 g.

V. G. Osmolovskiæ

ZAVISIMOST^ SOSTO˚NI` RAVNOVESI˚ DVUHFAZOVO` UPRUGO` SREDY OT TEMPERATURY PRI POLOȷITEL^NOM KO�FFICIENTE POVERHNOSTNOGO NAT˚ȷENI˚ PamØti Ol~gi Aleksandrovny Ladyßenskoæ

1. Vvedenie

Predpoloßim, qto dvuhfazovaØ uprugaØ sreda, zanima¸waØ ograniqennu¸ oblast~ Ω ⊂ R^m, opisyvaetsØ kvadratiqnymi plotnostØmi ffnergii (po povtorØ¸wimsØ indeksam predpolagaetsØ summirovanie ot 1 do m)

F^±(M ) = a^±_{ijkl}(e(M ) − ζ^±)_{ij}(e(M ) − ζ^±)_{kl}, (1.1)

gde kofffficienty a^±_{ijkl}, harakterizu¸wie uprugie svoæstva sredy kaßdoæ iz faz, postoØnny v oblasti Ω i udovletvorØ¸t standartnym usloviØm simmetrii i poloßitel~noæ opredelennosti a^±_{ijkl} = a^±_{klij} = a^±_{jikl} = a^±_{ijlk}, a^±_{ijkl}ζ_{ij}ζ_{kl} ¿ δ|ζ|^2. (1.2) V poslednem neravenstve δ > 0, ζ ∈ R^{m×m}_s — prostranstvu simmetriqnyh m × m-matric, a |ζ| — norma v prostranstve R^{m×m}_s , soglasovannaØ so skalØrnym proizvedeniem Gil~berta–Xmidta < α, β >= tr αβ, α, β ∈ R^{m×m}_s . (1.3) Tenzory ζ^± ∈ R^{m×m}_s nazyva¸tsØ tenzorami ostatoqnoæ deformacii, e(M ) =^1_2 (M + M^∗) dlØ l¸boæ m × m matricy M .

Rabota podderßana programmoæ Universitety Rossii (grant No. 04.01.039). 220

ZAVISIMOST^ SOSTO˚NI` RAVNOVESI˚ 221

Soglasno modeli teorii fazovyh perehodov, izloßennoæ, naprimer, v [1], funkcional ffnergii deformacii dvuhfazovoæ uprugoæ sredy opredelØetsØ ravenstvom I[u, χ, μ, σ] (1.4) = ∫ Ω {χ(x)(F^+(∇u(x)) + μ) + (1 − χ(x))F^−(∇u(x))} dx + σ ∫ Ω |Dχ|, gde m – mernaØ vektor-funkciØ u(x) = (u^1(x), . . . , u^m(x)) ØvlØetsØ polem smeweniæ, (∇u)_{ij} = u^i_xj, harakteristiqeskaØ funkciØ χ(x) opredelØet mnoßestvo, zanimaemoe fazoæ s indeksom +, qislo μ interpretiruetsØ kak temperatura (postoØnnaØ vdol~ vseæ oblasti) dvuhfazovoæ uprugoæ sredy.

Pri σ = 0 funkcional (1.4) opredelim na parah u, χ

u ∈ W^1_2 (Ω, R^m), u|_{∂Ω} = u_0|_{∂Ω}, e(∇u_0) ≡ e_0 ≠ e_0(x),

χ — izmerimaØ harakteristiqeskaØ funkciØ.

(1.5)

Mnoßestvo izmerimyh harakteristiqeskih funkciæ oboznaqim qerez Z.

Pri σ > 0 funkcional (1.4) opredelim na parah

u ∈ W^1_2 (Ω, R^m), u|_{∂Ω} = u_0|_{∂Ω}, e(∇u_0) ≡ e_0 ≠ e_0(x),

χ ∈ BV (Ω) — harakteristiqeskaØ funkciØ.

(1.6)

Mnoßestvo harakteristiqeskih funkciæ χ ∈ BV (Ω) oboznaqim qerez Z_1.

Napomnim, qto prinadleßnost~ funkcii χ prostranstvu BV (Ω) oznaqaet, qto ∫ Ω |Dχ| ≡ sup h∈C10 (Ω,Rm),|h(x)|61 ∫ Ω χ div h dx < ∞. Veliqina ∫ Ω |Dχ| obobwaet na negladkiæ sluqaæ ponØtie plowadi granicy razdela faz, a vtoroe slagaemoe pravoæ qasti (1.4) pri σ > 0 igraet rol~ poverhnostnoæ ffnergii granicy razdela faz.

SostoØniem ravnovesiØ dvuhfazovoæ uprugoæ sredy pri σ = 0 nazovem paru ^u, ^χ iz mnoßestva (1.5), dostavlØ¸wu¸ global~nyæ minimum funkcionalu ffnergii na fftom mnoßestve. SostoØniem

222 V. G. OSMOLOVSKI`

ravnovesiØ duhfazovoæ uprugoæ sredy pri σ > 0 nazovem paru ^u, ^χ iz mnoßestva (1.6), dostavlØ¸wu¸ global~nyæ mnimum funkcionalu ffnergii na fftom mnoßestve. SostoØnie ravnovesiØ nazovem odnofazovym, esli ^χ ≡ 0 ili ^χ ≡ 1 i dvuhfazovym v protivnom sluqae. Suwestvovanie sostoØniæ ravnovesiØ pri σ > 0 ustanovleno, naprimer, v [2]. Pri σ = 0 suwestvovanie sostoØniæ ravnovesiØ, voobwe govorØ, ne garantirovano.

Pri issledovanii funkcionala ffnergii harakteristiki sredy (kofffficienty a^±_{ijkl} i ζ^±_{ij} ) budem sqitat~ fiksirovannymi, a temperaturu μ, kofffficient poverhnostnogo natØßeniØ σ i tenzor e_0 — rassmatrivat~ kak parametry zadaqi.

DlØ udobstva formulirovki utverßdeniØ vvedem lineænye otobraßeniØ A : R^{m×m}_s → R^{m×m}_s po formule (A^±ζ)_{ij} = a^±_{ijkl}ζ_{kl}, ζ ∈ R^{m×m}_s . (1.7) Iz predpoloßeniæ (1.2) vytekaet simmetriØ i poloßitel~naØ opredelennost~ fftih otobraßeniæ otnositel~no skalØrnogo proizvedeniØ (1.3). Iz poloßitel~noæ opredelennosti A^± sleduet suwestvovanie obratnyh operatorov (A^±)^{−1}. Normu otobraßeniæ A^± oboznaqim qerez |A^±|.

Opredelim qisla

μ_∗ = μ_∗(e_0) =

=< A^−(e_0 − ζ^−), e_0 − ζ^− > − < A^+(e_0 − ζ^+), e_0 − ζ^+ >,

μ^−_1 = μ^−_1 (e_0) =

= μ_∗− < (A^−)^{−1}(A^+(e_0 − ζ^+)−

−A^−(e_0 − ζ^−)), A^+(e_0 − ζ^+) − A^−(e_0 − ζ^−) >,

μ^−_2 = μ^−_2 (e_0) =

= μ_∗+ < (A^+)^{−1}(A^+(e_0 − ζ^+)−

−A^−(e_0 − ζ^−)), A^+(e_0 − ζ^+) − A^−(e_0 − ζ^−) >,

μ^+_1 = μ^+_1 (e_0) =

= μ_∗ − 1 |A^+| + |A^−| | | tr(A^+(e_0 − ζ^+) − A^−(e_0 − ζ^−)) m | |^2, (1.8)

μ^+_2 = μ^+_2 (e_0) = μ_∗ + 1 |A^+| + |A^−| | | tr(A^+(e_0 − ζ^+) − A^−(e_0 − ζ^−)) m | |^2,

ZAVISIMOST^ SOSTO˚NI` RAVNOVESI˚ 223

udobnye dlØ formulirovok dal~neæxih utverßdeniæ.

Pri σ = 0 funkcional (1.4) issledovalsØ v [3]. Tam byla ustvnovlena spravedlivost~ sledu¸wego utverßdeniØ:

1) Esli tr A^+(e_0 − ζ^+) ≠ tr A^−(e_0 − ζ^−), (1.9)

to suwestvu¸t takie qisla t^−(e_0) ∈ [μ^−_1 (e_0), μ^+_1 (e_0)], t^+(e_0) ∈ [μ^+_2 (e_0), μ^−_2 (e_0)], qto pri μ < t^−(e_0) u funkcionala (1.4) s σ = 0 realizuetsØ tol~ko odnofazovoe sotoØnie ravnovesiØ ^u ≡ u_0, ^χ ≡ 1, pri μ > t^+(e_0) — tol~ko odnofazovoe sotoØnie ravnovesiØ ^u ≡ u_0, ^χ ≡ 0, a pri μ ∈ (t^−(e_0), t^+(e_0)) u fftogo funkcionala net odnofazovyh sotoØniæ ravnovesiØ; pri μ = t^±(e_0) suwestvu¸t te ße odnofazovye sotoØniØ ravnovesiØ, qto i pri μ > t^+(e_0) i μ < t^−(e_0), sootvetstvenno.

2) Esli A^+(e_0 − ζ^+) = A^−(e_0 − ζ^−), (1.10)

to pri μ < μ_∗ u funkcionala (1.4) s σ = 0 realizuetsØ tol~ko odnofazovoe sostoØnie ravnovesiØ ^u ≡ u_0, ^χ ≡ 1, pri μ > μ_∗ — tol~ko odnofazovoe sostoØnie ravnovesiØ ^u ≡ u_0, ^χ ≡ 0, a pri μ = μ_∗ mnoßestvo vseh sostoØniæ ravnovesiØ ^u, ^χ isqerpyvaetsØ parami ^u ≡ u_0, ^χ — l¸baØ funkciØ iz mnoßestva Z.

OgrublØØ ocenki dlØ qisel t^±(e_0), prihodim k vyvodu, qto interval [t^−(e_0), t^+(e_0)] leßit vnutri intervala

μ ∈ R^1 : |μ − μ_∗| 6 t(e_0),

t(e_0) = (|(A^+)^{−1}| + |(A^−)^{−1}|)|γ|^2,

γ = A^+(e_0 − ζ^+) − A^−(e_0 − ζ^−).

(1.11)

Naxeæ zadaqeæ ØvlØetsØ opisanie mnoßestva sostoØniæ ravnovesiØ funkcionala (1.4) pri σ > 0.

Teorema. Pust~ vypolnØetsØ uslovie (1.9). Togda suwestvuet

takaØ lipxiceva po μ ∈ R^1 funkciØ σ_0(μ, e_0), qto

σ_0(μ, e_0) = 0 pri μ ∉ (t^−(e_0), t^+(e_0),

σ_0(μ, e_0) > 0 pri μ ∈ (t^−(e_0), t^+(e_0),

σ_0(., e_0) vypukla na kaßdom iz intervalov (−∞, μ_∗], [μ_∗, ∞),

σ_0(μ_∗(e_0), e_0) 6 κ ( |γ|^2 δ + t(e_0) )( |Ω| 2 ) 1m ≡ σ_∗(e_0, Ω) (1.12)

224 V. G. OSMOLOVSKI` (zdes~ qislo δ opredeleno v (1.2), veliqiny γ i t(e_0) — v (1.11), κ — konstanta v izoperimetriqeskom neravenstve (2.5), a |Ω| — mera oblasti Ω), a mnoßestvo vseh sostoØniæ ravnovesiØ ^u_{μ,σ}, ^χ_{μ,σ} funkcionala (1.4) s σ > 0 dopuskaet sledu¸wee opisanie: pri σ > σ_0(μ, e_0), μ ∈ (−∞, μ_∗) realizuetsØ tol~ko odnofazovoe sostoØnie ravnovesiØ ^u_{μ,σ} ≡ u_0, ^χ_{μ,σ} ≡ 1, pri σ > σ_0(μ, e_0), μ ∈ (μ_∗, ∞) realizuetsØ tol~ko odnofazovoe sostoØnie ravnovesiØ ^u_{μ,σ} ≡ u_0, ^χ_{μ,σ} ≡ 0, pri σ > σ_0(μ, e_0), μ = μ_∗ realizu¸tsØ tol~ko odnofazovye sostoØniØ ravnovesiØ ^u_{μ,σ} ≡ u_0, ^χ_{μ,σ} ≡ 1, ^u_{μ,σ} ≡ u_0, ^χ_{μ,σ} ≡ 0;

(1.13)

pri σ = σ_0(μ, e_0), μ ∈ (t^−(e_0), t^+(e_0)) suwestvuet hotØ by odno dvuhfazovoe sostoØnie ravnovesiØ ^u_{μ,σ}, ^χ_{μ,σ}, a takße sostoØniØ ravnovesiØ ^u_{μ,σ} ≡ u_0, ^χ_{μ,σ} ≡ 1 pri t^−(e_0) < μ < μ_∗, ^u_{μ,σ} ≡ u_0, ^χ_{μ,σ} ≡ 0 pri μ_∗ < μ < t^+(e_0), ^u_{μ,σ} ≡ u_0, ^χ_{μ,σ} ≡ 1 i ^u_{μ,σ} ≡ u_0, ^χ_{μ,σ} ≡ 0 pri μ = μ_∗; (1.14)

pri σ ∈ (0, σ_0(μ, e_0)), μ ∈ (t^−(e_0), t^+(e_0)) suwestvu¸t tol~ko dvuhfazovye sostoØniØ ravnovesiØ.

(1.15)

Pust~ vypolnØetsØ uslovie (1.10). Togda pri σ > 0 u funkcionala (1.4) suwestvu¸t tol~ko odnofazovye sostoØniØ ravnovesiØ ^u_{μ,σ}, ^χ_{μ,σ}, priqem ^u_{μ,σ} = u_0, a ^χ_{μ,σ} ≡ 1 pri μ < μ_∗, ^χ_{μ,σ} ≡ 0 pri μ > μ_∗, ^χ_{μ,σ} ≡ 1 i ^χ_{μ,σ} ≡ 0 pri μ = μ_∗. (1.16)

Pri dokazatel~stve fftoæ teoremy my budem pol~zovat~sØ metodami, predloßennymi v [4–6]. RealizaciØ fftih metodov dlØ

ZAVISIMOST^ SOSTO˚NI` RAVNOVESI˚ 225

plotnosteæ ffnergii (1.1) s zavisØwimi ot x ∈ Ω kofffficientami trebuet opredelennoæ malosti veliqiny a^+_{ijkl}(x)−a^−_{ijkl}(x) i ne garantiruet finitnosti funkcii σ_0(x) (sm. [7]). DlØ postoØnnyh a^±_{ijkl}, ζ^±_{ij} , e_0 fftih nepriØtnosteæ udaetsØ izbeßat~. V dokazatel~- stve teoremy budet ispol~zovana vognutost~ funkcii I[u, χ, ., .]. Poleznost~ fftogo fakta otmeqalas~ v [8].

V kaqestve priloßeniØ sformulirovannoæ teoremy rassmotrim vopros o zavisimosti temperatur fazovyh perehodov ot razmera oblasti Ω. DlØ fiksirovannoæ oblasti Ω ⊂ R^m polo- ßim Ω_λ = {λx : x ∈ Ω}, λ ∈ (0, ∞) ~u(y) = λu(x), ~χ(y) = χ(x), y = λx, y ∈ Ω_λ, x ∈ Ω. UkazyvaØ sredi argumentov funkcionala oblast~ integrirovaniØ, poluqaem I[~u, ~χ, μ, σ, Ω_λ] = λ^mI[u, χ, μ, σ λ , Ω]. (1.17)

Budem sqitat~, qto v (1.6) funkciØ u_0 ≡ 0 i vypolnØetsØ predpoloßenie (1.9). Togda iz pervogo utverßdeniØ teoremy i ravenstva (1.17) vytekaet

Sledstvie. Suwestvu¸t takie nepreryvnye funkcii τ^±(λ), λ ∈

(0, ∞) i takoe poloßitel~noe qislo λ_∗ = λ_∗(σ, Ω) 6^σ_σ�_{(0,Ω)} , udovletvorØ¸wie usloviØm

τ^−(λ) < τ^+(λ) pri λ ∈ (λ_∗, ∞), τ^−(λ) ≡ τ^+(λ), pri λ ∈ (0, λ_∗], τ^− strogo monotonno ubyvaet pri λ ∈ [λ_∗, ∞), τ^−(λ) → t^−(0) pri λ → ∞, τ^+ strogo monotonno vozrastaet pri λ ∈ [λ_∗, ∞), τ^+(λ) → t^+(0) pri λ → ∞,

226 V. G. OSMOLOVSKI` qto u funkcionala I[u, χ, μ, σ, Ω_λ], μ ∈ R^1, σ > 0, λ ∈ (0, ∞) pri μ < τ^−(λ), λ ∈ (λ_∗, ∞) mnoßestvo vseh sostoØniæ ravnovesiØ zadaetsØ paroæ ^u = 0, ^χ = 1, pri μ > τ^+(λ), λ ∈ (λ_∗, ∞) mnoßestvo vseh sostoØniæ ravnovesiØ zadaetsØ paroæ ^u = 0, ^χ = 0, pri μ ∈ (τ^−(λ), τ^+(λ) λ ∈ (λ_∗, ∞) suwestvu¸t tol~ko dvuhfazovye sotoØniØ ravnovesiØ, pri μ = τ^±(λ), λ ∈ [λ_∗, ∞) suwestvu¸t kak dvuhfazovye, tak i odnofazovye ^u = 0, ^χ = 0, ^u = 0, ^χ = 1 sostoØniØ ravnovesiØ, sootvetstvenno, pri μ = τ^±(λ) = μ_∗(0), λ ∈ (0, λ_∗) suwestvu¸t tol~ko odnofazovye sostoØniØ ravnovesiØ ^u = 0, ^χ = 1, ^u = 0, ^χ = 1. Dannoe sledstvie oznaqaet, qto temperatury fazovyh perehodov — qisla τ^±(λ) s rasxireniem oblasti Ω (uveliqeniem parametra λ) stremØtsØ k predel~nym znaqeniØm t^±(0), ocenki dlØ kotoryh privedeny vyxe, a prm sßatii oblasti Ω (umen~xenii parametra λ) naqinaØ s opredelennogo znaqeniØ parametra λ = λ_∗(σ, Ω) (dopuska¸wego ocenku sverhu) peresta¸t zaviset~ ot λ i sovpada¸t s qislom μ_∗(0).

Iz vtoroæ qasti teoremy vytekaet, qto pri u_0 = 0 i vypolnenii usloviØ (1.10) temperatury fazovyh perehodov ne zavisØt ot oblasti Ω i sovpada¸t s qislom μ_∗(0).

DlØ qastnogo vida plotnosteæ ffnergii, analogiqnyæ rezul~- tat byl ustanovlen v [9].

2. Dokazatel~stvo teoremy. Dokazatel~stvo teoremy razob~em

na rØd fftapov.

Lemma 1. 1) Pri μ ∉ [t^−(e0), t^+(e0)], σ > 0 u funkcionala (1.4)

suwestvu¸t tol~ko odnofazovye sostoØniØ ravnovesiØ.

ZAVISIMOST^ SOSTO˚NI` RAVNOVESI˚ 227 2) DlØ kaßdogo μ ∈ (t^−(e_0), t^+(e_0)) suwestvuet takoe σ > 0, qto u funkcionala (1.4) imeetsØ dvuhfazovoe sostoØnie ravnovesiØ.

3) Esli u funkcionala (1.4) pri nekotoryh μ ∈ R^1, σ > 0 suwestvuet odnofazovoe sostoØnie ravnovesiØ ^u_{μ,σ}, ^χ_{μ,σ}, to ^u_{μσ} ≡ u_0, a ^χ_{μ,σ} ≡ 1 pri μ < μ_∗, ^χ_{μ,σ} ≡ 0 pri μ > μ_∗, ^χ_{μ,σ} ≡ 1, ^χ_{μ,σ} ≡ 0 pri μ = μ_∗. (2.1)

Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo utverßdeniæ 1), 2) s toqno-

st~¸ do oboznaqeniæ soderßatsØ v lemme 2 raboty [9]. Dokaßem utverßdenie 3).

Poskol~ku χF^+(∇u) + (1 − χ)F^−(∇u) + μχ = = χ < A^+e(∇v), e(∇v) > +(1 − χ) < A^−e(∇v), e(∇v) > +(μ − μ_∗)χ+ +2χ < e(∇v), γ > +2 < e(∇v), A^−(e_0 − ζ^−) > + + < A^−(e_0 − ζ^−), e_0 − ζ^− >, u = v + u_0, v ∈^∘W^1_2(Ω, R^m) (my ispol~zovali obozaqenie (1.8), (1.11)) imeem I[u, χ, μ, σ] = |Ω| < A^−(e_0 − ζ^−), e_0 − ζ^− > + +2 ∫ Ω χ < e(∇v), γ > dx+

+ ∫ Ω {χ < A^+e(∇v), e(∇v) > +(1 − χ) < A^−e(∇v), e(∇v) > +

+(μ − μ_∗)χ} Dχ + σ ∫ Ω |Dχ|.

(2.2)

Esli u fftogo funkcionala suwestvuet odnofazovoe sostoØnie ravnovesiØ ^u_{μ,σ}, ^χ_{μ,σ} , to I[^u_{μ,σ}, ^χ_{μ,σ}, μ, σ] = |Ω| < A^−(e_0 − ζ^−), e_0 − ζ^− > + + ∫ Ω {^χ_{μ,σ} < A^+e(∇^v_{μ,σ}), e(∇^v_{μ,σ}) > + +(1 − ^χ) < A^−e(∇^v_{μ,σ} ), e(∇^v_{μ,σ}) > +(μ − μ_∗)^χ_{μ,σ} } dx.

228 V. G. OSMOLOVSKI`

Sledovatel~no, ^v_{μ,σ} ≡ 0, a dlØ ^χ_{μ,σ} spravedliva formula (2.1).•

Lemma 2. 1) Suwestvuet takoe qislo σ∗ = σ∗(e0, Ω), qto pri

σ > σ_∗ i vseh μ ∈ R^1 u funkcionala (1.4) realizu¸tsØ tol~ko odnofazovye sostoØniØ ravnovesiØ.

2) DlØ kaßdogo σ > 0 suwestvuet takoe qislo δ_0 = δ_0(σ, e_0, Ω) ∈ (0,^1_2 ], qto dlØ l¸bogo dvuhfazovogo sostoØniØ ravnovesiØ ^u_{μ,σ}, ^χ_{μ,σ} funkcionala (1.4) vypolnØetsØ ocenka

δ_0 6 1 Ω ∫ Ω ^χ_{μ,σ} dx 6 1 − δ_0. (2.3)

Dokazatel~stvo. Pust~ ^uμ,σ = ^vμ,σ + u0, ^χμ,σ — dvuhfazovoe so-

stoØnie ravnovesiØ. Togda iz oqevidnyh neravenstv I[^u_{μ,σ}, ^χ_{μ,σ}, μ, σ] 6 I[u_0, 0, μ, σ], I[^u_{μ,σ}, ^χ_{μ,σ}, μ, σ] 6 I[u_0, 1, μ, σ] s pomow~¸ predstavleniØ (2.2) dlØ funkcionala ffnergii poluqaem ∫ Ω ^χ_{μ,σ} < A^+e(∇^v_{μ,σ} ), e(∇^v_{μ,σ}) > +(1 − ^χ_{μ,σ} )

< A^−e(∇^v_{μ,σ}), e(∇^v_{μ,σ}) >} dx + σ ∫ Ω |D ^χ_{μ,σ}| 6 6 −2^∫_Ω ^χμ,σ < e(∇^vμ,σ ), γ > Dχ − (μ − μ∗)^∫_Ω ^χμ,σ dx, ∫ Ω ^χ_{μ,σ} < A^+e(∇^v_{μ,σ} ), e(∇^v_{μ,σ}) > +

+(1 − ^χ_{μ,σ}) < A^−e(∇^v_{μ,σ}), e(∇^v_{μ,σ}) >} Dχ + σ ∫ Ω |D(1 − ^χ_{μ,σ} )| 6 6 2^∫_Ω (1 − ^χμ,σ) < e(∇^vμ,σ), γ > dx + (μ − μ∗)^∫_Ω (1 − ^χμ,σ ) dx. Pri vyvode poslednego neravenstva bylo ispol~zovano oqevidnoe sootnoxenie ∫ Ω |D ^χ_{μ,σ} | = ∫ Ω |D(1 − ^χ_{μ,σ})|.

ZAVISIMOST^ SOSTO˚NI` RAVNOVESI˚ 229

Iz poluqennyh neravenstv i poloßitel~noæ opredelennosti operatorov A^± vytekaet, qto δ ∫ Ω |e(∇^v_{μ,σ})|^2 dx + σ ∫ Ω |D ^χ_{μ,σ}| 6 6 2^∫_Ω ^χμ,σ|γ| |e(∇^vμ,σ)| dx + |μ − μ∗|^∫_Ω ^χμ,σ dx, δ ∫ Ω |e(∇^v_{μ,σ})|^2 dx + σ ∫ Ω |D(1 − ^χ_{μ,σ})| 6 6 2^∫_Ω (1 − ^χμ,σ)|γ| |e(∇^vμ,σ)| dx + |μ − μ∗|^∫_Ω (1 − ^χμ,σ) dx. Pust~ ~χ_{μ,σ} — ta iz funkciæ ^χ_{μ,σ} ili 1 − ^χ_{μ,σ} , dlØ kotoroæ 1 |Ω| ∫ Ω ~χ_{μ,σ} dx 6 1 2 . Togda iz pary predyduwih neravenstv sleduet sootnoxenie δ ∫ Ω |e(∇^v_{μ,σ})|^2 dx + σ ∫ Ω |D ~χ_{μ,σ}| 6 6 2^∫_Ω ~χμ,σ|γ| |e(∇^vμ,σ)| dx + |μ − μ∗|^∫_Ω ~χμ,σ dx. Poskol~ku 2 ∫ Ω ~χ_{μ,σ}|γ| |e(∇^v_{μ,σ})| dx 6 |γ|^2 δ ∫ Ω ~χ_{μ,σ} dx + δ ∫ Ω |e(∇^v_{μ,σ})|^2 dx (my vospol~zovalis~ ravenstvom ~χ^2_{μ,σ} = ~χ_{μ,σ}), poluqaem σ ∫ Ω |D ~χ_{μ,σ}| 6 ( |γ|^2 δ + |μ − μ_∗| ) ∫ Ω ~χ_{μ,σ} dx. (2.4) Dalee, pol~zuØs~ izoperimetriqeskim neravenstvom (sm., naprimer, [5]) ( ∫ Ω ~χ_{μ,σ} dx )m�1m 6 κ^∫_Ω |D ~χμ,σ |, κ = κ(Ω), (2.5)

230 V. G. OSMOLOVSKI`

spravedlivym, blagodarØ vyboru funkcii ~χ_{μ,σ}, imeem ∫ Ω ~χ_{μ,σ} dx = ( ∫ Ω ~χ_{μ,σ} dx )m�1m ( ∫ Ω ~χ_{μ,σ} dx ) 1m 6 6 κ^{( ∫}_Ω ~χμ,σ dx^{) 1m ∫}_Ω |D ~χμ,σ| 6 κ^{(|Ω|}_2^{) 1m ∫}_Ω |D ~χμ,σ|. (2.6) Ob¨edinØØ (2.4), (2.6), prihodim k vyvodu, qto σ ∫ Ω |D ~χ_{μ,σ}| 6 κ ( |γ|^2 δ + |μ − μ_∗| )( |Ω| 2 ) 1m ∫ Ω |D ~χ_{μ,σ} |. Tak kak sostoØnie ravnovesiØ ^u_{μ,σ}, ^χ_{μ,σ} predpolagalos~ dvuhfazovym, to (sm. lemmu 1, p.1 i (1.11)) ∫ Ω |D ~χ_{μ,σ|} > 0, |μ − μ_∗| 6 t(e_0). Pofftomu, sokrawaØ na poloßitel~nyæ mnoßitel~, poluqaem 0 < σ 6 κ ( |γ|^2 δ + t(e_0) )( |Ω| 2 ) 1m

≡ σ_∗(e_0, Ω).

Takim obrazom, pri σ > σ_∗ i l¸bom μ ∈ R^1 u funkcionala (1.4) net dvuhfazovyh sostoØniæ ravnovesiØ.

Pol~zuØs~ ewe raz neravenstvami (2.4), (2.5), poluqaem σ ∫ Ω |D ~χ_{μ,σ}| 6 ( |γ|^2 δ + t(e_0) ) ∫ Ω ~χ_{μ,σ} dx 6 6 σ∗^{( 2}_{|Ω|}^∫_Ω ~χμ,σ dx^{) 1m ∫}_Ω |D ~χμ,σ|. Togda 1 |Ω| ∫ Ω ~χ_{μ,σ} dx ¿ 1 2 ( σ σ_∗ )^m ≡ δ_0.

Poskol~ku 0 < σ 6 σ_∗, spravedlivo vkl¸qenie δ_0 ∈ (0,^1_2 ]. PerebiraØ varianty ~χ_{μ,σ} = ^χ_{μ,σ} i ~χ_{μ,σ} = 1 − ^χ_{μ,σ} zaverxim dokazatel~stvo lemmy.•

ZAVISIMOST^ SOSTO˚NI` RAVNOVESI˚ 231

Lemma 3. Pust~ vypolnØetsØ predpoloßenie (1.9). Togda suwe-

stvuet takaØ nepreryvnaØ funkciØ σ_0(μ, e_0), udovletvorØ¸waØ uslovi¸ (1.12) (krome vypuklosti), qto mnoßestvo vseh sosto- Øniæ ravnovesiØ funkcionala (1.4) s σ > 0 dopuskaet opisanie (1.13)–(1.15).

Dokazatel~stvo. Suwestvovanie nepreryvnoæ po pervomu argu-

mentu funkcii σ_0(μ, e_0), razgraniqiva¸weæ zony odnofazovyh i dvuhfazovyh sostoØniæ ravnovesiØ sleduet iz rezul~tatov raboty [6], poskol~ku ograniqennost~ funkcii σ_0(., e_0) i ocenka (2.3) poluqeny dlØ plotnosteæ ffnergii (1.1) nezavisimym obrazom (lemma 2), ne ispol~zu¸wim predpoloßenie o dopolnitel~noæ gladkosti ravnovesnogo polØ smeweniæ. Svoæstva (1.12) (krome vypuklosti) ØvlØ¸tsØ sledstviem lemmy 1. Opisanie (1.13) odnofazovyh sostoØniæ ravnovesiØ takße vytekaet iz lemmy 1. Opisanie odnofazovyh sostoØniæ ravnovesiØ (1.14) dostigaetsØ s pomow~¸ lemm 1, 2 tak ße, kak v [6].•

Lemma 4. FunkciØ σ0(., e0) vypukla na kaßdom iz intervalov (−∞, μ_∗], [μ_∗, ∞). Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo fftoæ lemmy s toqnost~¸ do

oboznaqeniæ povtorØet dokazatel~stvo lemmy 4 iz raboty [9].•

Lemma 5. FunkciØ σ0(., e0) udovletvorØet uslovi¸ Lipxica. Dokazatel~stvo. Lokal~naØ lipxicevost~ funkcii σ0(., e0) do-

kazana v [6]. V obwem sluqae (rassmatrivaemom v [6]) konstanta Lipxica moßet neograniqenno vozrastat~ pri priblißenii argumenta μ k kornØm funkcii σ_0(., e_0). Poskol~ku vypuklaØ funkciØ na vnutrennosti oblasti opredeleniØ obØzana byt~ lipxicevoæ, lipxicevost~ funkcii σ_0(., e_0), postroennoæ dlØ plotnosteæ ffnergii (1.1), v okrestnosti toqek t^±(e_0) garantirovana lemmoæ 4.•

Lemma 5 zaverxaet dokazatel~stvo teoremy pri vypolnenii usloviØ (1.9). Pust~ vypolnØetsØ uslovie (1.10). Togda funkcional (1.4) uprowaetsØ i moßet byt~ zapisan v vide I[u, χ, μ, σ] = +|Ω| < A^−(e_0 − ζ^−), e_0 − ζ^− > + + ∫ Ω { χ < A^+(e(∇v), e(∇v) > +(1 − χ) < A^−e(∇v),

232 V. G. OSMOLOVSKI` e(∇v) > +χ(μ − μ_∗) } dx + σ ∫ Ω |Dχ|,

u = v + u_0, v ∈^∘W^1_2(Ω, R^m),

otkuda sledu¸t sootnoxeniØ (1.16).

Literatura

1. M. A. Grinfel~d, Metody mehaniki sploxnoæ sredy v teorii fazovyh prevraweniæ. Nauka, M. (1990).

2. V. G. Osmolovskiæ, Teorema suwestvovaniØ i slabaØ forma uravneniæ Lagranßa dlØ variacionnoæ zadaqi teorii fazovyh prevraweniæ. — Sibirskiæ matematiqeskiæ ßurnal 36, No. 4 (1994), 836–846.

3. V. G. Osmolovskiæ, Zavisimost~ sostoØniæ ravnovesiØ dvuhfazovoæ uprugoæ sredy ot temperatury pri nulevom kofffficiente poverhnostnogo natØßeniØ. — V kn.: Problemy matematiqeskogo analiza, 28 (2004), 96– 104.

4. V. G. Osmolovskiæ, Fazovye perehody dlØ modeleæ uprugoæ sredy s ostatoqnym naprØßeniem. — V kn.: Problemy matematiqeskogo analiza, 17 (1997), 153–191.

5. V. G. Osmolovskiæ, VariacionnaØ zadaqa o fazovyh perehodah v mehanike sploxnoæ sredy. Izd. S.-Pb. gos. universiteta, S.-Peterburg (2000).

6. V. G. Osmolovskiæ, Zavisimost~ haraktera sostoØniæ ravnovesiØ dvuhfazovoæ uprugoæ sredy ot parametrov zadaqi. — Zap. nauqn. semin. POMI, 271 (2000), 56–175.

7. M. Bildhauer, M. Fuchs, V. Osmolovskii, The effect of a surface term on the distribution of phases in an elastic medium with a two-well elastic potencial. — Math. Meth. Appl. Sci., No. 25 (2002), 149–178.

8. A. S.Mihaælov, V. S. Mihaælov, Fazovye perehody v mnogofazovyh sredah. — V kn.: Problemy matematiqeskogo analiza, 20 (2000), 120–169.

9. V. G. Osmolovskiæ, Zavisimost~ temperatury fazovyh perehodov ot razmerov oblasti. — Zap. nauqn. semin. POMI 310 (2004), ???–???

Osmolovskii V. G. Dependence of equilibrium states of a two-phase elastic medium on temperature for a positive coefficient of surface tension.

In the paper, homogeneous two-phase elastic media are investigated under the condition that on the boundary it is given a certain deflection field. For such problems, the dependence of equilibrium states on the temperature is analyzed.

Postupilo 15 marta 2004 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet