Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 319, 2004 g.

M. V. Bondarko, S. V. Vostokov, H. P. Minqev

OGRANIQENIE SKAL˚ROV DL˚ FORMAL^NYH GRUPP

Vvedenie

Cel~ fftoæ raboty dat~ podrobnye dokazatel~stva i obobwit~ rezul~taty o funktore ograniqeniØ skalØrov dlØ formal~nyh grupp iz [2]. Funktor ograniqeniØ skalØrov dlØ algebraiqeskih mnogoobraziæ byl vveden A. Veælem (sm. [3]), kotoryæ dokazal suwestvovanie ograniqeniØ skalØrov dlØ kvaziproektivnyh mnogoobraziæ. Izloßenie dlØ affinnyh shem nad polem sm. v [5]. Sluqaæ shem razobran v [4], gde est~ i izloßenie kriteriØ Grotendika, obobwa¸wego rezul~tat A. VeælØ. DlØ formal~- nyh grupp funktor ograniqeniØ skalØrov vveden v [2]. V ideænom plane izloßenie zdes~ sleduet [3] i [4]. Vse ispol~zuemye opredeleniØ i rezul~taty o formal~nyh gruppah moßno naæti v [1] i [6].

1. OboznaqeniØ i terminologiØ

R – kommutativnoe kol~co (s ediniceæ), B ⊇ R – algebra nad R, svobodnaØ i koneqnogo ranga kak R-modul~.

DlØ proizvol~nogo kommutativnogo kol~ca A opredelim sledu¸wie kategorii (sm. [6]): 1.1. KategoriØ SA.

Ob¨ekty v S_A – ffto pary (S, v), gde S – kommutativnaØ Aalgebra, v – polnaØ fil~traciØ na S. Oboznaqim qerez I (S) =

I (S, v) ideal {x ∈ S | v(x) ≠ 0}. Pust~ (S, v), (T, w) – ob¨ekty v S_A.

Morfizmy v S_A iz (S, v) v (T, w) – ffto nepreryvnye gomomorfizmy A-algebr f : S → T (otnositel~no topologiæ, zadannyh fil~traciØmi) takie, qto f (I (S)) ⊆ I (T ).

Rabota vypolnena pri podderßke Rossiæskogo Fonda Fundamental~nyh issledovaniæ, grant 04-01-00082a, RFFI RD No. 02-1.1-37. Tretiæ avtor blagodaren Sankt-Peterburgskomu gosudarstvennomu universitetu za vozmoßnost~ vypolneniØ fftoæ raboty. 59

60 M. V. BONDARKO, S. V. VOSTOKOV, H. P. MINQEV

1.2. KategoriØ PA.

P_A – polnaØ podkategoriØ v S_A, sostoØwaØ iz ob¨ektov (A_n, ord), gde (A_n) – kol~co formal~nyh stepennyh rØdov ot n

peremennyh nad A (n = 1, 2, . . .), ord – funkciØ porØdka na A_n. Otmetim (sm. [6]), qto esli (S, v) ∈ S_A, to l¸boe otobraßenie iz mnoßestva peremennyh A_n v I (S) odnoznaqno prodolßaetsØ do gomomorfizma A_n v S v kategorii S_A. Takim obrazom,

Hom_{SA} (A_n, S) ~→I (S)^n.

1.3. KategoriØ GA.

�to kategoriØ, dual~naØ k P_A. DlØ l¸boæ kategorii C dual~- nu¸ kategori¸ budem oboznaqat~ qerez C^∘ . Ob¨ekty v G_A – koneqnye nabory peremennyh (kotorye my budem sqitat~ stolbcami, hotØ po tipografskim priqinam budem zapisyvat~ kak stroki). Esli X = (X_1, X_2, . . . , X_m) i Y = (Y_1, Y_2, . . . , Y_n) – ob¨ekty v G_A, to morfizm f : X → Y – ffto nabor f = (f_1, f_2, . . . , f_n) (stolbec!) rØdov bez svobodnyh qlenov f_i ∈ A[[X_1, X_2, . . . , X_m]]. My qasto budem zapisyvat~ ffto kak Y_i = f_i (X_1, . . . , X_m), i =

1, 2, . . . , n. Pust~ Z = (Z_1, . . . , Z_k) – tretiæ ob¨ekt v G_A i g = (g_1, . . . , g_k) – morfizm g : Y → Z. Togda kompoziciØ

opredelØetsØ obyqnoæ podstanovkoæ rØda v rØd, t.e. g ∘ f =

(g_1 (f_1, . . . , f_n) , . . . , g_k (f_1, . . . , f_n)).

Kontravariantnyæ funktor iz P_A v G_A, identificiru¸wiæ G_A s P^∘_A, otobraßaet A[[X_1, X_2, . . . , X_m]] v nabor peremennyh X = (X_1, X_2, . . . , X_m) i morfizm θ : A_n → A_m, A_n = A[[Y_1, . . . , Y_n]] v

morfizm f_θ : X → Y (zdes~ Y = (Y_1, Y_2, . . . , Y_n)), priqem f_θ =

(f_1, . . . , f_n), gde f_i = θ (Y_i), i = 1, . . . , n.

Legko proverØetsØ, qto v kategorii G_A suwestvu¸t koneqnye proizvedeniØ. Pust~ X_1, X_2, . . . , X_n, Y i Y_1, Y_2, . . . , Y_n – ob¨ekty v G_A i f_1 : Y → X_1, . . . , f_n : Y → X_n, sootvetstvenno g_1 : Y_1 →

X_1, . . . , g_n : Y_n → X_n – morfizmy. Kanoniqeskie morfizmy f_1 × · · · × f_n : Y → X_1 × · · · × X_n i g_1 × · · · × g_n : ∏_n i=1 Y_i → ∏_n i=1 X_i budem

oboznaqat~ takße qerez (f_1, . . . , f_n) i (g_1, . . . , g_n).

Pust~ X = (X_1, . . . , X_m) i Y = (Y_1, . . . , Y_n) – ob¨ekty v G_A. Togda Hom_{GA} (X, Y ) nadeleno estestvennoæ strukturoæ A-modulØ. Esli f ∈ Hom_{GA} (X, Y ), f = (f_1, . . . , f_n) i f_i ≡ a_{i1}X_1 + · · · + a_{im}X_m

mod (deg 2), to matrica (a_{ij})_{n×m} oboznaqaetsØ qerez J (f) i na-

zyvaetsØ matriceæ ˚kobi morfizma f. Srazu proverØetsØ, qto otobraßenie

f → J (f) : Hom_{GA} (X, Y ) → M_{n×m} (A) ,

OGRANIQENIE SKAL˚ROV DL˚ FORMAL^NYH GRUPP 61 gde M_{n×m} (A) – n × m-matricy s kofffficientami v A, ØvlØetsØ gomomorfizmom A-moduleæ i qto J (g ∘ f) = J (g) ∘ J (f).

1.4. Kategorii FA i FAbA.

�to kategorii formal~nyh grupp i kommutativnyh formal~- nyh grupp nad A .

1.5. Kol~ca harakteristiki nol~.

Tak nazyvaetsØ kol~co A, q~Ø additivnaØ gruppa A^+ ne soderßit nenulevyh fflementov koneqnogo porØdka ili, qto ravnosil~no, A → A ⊗ZQ ØvlØetsØ vloßeniem ([1]). V takom sluqae kol~co A ⊗ZQ kanoniqeski izomorfno kol~cu qastnyh S^{−1}_0 A, gde

S_0 – mul~tiplikativnaØ sistema {1, 2, 3, . . .} v A.

2. Lemma `onedy i gruppovye ob¨ekty v kategoriØh

Pust~ C – kategoriØ, X – ob¨ekt v C. Togda X opredelØet na C kontravariantnyæ funktor X (−) : C^∘ → Sets, T →

Hom_C (T, X), gde dlØ f ∈ Hom_C (T^′, T ) i g ∈ Hom_C (T, X) my opre-

delØem X (f) (g) = g ∘ f. X (T ) nazyvaetsØ mnoßestvom T -znaqnyh toqek ob¨ekta X. Zdes~ Sets – kategoriØ mnoßestv.

L¸boæ morfizm h : X → Y opredelØet posredstvom kompozicii morfizm funktorov φ_h : X (−) → Y (−).

Lemma 2.1 (`onedy). Kanoniqeskoe otobraßenie HomC (X, Y ) →

Hom_{F unctors} (X (−) , Y (−)) : h → φ_h ØvlØetsØ biekcieæ. �

Dokazatel~stva sm., naprimer, v [4].

2.1. Predstavimye funktory.

Kontravariantnyæ na C funktor C^∘ → Sets nazyvaetsØ predstavimym, esli on izomorfen funktoru X (−) dlØ nekotorogo

X ∈ C. Iz lemmy `onedy togda sleduet, qto ob¨ekt X oprede-

len v C s toqnost~¸ do izomorfizma.

2.2. Gruppovye ob¨ekty.

Po opredeleni¸ (sm. [5, 4]) na X ∈ C zadana struktura gruppovogo ob¨ekta, esli dlØ kaßdogo T ∈ C na X (T ) zadana struktura gruppy, sovmestimaØ s funktorom X (−), t.e. dlØ l¸bogo

h ∈ Hom_C (T^′, T ) X (h) : X (T ) → X (T^′) est~ gomomorfizm grupp.

Esli vse gruppy X (T ) – abelevy, to gruppovoæ ob¨ekt nazyvaetsØ kommutativnym.

62 M. V. BONDARKO, S. V. VOSTOKOV, H. P. MINQEV Pust~ F (X, Y ) – m-mernaØ formal~naØ gruppa nad kol~com A,

X = (X_1, . . . , X_m), Y = (Y_1, . . . , Y_m). Togda F opredelØet struktu-

ra gruppovogo ob¨ekta na A_m ∈ P_A v kategoriØh S^∘_A i G_A = P^∘_A horoxo izvestnym sposobom ([6, 1]): Ob¨ektu (S, v) kategorii S_A sootvetstvuet gruppa F (S), kotoraØ kak mnoßestvo sovpadaet s I (S)^n = Hom_{SA} (A_n, S). Zakon kompozicii sopostavlØet pare (α, β); α = (α_1, . . . , α_n), β = (β_1, . . . , β_n) ∈ F (S), fflement

α ∗_F β = F (α, β) mnoßestva F (S). Sootvetstvie S → F (S) funk-

torial~no po S. Gruppy F (S) abelevy, esli F kommutativna; zakon kompozicii zapisyvaetsØ v fftom sluqae kak α +_F β. Obratno (sm. [1]):

Lemma 2.2. Pust~ na Am zadana struktura gruppovogo ob¨ekta v

kategorii S^∘_A (ili G_A = P^∘_A). Togda suwestvuet odnoznaqno opredelœnnaØ m-mernaØ formal~naØ gruppa F ∈ F_A takaØ, qto funktor S → F (S) na S^∘_A (sootvetstvenno – na P^∘_A) sovpadaet s funktorom S^∘_A → Groups (P^∘_A → Groups), inducirovannym gruppovym ob¨ektom na A_m. Esli gruppovoæ ob¨ekt na A_m kommutativen, to F ∈ FAb_A. Zdes~ Groups – kategoriØ grupp.

Dokazatel~stvo. Pust~ X = (X1, . . . , Xm), Y = (Y1, . . . , Ym) ∈

G_A. V kategorii G_A suwestvu¸t koneqnye proizvedeniØ. Soglasno lemme `onedy strukture gruppovogo ob¨ekta na X sootvetstvuet morfizm F = (F_1, . . . , F_m) : X × X = (X, Y ) → X.

Ravenstvo F (F (X, Y ) , Z) = F (X, F (Y, Z)), Z = (Z_1, . . . , Z_m) sootvetstvuet associativnomu zakonu. DlØ l¸bogo T ∈ G_A neætral~nyæ fflement v X (T ) dolßen byt~ (0, . . . , 0). Ots¸da

F (X, 0) = 0 i F (0, Y ) = 0. Takim obrazom, F – formal~naØ grup-

pa. Legko proverØetsØ, qto ona udovletvorØet vsem utverßdeni- Øm lemmy.

3. Rasxirenie i ograniqenie skalØrov

Na kategorii kommutativnyh R-algebr funktor rasxireniØ skalØrov s R do B – ffto funktor E_B (S) = S_B = S ⊗_R B (na morfizmah E_B (f) = f_B = f ⊗_R id_B ). V silu svoæstv algebry B (koneqnaØ i svobodnaØ kak R-modul~) funktor E_B – strogiæ (t.e. univalentnyæ). Toqnee: B – strogo ploskaØ R-algebra. Lemma 3.1. Funktor EB perevodit ob¨ekty i morfizmy katego-

rii S_R (sootvetstvenno P_R) v ob¨ekty i morfizmy kategorii S_B (sootvetstvenno P_B).

OGRANIQENIE SKAL˚ROV DL˚ FORMAL^NYH GRUPP 63

Dokazatel~stvo. Pust~ (S, v) ∈ SR, In = {x ∈ S|v (S) ≥ n}, n =

0, 1, 2, . . . – idealy fil~tracii v.

Posledovatel~nost~ 0 → R → S toqna. Iz svoæstv B sleduet, qto toqna posledovatel~nost~ 0 → R ⊗_R B → S ⊗_R B, t.e. 0 →

B → S_B . Pri fftom B otoßdestvlØetsØ s 1 ⊗ B.

Pust~ ω_1, ω_2, . . . , ω_e – bazis B nad R. Togda iz svoæstv tenzornogo proizvedeniØ sleduet, qto 1 ⊗ ω_1, . . . , 1 ⊗ ω_e budet bazisom

S ⊗_R B nad S. Ots¸da sleduet, qto S → S ⊗_R B : s → s ⊗ 1 – vlo-

ßenie. Do konca izloßeniØ my budem otoßdestvlØt~ S s S ⊗ 1 i B s 1 ⊗ B. Takim obrazom, S i B – podalgebry S_B , priqœm

ω_1, . . . , ω_e ∈ S_B – bazis S_B nad S. Otmetim, qto tablica umnoße-

niØ fftogo bazisa odna i ta ße dlØ B nad R i dlØ S_B nad S.

Poloßim J_n = I_n ⊗_R B = ∑_e i=1 I_nω_i, n = 0, 1, 2, . . .. �to ide-

al v S_B , poroßdennyæ I_n, snova iz svoæstv B. Pust~ v^′ (x) =

sup {n|x ∈ J_n} dlØ x ∈ S_B . Togda v^′ est~ fil~traciØ na S_B .

Ona induciruet na S_B topologi¸ svobodnogo S-modulØ koneqnogo ranga, sootvetstvu¸wu¸ razloßeni¸ v prØmu¸ summu S_B = ∑_e i=1 Sω_i. S_B polno v fftoæ topologii, otkuda v^′ – polnaØ fil~-

traciØ. Imeem (S_B , v^′) ∈ S_B . Utverßdenie o morfizmah legko proverØetsØ. Takim obrazom, esli poloßim E_B ((S, v)) = (S_B , v^′), poluqim funktor E_B : S_R → S_B.

Utverßdenie o kategorii P_R stanovitsØ vernym, esli otoßdestvit~ R_n ⊗_R B, R_n = R[[X_1, . . . , X_n]] s B_n = B[[X_1, . . . , X_n]] pri pomowi kanoniqeskogo izomorfizma φ : R_n ⊗_R B → B_n, φ ( ∑ f_i ⊗ b_i) = ∑ f_ib_i. To, qto φ – izomorfizm, sleduet iz togo,

qto l¸boæ bazis algebry B nad R ØvlØetsØ bazisom R_n ⊗_R B nad

R_n i bazisom B_n nad R_n s odnoæ i toæ ße tabliceæ umnoßeniØ.

˚sno, qto φ perevodit fil~traci¸ v^′ na R_n ⊗_R B v fil~tracii ord na B_n.

Opredelenie 3.2. Funktory EB : SR → SB, EB : PR → PB, kak i

inducirovannye imi funktory E_B : S^∘_R → S^∘_B, E_B : G_R → G_B nazyva¸tsØ funktorami rasxireniØ skalØrov v sootvetstvu¸wih kategoriØh.

Osobenno prosto vyglØdit rasxirenie skalØrov s R do B dlØ kategorii G_R. Esli X = (X_1, . . . , X_m), Y = (Y_1, . . . , Y_n) i f =

(f_1, . . . , f_n) : X → Y – ob¨ekty i morfizmy v G_R, to E_B (X) = X

i E_B (f) = f. To ße samoe otnositsØ i k kategoriØm F_R i FAb_R.

Opredelenie 3.3. Pust~ X = (X1, . . . , Xm) ∈ GB. Opredelim kon-

64 M. V. BONDARKO, S. V. VOSTOKOV, H. P. MINQEV travariantnyæ funktor G^∘_R → Sets : T → Hom_{GB} (T, X). Esli on predstavim ob¨ektom R_{B/R} (X) v G_R, to R_{B/R} (X) nazyvaetsØ ograniqeniem skalØrov dlØ X ot B do R. Analogiqnym obrazom opredelØetsØ ograniqenie skalØrov v kategorii S^∘_B.

�to opredelenie sootvetstvuet opredeleni¸ ograniqeniØ skalØrov dlØ shem, sm. [4]. Suwestvovanie R_{B/R} (X) ffkvivalentno suwestvovani¸ izomorfizma

Hom_{GR} ( T, R_{B/R} (X) ) ~→ Hom_{GB} (T, X) , (1)

funktorial~nogo po T ∈ G_R. V kategorii S^∘_B ffto vyglØdit tak:

Hom_{SR} ( R_{B/R} (S) , T ) ~→ Hom_{SB} (S, T ⊗_R B) , gde S ∈ S_B, T ∈ S_R.

4. Osnovnye rezul~taty DlØ dal~neæxego my fiksiruem bazis ω = (ω_1, . . . , ω_e) algebry B nad R.

Opredelenie 4.1. Pust~ X = (X1, . . . , Xm) ∈ GB. Poloßim

R_ω (X) = X_ω = (X_{11}, . . . , X_{e1}, . . . , X_{1m}, . . . , X_{em}). My budem qasto rassmatrivat~ X_ω kak matricu (X_{ij})_{e×m}. Opredelim morfizmy ρ_X : X_ω → X i σ_X : X → X_ω v kategorii G_B sledu¸wim obrazom: pust~ 1 = c_1ω_1 + · · · + c_eω_e, c_i ∈ R – razloßenie v bazise ω. Togda

ρ_X = (ω_1X_{11} + · · · + ω_eX_{e1}, . . . , ω_1X_{1m} + · · · + ω_eX_{em}) , (2)

σ_X = (c_1X_1, . . . , c_mX_1, . . . , c_1X_m, . . . , c_mX_m) . (3)

Srazu proverØetsØ, qto ρ_X ∘ σ_X = id_X .

Predloßenie 4.2. (i) DlØ l¸bogo X ∈ GB ob¨ekt Xω ∈ GR ØvlØ-

etsØ ograniqeniem skalØrov dlØ X ot B do R, t.e. R_{B/R} (X) = X_ω. Sootvetstvie X → R_{B/R} (X) funktorial~no po X (pri fiksirovannom ω). Sootnoxenie g_ω = R_{B/R} (g) ffkvivalentno ravenstvu ρ_Y ∘ g_ω = g ∘ ρ_X . Funktor R_{B/R} : G_B → G_R – strogiæ (univalentnyæ).

(ii) Pust~ f : Z → X i g : Z → Y – ob¨ekty i morfizmy v G_B. Togda R_{B/R} (X × Y ) = R_{B/R} (X) × R_{B/R} (Y ) i R_{B/R} (f × g) = (R_{B/R} (f) , R_{B/R} (g)). (iii) Funktor R_{B/R} perevodit m-mernu¸ formal~nu¸ gruppu F ∈ F_B v em-mernu¸ formal~nu¸ gruppu R_{B/R} (F ) ∈ F_R. Pri fftom

OGRANIQENIE SKAL˚ROV DL˚ FORMAL^NYH GRUPP 65 F ∈ FAb_B ffkvivalentno R_{B/R} (F ) ∈ FAb_R. Funktor R_{B/R} perevodit gomomorfizmy formal~nyh grupp v gomomorfizmy formal~nyh grupp.

(iv) Pust~ dopolnitel~no k usloviØm, kotorym udovletvorØ- ¸t R, B i ω, vypolneno, qto R i B – oblasti celostnosti s polØmi qastnyh sootvetstvenno K i L. Postroim funktory R_{L/K} : G_L → G_K i R_{B/R} : G_B → G_R pri pomowi bazisa ω. V takom sluqae f – morfizm v G_B togda i tol~ko togda, kogda R_{L/K} (f) – morfizm v G_R. �

Takim obrazom, opredeleny funktory R_{B/R} : F_B → F_R i

R_{B/R} : FAb_B → FAb_R. Qtoby poluqit~ osnovnye svoæstva po-

slednego funktora, nam ponadobitsØ sledu¸wee:

Pust~ A ∈ M_{n×m} (B) – n × m-matrica s kofffficientami v B,

X = (X_1, . . . , X_m) i Y = (Y_1, . . . , Y_n) – ob¨ekty v G_B. Oboznaqim

qerez f morfizm Y = AX (napomnim, qto X i Y – stolbcy!). Togda R_{B/R} (f) imeet vid R_{B/R} (Y ) = A^′R_{B/R} (X), gde A^′ – n × mmatrica s kofffficientami v R. Poloßim R_{B/R} (A) = A^′. V fftih oboznaqeniØh vypolnØetsØ:

Teorema 4.3 (sm. [2], predloßenie 2.1.2). Pust~ nahodimsØ v si-

tuacii predloßeniØ 4.2 (iv) F, G ∈ FAb_L, razmernosti F i G ravny sootvetstvenno m i n.

(i) F ∈ FAb_B ffkvivalentno R_{L/K} (F ) ∈ FAb_R.

(ii) Pust~ F, G ∈ FAb_B , f ∈ Hom_L (F, G). Togda f ∈ Hom_B (F, G) ffkvivalentno R_{L/K} (f) ∈ Hom_R ( R_{L/K} (F ) , R_{L/K} (G) ) . (iii) Pust~ R – kol~co harakteristiki 0, F, G ∈ FAb_B i A ∈ M_{n×m} (B), A^′ = R_{B/R} (A). Suwestvovanie f ∈ Hom_B (F, G) s J (f) = A ffkvivalentno suwestvovani¸ takogo f^′ ∈ Hom_R(R_{B/R} (F ), R_{B/R}(G)), qto J(f^′) = A^′.

(iv) Pust~ R – kol~co harakteristiki 0 i F, G ∈ FAb_B. Formal~nye gruppy F i G strogo izomorfny nad B togda i tol~ko togda, kogda R_{B/R} (F ) i R_{B/R} (G) strogo izomorfny nad R.�

5. Dokazatel~stva Qtoby dokazat~ predloßenie 4.2, nam ponadobitsØ sledu¸wee utverßdenie:

Lemma 5.1. Pust~ X = (X1, . . . , Xm) ∈ GB, Xω = Rω (X) =

(X_{ij} )_{e×m}. DlØ T ∈ G_R i f ∈ Hom_{GR} (T, X_ω) poloßim φ_{X,T} (f) = ρ_X ∘ f. Togda φ_{X,T} : Hom_{GR} (T, X_ω ) → Hom_{GB} (T, X) – izomorfizm.

66 M. V. BONDARKO, S. V. VOSTOKOV, H. P. MINQEV

Dokazatel~stvo. Pust~ f ∈ HomG_R (T, Xω ), f = (fij )_{e×m}. V Øvnom vide φ_{X,T} (f) = (f_1, . . . , f_m), gde f_j = ∑_e i=1 ω_if_{ij}, f_{ij} ∈ R[[T ]], T = (T_1, . . . , T_k).

Oqevidno, qto otobraßenie φ_{X,T} R-lineæno. Utverßdenie, qto φ_{X,T} – izomorfizm, sleduet iz togo, qto ω = (ω_1, . . . , ω_e) ØvlØetsØ bazisom algebry B[[T ]] nad R[[T ]]. �

Dokazatel~stvo predloßeniØ 4.2. (i) Semeæstvo φX izomorfizmov φ_{X,T} : Hom_{GR} (T, X_ω ) → Hom_{GB} (T, X) iz lemmy 5.1 est~ izomorfizm funktorov G^∘_R → Sets. Deæstvitel~no, pust~

h : T^′ → T – morfizm v G_R. Nußno proverit~ ravenstvo Hom_{GB} (h, X) ∘ φ_{X,T} = φ_{X,T} 0 ∘ Hom_{GR} (h, X_ω). Ono svoditsØ k ra-

venstvu (ρ_X ∘ f) ∘ h = ρ_X ∘ (f ∘ h) dlØ f ∈ Hom_{GR} (T, X_ω ), kotoroe oqevidno. Sledovatel~no, funktor T → Hom_{GB} (T, X), T ∈ G_R predstavim ob¨ektom X_ω ∈ G_R, t.e. X_ω = R_{B/R} (X).

Pust~ g : X → Y – morfizm v G_B. Togda g induciruet morfizm predstavimyh funktorov G^∘_R → Sets:

Hom_{GB} (T, g) : Hom_{GB} (T, X) → Hom_{GB} (T, Y ) .

Po lemme `onedy on inducirovan odnoznaqno opredelennym morfizmom R_{B/R} (g) : R_{B/R} (X) → R_{B/R} (Y ). Aksiomy funktora dlØ R_{B/R} vypolnØ¸tsØ snova po lemme `onedy.

Legko dokazat~, qto g_ω = R_{B/R} (g) ffkvivalentno ravenstvu

g_ω = φ^{−1}_Y (g ∘ ρ_X ), t. e. ρ_Y ∘ g_ω = g ∘ ρ_X . Ots¸da vidno, qto oto-

braßenie g → g_ω est~ gomomorfizm R-moduleæ Hom_{GB} (X, Y ) →

Hom_{GR} (X_ω , Y_ω). Pust~ g_ω = 0. Togda g ∘ ρ_X = 0, t.e. g ∘ ρ_X ∘ σ_X = g = 0. Sledovatel~no g → g_ω – in¨ekciØ, t.e. funktor R_{B/R} –

strogiæ (univalentnyæ).

Otmetim, qto qtoby poluqit~ R_{B/R} (g) , nado obrazovat~ g∘ρ_X i kaßdu¸ komponentu g ∘ ρ_X razloßit~ po bazisu ω_1, . . . , ω_e algebry B[[X_ω]] nad R[[X_ω]]. Togda kofffficienty fftogo razloßeniØ budut sootvetstvu¸wimi komponentami R_{B/R} (g).

(ii) Vse utverßdeniØ trivial~ny.

(iii) Pust~ F ∈ F_B , razmernost~ F ravna m. Togda F zada-

œt strukturu gruppovogo ob¨ekta na X = (X_1, . . . , X_m) ∈ G_B. Izomorfizm φ_{X,T} : Hom_{GR} (T, X_ω ) → Hom_{GB} (T, X) pozvolØet perenesti fftu strukturu v G_R i my poluqaem strukturu gruppovogo ob¨ekta na X_ω. Soglasno lemme 2.2 fftoæ strukture sootvetstvuet odnoznaqno opredelœnnaØ formal~naØ gruppa F^′ nad

OGRANIQENIE SKAL˚ROV DL˚ FORMAL^NYH GRUPP 67 R. Rassmotrim F kak morfizm F : X × X → X i F^′ kak morfizm

F^′ : X_ω × X_ω → X_ω. Po opredeleni¸ F_ω = R_{B/R} (F ) i F^′ zada¸t

odin i tot ße morfizm funktorov

Hom_{GR} (−, X_ω × X_ω) → Hom_{GR} (−, X_ω) .

Po lemme `onedy F^′ = F_ω.

Pust~ f : F → G – morfizm formal~nyh grupp nad algebroæ B. Togda f ∘ F = G ∘ (f × f). Soglasno (i) i (ii) ots¸- da f_ω ∘ F_ω = G_ω ∘ (f_ω × f_ω), F_ω = R_{B/R} (F ), G_ω = R_{B/R} (G),

f_ω = R_{B/R} (f). Sledovatel~no, f_ω – gomomorfizm F_ω → G_ω nad R.

Utverßdenie, qto F ∈ FAb_B ffkvivalentno F_ω ∈ FAb_R – prØmoe sledstvie strogosti funktora R_{B/R}.

(iv) Pust~ f – morfizm v kategorii G_B. Togda v kategorii G_L vypolneno f ∘ ρ_X = ρ_Y ∘ R_{L/K} (f) i f ∘ ρ_X = ρ_Y ∘ R_{B/R} (f), t.e. R_{L/K} (f) = R_{B/R} (f) – morfizm v kategorii G_R.

Obratno, pust~ R_{L/K} (f) = f_ω – morfizm v G_R, gde f : X → Y – morfizm v G_L. Togda f ∘ ρ_X = ρ_Y ∘ R_{L/K} (f). Ots¸da f ∘ ρ_X ∘ σ_X =

ρ_Y ∘ f_ω ∘ σ_X , t.e. f = ρ_Y ∘ f_ω ∘ σ_X ØvlØetsØ morfizmom v G_B kak

kompoziciØ morfizmov v G_B. � Zameqanie 5.2. V oboznaqeniØh raboty [2], §2.1, ravenstvo

ρ_Y ∘ g_ω = g ∘ ρ_X , kotoroe ffkvivalentno g_ω = R_{B/R} (g), zapisy-

vaetsØ kak g_i(S(X_{lj} )) = S_k(g_{ki}(X_{lj} )), gde i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m,

k = 1, . . . , e, l = 1, . . . , e. Zdes~ S poluqaetsØ rasprostraneniem

lineænogo operatora R^e → B : (a_1, . . . , a_e) → ∑_e i=1 a_iω_i na vsevoz-

moßnye kol~ca formal~nyh stepennyh rØdov nad R i B. Sledstvie 5.3. Pust~ X, Y – ob¨ekty v GB i f^′ : Xω → Yω –

morfizm v G_R, X_ω = R_{B/R} (X), Y_ω = R_{B/R} (Y ). Suwestvovanie morfizma f : X → Y v G_B takogo, qto R_{B/R} (f) = f^′ ffkvivalentno sootnoxeni¸ ρ_Y ∘ f^′ ∘ σ_X ∘ ρ_X = ρ_Y ∘ f^′.

Dokazatel~stvo. Esli R_{B/R} (f) = f^′, to f = ρY ∘ f^′ ∘ σX i f ∘

ρ_X = ρ_Y ∘ f^′. Ots¸da ρ_Y ∘ f^′ ∘ σ_X ∘ ρ_X = ρ_Y ∘ f^′. Obratno, iz

sootnoxeniØ ρ_Y ∘ f^′ ∘ σ_X ∘ ρ_X = ρ_Y ∘ f^′ sleduet, qto ρ_Y ∘ f^′ = f ∘ ρ_X , gde f = ρ_Y ∘ f^′ ∘ σ_X , t.e. R_{B/R} (f) = f^′. � Sledstvie 5.4. Pust~ F, G ∈ FAbB . Togda otobraßenie f →

R_{B/R} (f) : Hom_B (F, G) → Hom_R ( R_{B/R} (F ) , R_{B/R} (G) ) ØvlØetsØ in¨ektivnym gomomorfizmom abelevyh grupp.

Dokazatel~stvo. Budem ispol~zovat~ oboznaqeniØ

F_ω = R_{B/R} (F ), G_ω = R_{B/R} (G) i f_ω = R_{B/R} (f) dlØ l¸bogo f ∈

68 M. V. BONDARKO, S. V. VOSTOKOV, H. P. MINQEV

Hom_B (F, G). Pust~ f, g ∈ Hom_B (F, G). Togda f +_G g = G ∘ (f × g).

Ots¸da (f +_G g)_ω = G_ω ∘ (f_ω × g_ω) = f_ω +_{Gω} g_ω. �

Pust~ f : X → Y – morfizm v kategorii G_B. V dokazatel~stve predloßeniØ 4.2. (i) zadan sposob vyqisleniØ f_ω = R_{B/R} (f). Iz fftogo sposoba moßem sdelat~ dva vyvoda. Pervyæ – qto opredelenie R_{B/R} (A), gde A – n × m-matrica s komponentami v B, korrektno.

Vtoroæ vyvod vyglØdit tak. Pust~ f_r oboznaqaet odnorodnu¸ sostavlØ¸wu¸ stepeni r morfizma f (ee komponentami ØvlØ¸tsØ odnorodnye sostavlØ¸wie stepeni r sootvetstvu¸wih komponent morfizma f). Analogiqno pust~ (f_ω )_r – odnorodnaØ sostavlØ¸waØ stepeni r morfizma f_ω. Togda vypolnØetsØ

Sledstvie 5.5. (i) R_{B/R} (fr ) = (fω)_r , gde r – celoe poloßitel~noe

qislo.

(ii) V qastnosti, R_{B/R} (J (f_ω )) = J ( R_{B/R} (f_ω) ) . � Funktor R_{B/R} zavisit ot bazisa B nad R. Pust~ ω =

(ω_1, . . . , ω_e) i ω^′ = (ω^′_1, . . . , ω^′_e) – dva bazisa B nad R, priqem ω^′ = Cω, gde C ∈ M_{e×e} (R) – matrica perehoda. Oboznaqim qerez R_ω i R_ω0 poluqa¸wiesØ sootvetstvu¸wim obrazom funktory.

Pokaßem, qto oni izomorfny. Pust~ X = (X_1, . . . , X_m) ∈ G_B i

R_ω (X) = X_ω = R_ω0 (X) = X_ω0 = (X_{ij} )_{e×m}. Opredelim morfizm φ_C (X) : X_ω → X_ω0 formuloæ φ_C (X) = CX_ω (v matriqnyh obo-

znaqeniØh).

Predloßenie 5.6. (i) Morfizmy φC (X), X ∈ GB opredelØ¸t

izomorfizm funktorov φ_C : R_ω → R_ω0 . Takim obrazom, esli f ∈ Hom_{GB} (X, Y ), to R_ω0 (f) = φ_C (Y ) ∘ R_ω (f) ∘ φ_C (X)^{−1}.

(ii) Pust~ F – formal~naØ gruppa nad B, F : X × Y → X. Togda

R_ω0 (F ) = φ_C (X) ∘ R_ω (f) ∘ ( φ_C (X)^{−1} × φ_C (Y )^{−1} ) . Dokazatel~stvo. V silu predloßeniØ 4.2 dostatoqno dokazat~ tol~ko (i). Pust~ X = (X_1, . . . , X_m), Y = (Y_1, . . . , Y_n) i f : X → Y – ob¨ekty i morfizmy v kategorii G_B. Oboznaqim X_ω = X_ω0 =

(X_{ij} )_{e×m}, Y_ω = Y_ω0 = (Y_{ij})_{e×n}, f_ω = R_ω (f), f_ω0 = R_ω0 (f). My

dolßny dokazat~, qto φ_C (Y ) ∘ f_ω = f_ω0 ∘ φ_C (X).

Pust~ ρ_X : X_ω → X, ρ^′_X : X_ω0 → X, ρ_Y : Y_ω → Y i ρ^′_Y : Y_ω0 → Y sut~ kanoniqeskie morfizmy iz opredeleniØ 4.1. Togda vypolnØetsØ ρ_X = ρ^′_X ∘ φ_C (X) i ρ_Y = ρ^′_Y ∘ φ_C (Y ). Krome togo, φ_C (X) –

OGRANIQENIE SKAL˚ROV DL˚ FORMAL^NYH GRUPP 69 izomorfizm v G_R, tak kak C – obratimaØ matrica. Oboznaqim

f^′ = φ_C (Y )∘f_ω∘φ_C (X)^{−1}. Togda ρ^′_Y ∘f^′ = ρ^′_Y ∘φ_C (Y )∘f_ω∘φ_C (X)^{−1} = ρ_Y ∘ f_ω ∘ φ_C (X)^{−1} = f ∘ ρ_X ∘ φ_C (X)^{−1} = f ∘ ρ^′_X . Tak kak f_ω0 – edin-

stvennyæ fflement v G_R, dlØ kotorogo f ∘ρ^′_X = ρ^′_Y ∘f_ω0 , to f_ω0 = f^′. Utverßdenie dokazano. �

Teper~ rassmotrim povedenie funktora R_{B/R} pri zamene bazy. Pust~ φ : R → R^′ – proizvol~naØ R-algebra, B^′ = B ⊗_R R^′. Kanoniqeskoe otobraßenie φ_B : B → B^′, b → b ⊗ 1 perevodit bazis ω = (ω_1, . . . , ω_m) R-modulØ B nad R v bazis ω^′ = (ω^′_1, . . . , ω^′_m)

B^′ nad R^′. Opredelim ograniqenie skalØrov R_{B/R} posredstvom

bazisa ω i ograniqenie skalØrov R_B0_{/R}0 posredstvom bazisa ω^′. V fftih oboznaqeniØh vypolnØetsØ:

Predloßenie 5.7. Pust~ f : X → Y – morfizm v GB i f^′ =

φ_B ∗ f poluqaetsØ primeneniem φ_B k kofffficientam f. Togda R_B0_{/R}0 (f^′) = φ ∗ R_{B/R} (f). To ße samoe otnositsØ k formal~nym gruppam i gomomorfizmam formal~nyh grupp.

Dokazatel~stvo. Pust~ ρX : Xω → X i ρY : Yω → Y kanoniqeskie otobraßeniØ v kategorii G_B (sm. opredelenie 4.1),

X_ω0 = R_B0_{/R}0 (X), Y_ω0 = R_B0_{/R}0 (Y ) i ρ^′_X : X_ω0 → X i ρ^′_Y : Y_ω0 → Y

– sootvetstvu¸wie otobraßeniØ v G_B0 . Togda ρ^′_X = φ_B ∗ ρ_X i

ρ^′_Y = φ_B ∗ ρ_Y . Oboznaqim f_ω = R_{B/R} (f). Tak kak f ∘ ρ_X = ρ_Y ∘ f_ω ,

to posle primeneniØ φ_B poluqim f^′ ∘ ρ^′_X = ρ^′_Y ∘ φ ∗ f_ω . Ots¸da

R_B0_{/R}0 (f^′) = φ ∗ f_ω. �

Primer 5.8. Pust~ G^m_a – m-mernaØ additivnaØ formal~naØ gruppa nad B. Togda R_{B/R} (G^m_a ) = G^{em}_a . Pust~ R – kol~co harakteristiki 0, RQ= R ⊗ZQ , BQ= B ⊗ZQ i F – kommutativnaØ formal~naØ gruppa nad B razmernosti m. Pust~ λ_F : F → G^m_a - logarifm F . Togda iz predloßeniØ 4.2 i sledstviØ 5.5 (ii) poluqaem, qto R_BQ_{/R}Q(λ_F ) – logarifm formal~noæ gruppy R_{B/R} (F ). Dokazatel~stvo teoremy 4.3. Ono polnost~¸ analogiqno dokazatel~stvu predloßeniØ 2.1.2 v [2].

(i) i (ii) – prØmye sledstviØ predloßeniØ 4.2.

(iii) Esli f ∈ Hom_B (F, G) i J (f) = A, to J ( R_{B/R} (f) ) = R_{B/R} (A) soglasno sledstvi¸ 5.5.

Obratno, pust~ f^′ ∈ Hom_B ( R_{B/R} (F ) , R_{B/R} (G) ) i J (f^′) = A^′.

Tak kak R – kol~co harakteristiki 0, to (sm. [1]) suwestvuet edinstvennyæ gomomorfizm f ∈ Hom_L (F, G) takoæ, qto J (f) = A.

70 M. V. BONDARKO, S. V. VOSTOKOV, H. P. MINQEV Togda J ( R_{B/R} (f) ) = A^′. No f^′ – edinstvennyæ gomomorfizm iz R_{B/R} (F ) v R_{B/R} (G) v kategorii FAb_K , dlØ kotorogo J (f^′) = A^′.

Sledovatel~no, R_{L/K} (f) = f^′. Togda f ∈ Hom_B (F, G) soglasno punkta (ii).

(iv) �to – qastnyæ sluqaæ (iii), kogda A = I_m (ediniqnaØ ma-

trica porØdka m). � Sledstvie 5.9. Esli A ∈ Mn×m (L) i A^′ = R_{L/K} (A) ∈ Men×em (R),

to A ∈ M_{n×m} (B). �

Sledstvie 5.10. Pust~ λF 0 – logarifm formal~noæ gruppy F^′ ∈

FAb_R, R – kol~co harakteristiki 0. Esli v kategorii G_L suwestvuet morfizm f takoæ, qto R_{L/K} (f) = λ_F 0 , to f ØvlØetsØ logarifmom formal~noæ gruppy F nad B takoæ, qto R_{B/R} (F ) = F^′.

Dokazatel~stvo. Tak kak J (λF 0 ) – ediniqnaØ matrica, to J (f) – toße ediniqnaØ matrica (drugoæ razmernosti). Togda f ØvlØetsØ logarifmom formal~noæ gruppy F (X, Y ) = f^{−1} (f (X) , f (Y )), opredelœnnoæ nad L (stolbcy X i Y – podhodØweæ razmernosti). Iz predloßeniØ 4.2 sleduet, qto R_{L/K} (F ) = F^′. Togda soglasno teoreme 4.3, F ∈ FAb_B i R_{B/R} (F ) = F^′. �

Literatura

1. M. Hazewinkel, Formal groups and applications. Springer-Verlag (1978). 2. M. V. Bondarko, S. V. Vostokov, ˚vnaØ klassifikaciØ formal~nyh grupp nad lokal~nymi polØmi. — Trudy MIAN 241, vyp. 2 (2003), 43–67.

3. A. Veæl~, Adeli i algebraiqeskie gruppy. — Matematika 8:4 (1964), 3–74. 4. S. Bosh, W. Lütkebohmert, M. Raynoud, Neron models. Springer-Verlag (1990). 5. V. E. Voskresenskiæ, Algebraiqeskie tory. Nauka (1977), 224. 6. A. Fröhlich, Formal groups. Lecture Notes in Mathematics, 74, Springer-Verlag

(1968).

Bondarko M. V., Vostokov S. V., Minchev Kh. P. Restriction of the scalars for formal groups.

The aim of this work is generalization of the results of restriction of the scalars functor for formal groups in paper “Explicit classification of formal groups over local fields” of first two autors. This results are extended to formal groups over arbitrary commutative ring, which we assume integer domain or ring of characteristic zero if it is needed.

Postupilo 20 marta 2004 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet