Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 319, 2004 g.

A. I. Vinogradov GIPOTEZA LINNIKA. LOKAL^NY` PODHOD PamØti A. I. Skopina 1927–2003 Vvedenie V fftoæ rabote my poluqim spektral~noe razloßenie summy Linnika [1]: L_{m,n} ( 1 2 N, N ) = ∑ 1 2 N<C6N S(m, n; c) c , (0.1)

na Øzyke lokal~noæ Z-funkcii Sel~berga [9], gde S(m, n; c) – summa Kloostermana modulØ c i parametrov (m, n); m, n ¿ 1 [2, 3]. Na samom dele my vzØli v (0.1) polusummu Linnika vmesto polnoæ summy l_{m,n}(N ) iz [8] po soobraßeniØm tehniqeskogo udobstva, t.k. ona legko soglasuetsØ s lokal~noæ Z-funkcieæ Sel~berga [9]. �ti dve summy ime¸t prostu¸ lineænu¸ svØz~: l_{m,n} ( 1 2 N, N ) = l_{m,n}(N ) − l_{m,n} ( 1 2 N ) . �to ravenstvo moßno ewe zapisat~ kak iteracionnoe: l_{m,n}(N ) = l_{m,n} ( N 2 , N ) + l_{m,n} ( N 2 ) . Ots¸da sleduet polnoe iteracionnoe ravenstvo: l_{m,n}(N ) = ∑ 06k6[log_2 N] l_{m,n} ( N_k 2 , N_k ) , N_k = N 2^k

. (0.2)

Otmetim, qto spektral~noe razloßenie summy (0.1), poluqennoe na Øzyke lokal~noæ Z-funkcii, budet sovpadat~ s analogiqnym razloßeniem [4, 7, 8], poluqennym na Øzyke global~noæ Z-funkcii Sel~berga: Z_{m,n} ( 1 2 + s ) = ∞∑ c=1 s(m, n; c) c^{1+2s} , Re s > 1 4 . (0.3)

71

72 A. I. VINOGRADOV

No v tehniqeskom otnoxenii lokal~nyæ put~ suwestvenno drugoæ, t.k. lokal~naØ Z-funkciØ regulØrna vo vseæ kompleksnoæ ploskosti, v to vremØ kak global~naØ funkciØ (0.3) imeet beskoneqno mnogo pol¸sov na mnimoæ osi i na vewestvennoæ otricatel~noæ poluosi.

Analitiqeskiæ parametr s global~noæ Z-funkcii (0.3) my vzØli s additivnoæ normirovkoæ vida

(_1 2 + s ) po soobraßeni- Øm tehniqeskogo udobstva. Pofftomu kritiqeskaØ sel~bergovskaØ prØmaØ [5] smewaetsØ vlevo na mnimu¸ os~ Re s = 0.

§1. Lokal~naØ Z-funkciØ

DlØ udobstva qitatelØ my zdes~ povtorim opredelenie i osnovnye spektral~nye svoæstva lokal~noæ Z-funkcii Sel~berga [9]. DlØ fftogo vvedem gladku¸ finitnu¸ funkci¸ f(x) na poluosi x ¿ 0, kotoru¸ opredelim pØt~¸ usloviØmi:

f(x) = 0, 0 6 x 6 1 4 , 0 6f(x) 6 1,^1_4 6 x 6^1_2 , f(x) = 1, 1 2 6 x 6 1,

1 ¿f(x) ¿ 0, 1 6 x 6 1 +^1_4,

f(x) = 0, x ¿ 1 + 1 4 . (1.1)

Na intervale pod¨ema

(_1

4 6 x 6^1_2^) i spuska^(1 6 x 6 1 +^1_4^)

budem sqitat~ funkci¸ f beskoneqno gladkoæ, monotonnoæ i s ograniqennymi proizvodnymi do l¸bogo fiksirovannogo porØdka vkl¸qitel~no. Pri fftom, ne naruxaØ obwnosti rassußdeniæ, moßno sqitat~ fftu funkci¸ simmetriqnoæ otnositel~no central~noæ toqki ee nositelØ f(x) = f ( 3 2 − x ) . (1.2)

Pri fftom, esli doopredelit~ funkci¸ f(x) na vseæ osi x ∈ R usloviem f(x) = 0 dlØ x 6 0, togda uravnenie (1.2) stanovitsØ spravedlivym dlØ l¸bogo x ∈ R.

GIPOTEZA LINNIKA 73

DlØ funkcii f opredelim Z-funkci¸ ravenstvom Z_{m,n}(f) = ∞∑ c=1 s(m, n; c) c^{1+2s} f ( c N ) , (1.3)

gde m ¿ 1, n ¿ 1 – celye fiksirovannye, N ¿ 2 – proizvol~- nyæ vewestvennyæ parametr; s ∈ C – proizvol~nyæ kompleksnyæ parametr.

DlØ lokal~noæ Z-funkcii (1.3) net neobhodimosti derßat~ parametr s v pravoæ poluploskosti, t.k. summa (1.3) koneqna i ee nositel~ leßit v intervale^1_4 N 6 c 6^5_4 N , qto sleduet iz opredeleniØ funkcii f (_c N ) v (1.1). DlØ perevoda Z-funkcii (1.3) na spektral~nyæ Øzyk udobno otnormirovat~ ee mnoßitelem N^{2s} i privesti k standartnoæ forme:

N^{2s} · Z_{m,n}(f) = (2M )^{2s} · ∞∑ c=1 s(m, n; c) c · ( x 2 )_{2s} · f ( 1 x · M ) , (1.4)

gde M =^N_{4π}√_{m·n} , x =^{4π√m·n}_c – spektral~nyæ parametr iz raboty [6].

Po opredeleni¸ (1.1) funkciØ f finitna, beskoneqno gladka i ee nositel~ otdelen ot nulØ. Pofftomu summa v pravoæ qasti (1.4) udovletvorØet vsem trebovaniØm teoremy 1, [6] s vesovoæ funkcieæ φ(x) = ( x 2 )_{2s} · f ( 1 x · M ) . (1.5)

Pofftomu levu¸ qast~ ravenstva (1.4) moßno razloßit~ na tri spektral~nye komponenty (sm. [6], ravenstvo (1.19)):

N^{2s}Z_{m,n}(f) = (Z^{cusp}_{m,n} + Z^{disc}_{m,n} + Z^{con}_{m,n})(f). (1.6)

Naibolee vaßnoæ sostavlØ¸weæ pravoæ qasti (1.6) ØvlØetsØ diskretnaØ komponenta:

Z^{disc}_{m,n} (f) = ∞∑ j=1 α_j · t_j(m) · t_j (n) · ^φ(i–_j), (1.7)

74 A. I. VINOGRADOV gde α_j = |ρ_j (1)|^2 · (ch π–_j )^{−1}, ^φ(z) = 1 2πi ∫ Re w=ε∈(0,2�4) M^{2w}Γ_f (2(w−s))Γ(w−z)Γ(w+z) cos πwdw, (1.8)

Γ_f (s) = ∞∫ 0 y^{s−1}f(y)dy. (1.9) V ravenstve (1.8) my priveli preobrazovannu¸ formu vesovoæ funkcii ^φ(z), po sravneni¸ s ravenstvom (1.19) [6]. V (1.8) isqez mnoßitel~ M^{−2s}, kotoryæ sokratilsØ s obwim mnoßitelem M^{2s} v pravoæ qasti (1.4).

Absol¸tnu¸ shodimost~ integrala (1.8) i rØda (1.7) obespeqivaet funkciØ Γ_f v Ødre integrala (1.8) iz ravenstva (1.9). Nositel~ funkcii f otdelen ot nulØ, pofftomu Γ_f (s) regulØrna vo vseæ s-ploskosti i dlØ nee spravedlivo ravenstvo:

Γ_f (s) =

Γ(s) Γ(s + k)

· Γ_f (k) (s + k), (1.10)

gde Γ(s) – klassiqeskaØ Γ-funkciØ, f^{(k)} – proizvodnaØ porØdka

k ¿ 0, pri fftom sqitaem, qto f^{(0)} = f. Pofftomu v (1.10) pri

l¸bom celom k ¿ 1 spravedlivo ravenstvo: Γ(s) Γ(s + k) = k−1∏ n=0 (s + n)^{−1}. (1.11)

Pol¸sa (1.11) v celyh toqkah s = −n, dlØ n ∈ [0, k − 1], gasØtsØ nulØmi Γ_f (k) v (1.10) v fftih ße toqkah lim s→(−n) Γ_f (k) (s + k) = 0, n ∈ [0, k − 1], k ¿ 1. Ravenstva (1.10) i (1.11) obespeqiva¸t absol¸tnu¸ shodimost~ rØda (1.7) pri k ¿ k_0(v), gde v = Re w.

Cusp–komponenta pravoæ qasti (1.6) opredelØetsØ raenstvom:

Z^{cusp}_{m,n} (f) = 1 2π ∑ k≡0 (mod 2)

(−1)^{k2} · ∑ 16j6θk^{aj,k} ×t^∗_{j,k}(m) · t^∗_{j,k}(n) · ~φ(k − 1). (1.12)

GIPOTEZA LINNIKA 75

Po puti my uprostili pravu¸ qast~ (1.12) po sravneni¸ s (1.19), [6], vvedØ normirovannu¸ formu kofffficientov Fur~e s pomow~¸ ravenstva: ψ^∗_{j,k}(n) = ψ_{j,k}(n) · n^{− k} �1_2

. (1.13) V fftom sluqae v ravenstve ψ^∗_{j,k}(n) = ψ^∗_{j,k}(1) · t^∗_{j,k}(n) (1.14) poØvlØetsØ normirovannoe sobstvennoe znaqenie operatora Gekke t^∗_{j,k}(n), dlØ kotorogo spravedliva edinaØ ocenka DelinØ dlØ vseh k ¿ 2: |t^∗_{j,k}(n)| 6 τ (n) = ∑ d/n 1 , a pervyæ kofffficient Fur~e ψ^∗_{j,k}(1) iz pravoæ qasti (1.14) my peredali normirovoqnomu kofffficientu a_{j,k}: a_{j,k} = |ψ^∗_{j,k}(1)|^2 · Γ(k) · (4π)^{1−k}. (1.15) Vesovu¸ funkci¸ ~φ(k − 1) my takße voz~mem v preobrazovannom vide: ~φ(k −1) = 1 2πi ∫ Re w=−ε Γ(w + k − 1 2 )/Γ(1−w + k − 1 2 )Γ_f (2(w −s))·M^{2w} ·dw;

(1.16) parametr ε > 0 tot ße samyæ, qto i v (1.8).

Absol¸tnu¸ shodimost~ integrala (1.16), obespeqivaet ta ße funkciØ Γ_f , o kotoroæ my podrobno govorili v predyduwem sluqae.

Absol¸tnu¸ shodimost~ rØda (1.12) po celym qetnym k ¿ 2 obespeqivaet ocenka otnoxeniØ Γ-funkciæ Ødra v (1.16): Γ ( w + k − 1 2 ) /Γ(1 − w + k − 1 2 ) ≪ k^{−1−2·ε}. (1.17)

Pri fftom konstanta v ocenke (1.17) absol¸tnaØ, esli ε ∈ (0,^1_4 ).

NepreryvnaØ komponenta pravoæ qasti (1.6) opredelØetsØ ravenstvom:

Z^{con}_{m,n}(f) = 1 π ∞∫ −∞ τ 1_{2 +ir} (m) · τ 1_{2 +ir}(n) |ζ(1 + 2ir)|^2 ^φ(ir)dr, (1.18)

76 A. I. VINOGRADOV

gde ζ – klassiqeskaØ ζ-funkciØ Rimana,

τ_s(m) = m^{s− 12} · ∑ d/m d^{1−2s}. Otmetim, qto nepreryvnaØ komponenta v ravenstve (2.14) [5] i (1.19) [6] soderßit opeqatku. Ravenstvo (1.18) ØvlØetsØ ee ispravlennym variantom dlØ gruppy SL (2, Z).

§2. Summa Linnika Qtoby poluqit~ spektral~noe razloßenie summy Linnika, nam ostalos~ prointegrirovat~ dva raza ravenstvo (1.6) po otrezku Re s = ε > 0, |Im s| 6 T . Pervyæ raz, domnoßiv ravenstvo na^s

�1_{2πi} , a vtoroæ – na^s

�1_2�2s_{2πi}

, i zatem iz pervogo integral~nogo ravenstva vyqest~ poqlenno vtoroe. V rezul~tate poluqitsØ integral~noe ravenstvo fftoæ raznosti: 1 2πi ε+iT∫

ε−iT N^{2s} · (1 − 2^{−2s}) · Z_{m,n}(f) · ds s

= 1 2πi ε+iT∫

ε−iT (1 − 2^{−2s}) · [Z^{cusp}_{m,n} + Z^{disc}_{m,n} + Z^{con}_{m,n}](f) ds s . (2.1)

PodstavlØØ ravenstvo (1.3) v Ødro integrala levoæ qasti (2.1) i menØØ porØdki integrirovaniØ i summirovaniØ, svedem zadaqu k raznosti dvuh standartnyh razryvnyh integralov koneqnogo tipa 1 2πi ε+iT∫

ε−iT [( N c )_{2s} − ( N 2c )_{2s}] ds s , zatem ispol~zuØ standartnu¸ proceduru vyqisleniØ fftih integralov, poluqim v levoæ qasti (2.1) summu Linnika s ostatkom: l_{m,n} ( N 2 , N ) + O ( √ N T · log^3 N ) . (2.2)

Vse integraly ot spektral~nyh komponent pravoæ qasti (2.1) vyqislØ¸tsØ, v principe, odinakovo. No naibolee vaßnym ØvlØ-

GIPOTEZA LINNIKA 77

etsØ integral s diskretnoæ komponentoæ: 1 2πi ε+iT∫

ε−iT (1 − 2^{−2s}) · Z^{disc}_{m,n} (f) ds s , (2.3)

pofftomu ego my i razberem podrobno.

DlØ fftogo preobrazuem integral~nu¸ funkci¸ ^φ(ir) iz ravenstva (1.8), sdvinuv kontur vlevo na prØmu¸ Re w = −3/2. V rezul~tate po teoreme Koxi o vyqetah privedem ravenstvo (1.8) k novomu vidu ^φ(ir) = ^φ_0(ir) + ^φ_{−1}(ir) + ^φ_{−3/2}(ir), (2.4) gde ^φ_0 – summa dvuh vyqetov v pol¸sah w = ±ir, ^φ_{−1} – ta ße summa v pol¸sah w = 1 ± ir, ^φ_{−3/2} – integral (1.8) na prØmoæ Re w = −3/2. PolagaØ v (2.4) r = –_j i podstavlØØ (2.4) v (1.7), privedem ffto ravenstvo k novomu vidu:

Z^{disc}_{m,n} (f) = ∞∑ j=1 (·) · [ ^φ_0 + ^φ_{−1} + ^φ_{−3/2}](i–_j ), (2.5)

gde (·) = α_j · t_j (m) · t_j(n) = α_j(m, n).

VtoraØ i tret~Ø summy (2.5) oceniva¸tsØ v Ødre (2.3) trivial~no v silu principa usileniØ shodimosti Γ-funkcii na vertikal~nyh prØmyh pri udalenii v levu¸ poluploskost~ i da¸t ostatok porØdka O(1). Pofftomu v Ødre integrala (2.3) osnovnoæ ØvlØetsØ pervaØ summa (2.5) s vesovoæ funkcieæ ^φ_0. Posle peremeny porØdkov integrirovaniØ i summirovaniØ integral (2.3) stanet summoæ integralov vida ∞∑ j=1 α_j(m, n) 2πi ε+iT∫

ε−iT (1 − 2^{−2s}) · ^φ_0(i–_j , s) ds s + O(1). (2.6)

V Ødre integralov (2.6) my dobavili vtoroæ argument s funkcii ^φ_0, kotoryæ v neØvnom vide prisutstvuet v ishodnom opredelenii (1.8): ^φ_0(ir) ≡ ^φ_0(ir, s). Iz opredeleniØ funkciæ ^φ_0 v (2.4) poluqaem ee Øvnyæ vid:

^φ_0(w, s) = h(w) · Γ_f (2(w − s)) + h(−w) · Γ_f (2(−w − s)), (2.7)

78 A. I. VINOGRADOV gde h(w) = M^{2w} · Γ(2w) · cos πw, w = ir. PodstavlØØ (2.7) v (2.6), privedem fftu summu k novomu vidu: ∞∑ j=1 α_j(m, n) · [h(i–_j) · J(i–_j ) + h(−i–_j) · J(−i–_j)], (2.8) gde J(w) = w 2πi ε+iT∫

ε−iT (1 − 2^{−2s}) · Γ_f (2(w − s)) ds s . (2.9)

V Ødro integrala J(w) podstavim Øvnyæ vid funkcii Γ_f iz ravenstva (1.10) pri k = 1:

Γ_f (2(w − s)) =

Γ_f0(2(w − s)) 2(w − s) i pomenØem porØdki integrirovaniØ (1.9) i (2.9). V rezul~tate integral (2.9) budet sveden k raznosti dvuh integralov: J(w) = J_1(w) − J_2(w), (2.10) gde J_α(w) = ∞∫ 0 x^{2w}f^′(x) · ξ(α · x)dx (2.11)

ξ(y) = 1 2πi ε_iT∫

ε−iT y^{−2s} · ds 2 · s · (s − w) . (2.12)

Dvuhparametriqeskiæ razryvnoæ integral (2.12) vyqislØetsØ standartnym obrazom i v rezul~tate poluqaetsØ ego Øvnyæ vid: ξ(y) = χ(y) 2 · w (y^{−2w} − 1) · χ ( |r| T ) +θ · |w|^{−1} · {[(1 + (T − |r|) · | log y|) + 1]}^{−1}, (2.13) gde θ ≪ 1, χ(y) – harakteristiqeskaØ funkciØ ediniqnogo intervala χ(y) = { 1, 0 6 y 6 1 0, y > 1.

GIPOTEZA LINNIKA 79

Zatem razdelim integral (2.11) na dve qasti:

J_α(w) = ( ∫ 06α·y61 + ∫ α·y¿1 ) (. . . )dy. Posle qego podstavim v pervyæ iz nih pravu¸ qast~ (2.12), kogda χ(αy) = 1, i sdvinem kontur (2.12) vlevo na beskoneqnost~. A vo vtoroæ – kogda χ(αy) = 0, i sdvinem kontur (2.12) vpravo na beskoneqnost~. V rezul~tate ravenstvo (2.13) obespeqit nam asimptotiku:

J_α(w) = 1 2 · w (α^{−2w} − 1) · χ ( |r| T ) + θ · log T |r| · [1 + (T − |r|)] , (2.14)

gde r = Im w, θ ≪ 1.

Glavnyæ qlen integrala (2.14) obrawaetsØ v nol~ pri α = 1. Pofftomu v pravoæ qasti (2.10) ostaetsØ tol~ko J_2(w) s ostatkom iz (2.14). V rezul~tate poluqaem Øvnyæ vid integrala J(w) iz (2.10): J(w) = 1 2w (1 − 2^{−2w})χ ( |r| T ) + (ostatok). (2.15)

Ostatok v (2.15) tot ße samyæ, qto i v (2.14).

PodstavlØØ (2.15) v (2.8) pri w = ±i–_j , poluqaem asimptotiku summy (2.8) i integrala (2.3). Ona ravna v tom i drugom sluqae odnoæ i toæ ße veliqine vida: L_{m,n} ( N 2 , N ) + L_{m,n} ( N 2 , N ) + O(log^3 N ), (2.16) gde L_{m,n} ( N 2 , N ) = L_{m,n}(N ) − L_{m,n} ( N 2 ) , L_{m,n}(N ) = ∑ –j 6T^{αj(m, n) · M} 2i–j · Γ(2i–jj) · ch π–j 2i–j^. Tem samym my poluqili diskretnu¸ komponentu summy Linnika toqno takogo ße vida, kak i na Øzyke global~noæ Z-funkcii Sel~berga [8].

Spektral~noe predstavlenie dvuh drugih komponent poluqaetsØ analogiqno.

80 A. I. VINOGRADOV

Literatura

1. Yu. V. Linnik, Additive problems and eigenvalues modular operators. — Proc. of

the International Congress of Math. Stockholm (1962), 217–284.

2. H. D. Kloosterman, On the representation of numbers in the form ax^2 + by^2 + cr2 + dt2. — Acta Math. 49 (1926), 407–464.

3. A. Weil, On some exponential sums. — Proc. Nat. Acad. Sci. USA 34 (1948),

204–207.

4. A. Selberg, On the estimation of Fourier coefficients of modular forms. — Proc.

Symposia Pure Math. VIII. Amer. Math. Sci. Providence (1965), 1–15.

5. N. V. Kuznecov, Gipoteza Petersona dlØ paraboliqeskih form vesa nul~ i gipoteza Linnika. — Matem. sb. 111, N 3 (1980), 334–383.

6. I. M. Deshouillers, H. Iwaniec, Kloostermann sums and Fourier coefficients of cusp form. — Invent. Math. 70 (1982), 219–288.

7. D. Goldfeld, P. Sarnak, Sums of Kloosterman Sums. — Invent. Math. 71 (1983),

243–250.

8. A. I. Vinogradov, O gipoteze Linnika. — Zap. nauqn. semin. POMI 265 (1999), 64–77.

9. A. I. Vinogradov, Z-funkciØ Sel~berga. Lokal~nyæ podhod. — Zap. nauqn.

semin. POMI 260 (1999), 298–317.

Vinogradov A. I. The Linnik conjecture. The local approach. The Linnik sum is expanded in the spectrum by the local method.

Postupilo 20 sentØbrØ 2004 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN