Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 319, 2004 g.

N. V. Durov

VYQISLENIE GRUPPY GALUA MNOGOQLENA S RACIONAL^NYMI KO�FFICIENTAMI. I

Vvedenie

Cel~ fftoæ raboty zakl¸qaetsØ v tom, qtoby izloßit~ nekotoryæ dovol~no ffffektivnyæ metod vyqisleniØ gruppy Galua mnogoqlena s racional~nymi kofffficientami. DlØ dannogo separabel~nogo mnogoqlena F ∈ Q[T ] stepeni n my hotim naæti ego gruppu Galua ne tol~ko kak abstraktnu¸ gruppu, no i kak podgruppu G gruppy podstanovok korneæ S_{{α1,α2,... ,αn}} ≃ S_n. Poskol~ku kanoniqeskogo sposoba numeracii korneæ mnogoqlena F ne suwestvuet, podgruppa G ⊂ S_n opredelena s toqnost~¸ do soprØßeniØ.

Obyqno ispol~zuemye metody podrazdelØ¸tsØ na dva klassa, kotorye moßno uslovno nazvat~ algebraiqeskimi i qislennymi metodami. Algebraiqeskie metody ØvlØ¸tsØ razvitiem sledu¸wego davno izvestnogo metoda vyqisleniØ gruppy Galua. �tot metod zakl¸qaetsØ v tom, qtoby rassmotret~ mnogoqlen P = ∏ σ∈Sn^{(T − ∑}1≤i≤n^ασi^Xi^) kak mnogoqlen ot^{T, X}1^{, . . . , X}n

i osnovnyh simmetriqeskih funkciæ korneæ α_i, zamenit~ ffti osnovnye simmetriqeskie funkcii ih znaqeniØmi – kofffficientami mnogoqlena F (T ), i razloßit~ poluqennyæ takim obrazom mnogoqlen nad polem racional~nyh qisel Q. Podstanovki peremennyh X_i, sohranØ¸wie kakoæ-libo fiksirovannyæ neprivodimyæ somnoßitel~ mnogoqlena P , v toqnosti obrazu¸t iskomu¸ gruppu Galua. �tot metod kraæne neffffektiven, poskol~ku on vkl¸qaet v sebØ razloßenie na mnoßiteli mnogoqlena stepeni n! ot n + 1 peremennyh, qto stanovitsØ praktiqeski nevozmoßnym pri n ≥ 8. Sovremennye algebraiqeskie metody neskol~ko bolee ffffektivny, no vse oni osnovany na rassmotrenii nekotoryh “rezol~vent” – mnogoqlenov bol~xoæ stepeni, opredelennyh

Rabota vypolnena pri podderßke Rossiæskogo Fonda Fundamental~nyh issledovaniæ, grant 04-01-00082a. 117

118 N. V. DUROV podobno rassmotrennomu vyxe mnogoqlenu P s pomow~¸ razliqnyh podgrupp simmetriqeskoæ gruppy. Imenno pofftomu oni oblada¸t rØdom obwih nedostatkov – naprimer, vse oni rabota¸t tol~ko dlØ neprivodimyh mnogoqlenov, poskol~ku tranzitivnyh podgrupp simmetriqeskoæ gruppy S_n gorazdo men~xe, qem vseh podgrupp voobwe, i potomu obyqno stroØt rezol~venty tol~ko dlØ tranzitivnyh podgrupp.

Qislennye metody osnovany na vyqislenii p-adiqeskih approksimaciæ korneæ mnogoqlena i posledu¸wem izvleqenii informacii o gruppe Galua ishodnogo mnogoqlena iz raznoobraznyh svoæstv fftih priblißeniæ. K soßaleni¸, poluqit~ takim obrazom dostatoqno polnu¸ informaci¸ o gruppe Galua poluqaetsØ daleko ne vsegda.

My podrobno izuqim nekotoryæ drugoæ metod ffffektivnogo nahoßdeniØ gruppy Galua. On osnovan na teoreme plotnosti Qebotareva i potomu ØvlØetsØ veroØtnostnym po svoeæ suti; po svoim svoæstvam fftot metod priblißaetsØ k qislennym metodam, odnako ne ØvlØetsØ odnim iz nih.

Sam metod budet izloßen v sledu¸wem razdele; zdes~ my hotim obsudit~ ego dostoinstva i nedostatki.

Osnovnoe dostoinstvo – ffto vysokaØ ffffektivnost~; toqnye ocenki vremeni raboty budut privedeny v odnom iz sledu¸wih razdelov, odnako zdes~ stoit otmetit~, qto on real~no pozvolØet vyqislØt~ gruppy Galua proizvol~nyh separabel~nyh, ne obØzatel~no neprivodimyh, mnogoqlenov stepeni n ≤ 10. Ewe odno dostoinstvo zakl¸qaetsØ v tom, qto dannyæ metod legko obobwaetsØ na l¸boe kol~co kofffficientov suwestvenno koneqnogo tipa nad Z.

Osnovnoæ nedostatok rassmatrivaemogo metoda v tom, qto dlØ nekotoryh “bol~xih” znaqeniæ n mogut byt~ nesoprØßennye podgruppy v S_n, kotorye fftim metodom v qistom vide razliqit~ nevozmoßno. Tem ne menee, ffto sluqaetsØ dovol~no redko i oqen~ mnogo informacii (naprimer, porØdok gruppy Galua) vsegda fftim metodom opredelØetsØ. Po vseæ vidimosti, primenenie v fftih sluqaØh poluqennoæ informacii pozvolit s pomow~¸ kakogo-nibud~ algebraiqeskogo metoda bystro opredelit~, kakaØ imenno iz podgrupp ØvlØetsØ gruppoæ Galua.

Drugoæ nedostatok zakl¸qaetsØ v tom, qto nekotorye tablicy dolßny byt~ vyqisleny dlØ kaßdogo znaqeniØ n preßde, qem

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 119 moßno budet primenØt~ algoritm. Odnako ffti tablicy ne zavisØt ot mnogoqlena F i potomu dolßny byt~ vyqisleny lix~ odnaßdy; avtor vyqislil ih dlØ n ≤ 10.

NastoØwaØ publikaciØ soderßit pervu¸ qast~ raboty. Okonqanie stat~i i tablicy budut opublikovany neskol~ko pozße.

1. Metod

Pust~ F ∈ Q[T ] – unitarnyæ separabel~nyæ mnogoqlen (ne obØzatel~no neprivodimyæ) stepeni n. Voz~mem proizvol~noe prostoe qislo p. Moßet sluqit~sØ, qto p delit odin iz znamenateleæ kofffficientov F , ili qto p delit diskriminant F ; my budem nazyvat~ takie prostye qisla iskl¸qitel~nymi. Poskol~ku mnoßestvo iskl¸qitel~nyh prostyh qisel koneqno, moßno predpolagat~, qto p ne ØvlØetsØ iskl¸qitel~nym (ono regulØrno, kak my budem govorit~), po kraæneæ mere, esli my obladaem sposobom proverki iskl¸qitel~nosti prostogo qisla p.

Itak, predpoloßim, qto p regulØrno. Togda redukciØ F_p(T ) mnogoqlena F (T ) po modul¸ p ØvlØetsØ separabel~nym mnogoqlenom, i my moßem rassmotret~ ego razloßenie na neprivodimye somnoßiteli: F_p = G_1 · G_2 · . . . · G_r, gde vse G_i razliqny. Rassmotrim stepeni λ_i fftih somnoßiteleæ. Moßno predpolagat~, qto λ_1 ≥ λ_2 ≥ · · · ≥ λ_r > 0, tak qto my poluqaem razbienie na slagaemye λ^{(p)} = λ = (λ_1, λ_2, ...) natural~nogo qisla n (razbienie natural~nogo qisla n – ffto nevozrasta¸waØ posledovatel~nost~

λ = (λ_i)_{i≥1} celyh neotricatel~nyh qisel, takaØ, qto n = ∑ i≥1 λ_i; sm. 4.1.2).

Voz~mem teper~ N razliqnyh regulØrnyh prostyh qisel, vyqislim dlØ kaßdogo iz nih razbienie λ^{(p)} i poloßim m_λ := ⟨qislo prostyh p, dlØ kotoryh λ^{(p)} = λ⟩. Qto moßno skazat~ o raspredelenii m_λ i o qastotah m_λ/N pri N → ∞?

Otvet na fftot vopros dostavlØetsØ sledu¸weæ teoremoæ plotnosti Qebotareva (sm. 2.2.4 i 2.3):

Teorema 1.1. Pust~ G ⊂ Sn – gruppa Galua mnogoqlena F (T )

(dlØ proizvol~no vybrannoæ numeracii korneæ). Oboznaqim qerez C_λ mnoßestvo podstanovok σ ∈ S_n cikliqeskogo tipa (t.e. so mnoßestvom dlin ciklov) λ. Togda plotnost~ mnoßestva prostyh p, dlØ kotoryh λ^{(p)} = λ, ravna |G ∩ C_λ|/|G|, gde qerez |X| my oboznaqaem koliqestvo fflementov koneqnogo mnoßestva X.

120 N. V. DUROV

Zameqanie 1.1.1. Mnoßestva Cλ ØvlØ¸tsØ v toqnosti klassami soprØßennyh fflementov simmetriqeskoæ gruppy S_n.

Zameqanie 1.1.2. �ta teorema – ne sovsem teorema plotnosti Qebotareva, no legko iz nee vyvoditsØ. �tot vyvod budet obsußdat~sØ v sledu¸wem razdele.

Itak, oboznaqim dlØ kaßdoæ podgruppy H ⊂ S_n qerez

p_H : part_n → [0, 1] funkci¸, opredelennu¸ formuloæ p_H (λ) := |H∩C_λ|/|H| (zdes~ part_n – mnoßestvo vseh razbieniæ na slagaemye

natural~nogo qisla n). My budem nazyvat~ takie funkcii virtual~nymi podgruppami gruppy S_n. SoprØßennym podgruppam sootvetstvuet odna i ta ße virtual~naØ podgruppa S_n; moßet sluqit~sØ, qto virtual~noæ podgruppe sootvetstvuet bolee odnogo klassa soprØßennyh podgrupp. Nax algoritm ne budet razliqat~ takie podgruppy, tak qto my ograniqimsØ nahoßdeniem virtual~noæ podgruppy, opredelennoæ gruppoæ Galua mnogoqlena F (T ), i pereqisleniem dlØ kaßdoæ virtual~noæ podgruppy sootvetstvu¸wih “nastoØwih” podgrupp.

V odnom iz posledu¸wih razdelov budet obsußdat~sØ, kak opredelit~ fftu virtual~nu¸ podgruppu s l¸bym zadannym “urovnem dostovernosti”; kak obyqno, pri uveliqenii qisla “ffksperimentov” (t.e. proanalizirovannyh prostyh qisel p) veroØtnost~ oxibki ffksponencial~no ubyvaet.

2. Teorema plotnosti Qebotareva

V fftom razdele my obsudim razliqnye varianty teoremy plotnosti Qebotareva. Nam budet udobno pri ee obsußdenii ispol~zovat~ geometriqeskiæ Øzyk; ffto osobenno polezno pri rassmotrenii razliqnyh ee obobweniæ. Odnako pered fftim nam ponadobitsØ napomnit~ osnovy teorii fftal~noæ fundamental~noæ gruppy, kotoraØ odnovremenno ØvlØetsØ algebraiqeskim variantom opredeleniØ topologiqeskoæ fundamental~noæ gruppy gladkogo algebraiqeskogo mnogoobraziØ nad C i obobweniem ponØtiØ absol¸tnoæ gruppy Galua polØ. 2.1 �tal~naØ fundamental~naØ gruppa

Napomnim snaqala opredelenie i osnovnye svoæstva fftal~- nyh morfizmov shem. Vse ffti svoæstva moßno naæti v [5, 17], gde fftal~nye morfizmy izuqa¸tsØ v maksimal~noæ obwnosti, ili v [6, 1], gde da¸tsØ opredeleniØ dlØ sluqaØ lokal~no ne-

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 121 terovyh shem. Poskol~ku dlØ naxih rassmotreniæ fftogo sluqaØ dostatoqno, privedem opredeleniØ iz [6].

Opredelenie 2.1.1. Pust~ X, Y – lokal~no neterovy shemy,

f: X → Y – morfizm lokal~no koneqnogo tipa, x ∈ X, y = f(x). GovorØt, qto morfizm f nerazvetvlen v toqke x, esli sußenie diagonal~nogo otobraßeniØ Δ_{X/Y} : X → X ×_Y X na nekotoru¸ otkrytu¸ okrestnost~ toqki x ØvlØetsØ otkrytym vloßeniem, ili, qto ravnosil~no, esli sloæ Ω^1_{X/Y,x} v toqke x puqka otnositel~nyh differencialov Ω^1_{X/Y} trivialen. Esli, krome togo, f ØvlØetsØ ploskim v toqke x, to govorØt, qto f fftalen v toqke x. Opredelenie 2.1.2. Pust~ X, Y – lokal~no neterovy shemy,

f: X → Y – morfizm lokal~no koneqnogo tipa. Morfizm f nazyvaetsØ nerazvetvlennym, esli diagonal~noe otobraßenie Δ_{X/Y} : X → X×_Y X ØvlØetsØ otkrytym vloßeniem, ili, qto ravnosil~- no, esli puqok otnositel~nyh differencialov Ω^1_{X/Y} trivialen. Esli, krome togo, f ØvlØetsØ ploskim, to f nazyvaetsØ fftal~- nym morfizmom. �tal~nyæ koneqnyæ morfizm nazyvaetsØ fftal~- nym nakrytiem.

Zameqanie 2.1.3. Nerazvetvlennost~ (sootv., fftal~nost~) morfizma f ravnosil~na ego nerazvetvlennosti (sootv., fftal~nosti) vo vseh toqkah x ∈ X.

Zameqanie 2.1.4. V pervonaqal~nom variante [6] ispol~zovalsØ termin “non ramifié” (nerazvetvlennyæ); v okonqatel~nom variante [6] i v [5] predlagaetsØ vmesto fftogo ispol~zovat~ termin

“net” (qistyæ).

Opredelenie 2.1.5. Pust~ A, B – kol~ca (kak vsegda, kommuta-

tivnye s ediniceæ). Gomomorfizm kolec φ: A → B nazyvaetsØ nerazvetvlennym (sootv. fftal~nym), esli sootvetstvu¸wiæ morfizm shem^aφ: Spec(B) → Spec(A) nerazvetvlen (sootv. fftalen). V fftom sluqae govorØt takße, qto B ØvlØetsØ nerazvetvlennoæ (sootv. fftal~noæ) A-algebroæ.

Zameqanie 2.1.6. Nesloßno dokazat~, qto vsØkiæ nerazvetvlennyæ (i tem bolee fftal~nyæ) morfizm kvazikoneqen (sm. [6, I 3]); esli shema Y artinova (naprimer, spektr polØ), to vsØkiæ kvazikoneqnyæ morfizm f : X → Y koneqen ([4, 6.4.4]), i potomu vsØkaØ fftal~naØ shema nad Y ØvlØetsØ fftal~nym nakrytiem. Ots¸da

122 N. V. DUROV sleduet, v qastnosti, qto vsØkaØ fftal~naØ algebra A nad polem k koneqna. V fftom sluqae my budem govorit~ takße, qto k-algebra A separabel~na; dlØ koneqnomernyh kommutativnyh algebr nad polem ffto opredelenie soglasuetsØ s kakim ugodno opredeleniem separabel~nosti, poskol~ku k-algebra A fftal~na ⇔ k̄-algebra

A ⊗_k k̄ fftal~na ⇔ k̄-algebra A ⊗_k k̄ izomorfna prØmomu proiz-

vedeni¸ neskol~kih ffkzemplØrov k̄ ⇔ A ≃ K_1 × K_2 × · · · × K_s, gde K_i – polØ, koneqnye separabel~nye rasxireniØ k. �tot primer pokazyvaet, qto izuqenie vsevozmoßnyh fftal~nyh nakrytiæ

Spec k po suwestvu ravnosil~no izuqeni¸ vsevozmoßnyh sepa-

rabel~nyh rasxireniæ polØ k, t.e. podgrupp koneqnogo indeksa absol¸tnoæ gruppy Galua polØ k.

Sledu¸wee predloßenie daet bol~xoæ nabor primerov fftal~- nyh nakrytiæ.

Predloßenie 2.1.7 (sm. [6, I 7]). Pust~ A – kol~co, f ∈ A[T ] –

unitarnyæ mnogoqlen stepeni n. Togda A-algebra B := A[T ]/f ·A[T ] nerazvetvlena togda i tol~ko togda, kogda mnogoqlen f separabelen, t.e. fA[T ] + f^′A[T ] = A[T ]. V fftom sluqae Spec B ØvlØetsØ fftal~nym nakrytiem Spec A; stepen~ fftogo nakrytiØ ravna n. Bolee obwo, esli s ∈ A[T ] – ewe odin mnogoqlen, to B_s ØvlØetsØ nerazvetvlennoæ (ili, qto v dannom sluqae odno i to ße, fftal~noæ) A-algebroæ togda i tol~ko togda, kogda fA[T ]_s + f^′A[T ]_s = A[T ]_s.

�tal~nye morfizmy dannogo vida tipiqny v tom smysle, qto lokal~no l¸boæ nerazvetvlennyæ (sootv., fftal~nyæ) morfizm raskladyvaetsØ v kompozici¸ vloßeniØ (sootv., otkrytogo vloßeniØ) s posledu¸wim fftal~nym morfizmom vida, rassmotrennogo vo vtoroæ qasti formulirovki predloßeniØ.

Pust~ teper~ S – nepustaØ svØznaØ neterova shema, Ω – algebraiqeski zamknutoe pole, s̄ ∈ S(Ω) = Hom(Spec Ω, S) — geometriqeskaØ toqka S; napomnim, qto zadanie takoæ toqki ravnosil~no zadani¸ “obyqnoæ” toqki s i vloßeniØ polØ vyqetov κ(s) → Ω. Oboznaqim qerez C = C_S polnu¸ podkategori¸ kategorii Sshem Sch/S, obrazovannu¸ fftal~nymi nakrytiØmi shemy S. L¸- boe ploskoe nakrytie X/S opredelØetsØ nekotorym puqkom O_S - algebr, kotoryæ budet ploskim i koneqno predstavimym i potomu lokal~no svobodnym puqkom O_S -moduleæ. �to pozvolØet dlØ l¸bogo fftal~nogo (i daße ploskogo) nakrytiØ X/S opredelit~ ego stepen~ – ffto rang lokal~no svobodnogo O_S -modulØ A.

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 123 Opredelim teper~ funktor F = F_{s̄}: C_S → Set sledu¸wim obrazom: F (X) – ffto mnoßestvo geometriqeskih Ω-toqek X, leßawih nad s̄, t.e. mnoßestvo S-morfizmov x̄: Spec Ω → X. �to mnoßestvo nahoditsØ vo vzaimno odnoznaqnom sootvetstvii s seqeni- Ømi morfizma X ×_S Spec Ω → Spec Ω, t.e. so mnoßestvom Ω-toqek shemy X_Ω := X ×_S Spec Ω. Esli X/S – fftal~noe nakrytie stepeni n, to X_Ω – fftal~noe nakrytie Spec Ω stepeni n, i potomu

X_Ω ØvlØetsØ summoæ n ffkzemplØrov Spec Ω, a mnoßestvo F (X)

sostoit rovno iz n fflementov. Takim obrazom, v deæstvitel~nosti funktor F prinimaet svoi znaqeniØ v kategorii koneqnyh mnoßestv set, i potomu moßno ego rassmatrivat~ kak funktor

F : C → set.

OkazyvaetsØ, qto para (C, F ) udovletvorØet aksiomatiqeskim usloviØm teorii Galua (sm. [6, V 4]):

(G1) C obladaet final~nym ob¨ektom i rassloennymi proizvedeniØmi (inaqe govorØ, v C suwestvu¸t koneqnye proektivnye predely).

(G2) V C suwestvu¸t koneqnye prØmye summy (v qastnosti, suwestvuet inicial~nyæ ob¨ekt ?_C ), a takße faktorob¨- ekty otnositel~no proizvol~nyh koneqnyh grupp avtomorfizmov.

(G3) VsØkiæ morfizm u: X → Y raskladyvaetsØ v kompozici¸

X^{u′}−→ Y^{′ u′′}−→ Y , gde u^′ – strogiæ ffpimorfizm, a u^{′′} – mo-

nomorfizm, ØvlØ¸wiæsØ izomorfizmom na prØmoe slagaemoe v Y .

(G4) Funktor F toqen sleva, t.e. sohranØet final~nyæ ob¨ekt i rassloennye proizvedeniØ (inaqe govorØ, F perestanovoqen s koneqnymi proektivnymi predelami).

(G5) F perestanovoqen s koneqnymi prØmymi summami, preobrazuet strogie ffpimorfizmy v ffpimorfizmy, i perestanovoqen s operacieæ vzØtiØ faktorob¨ekta otnositel~no koneqnoæ gruppy avtomorfizmov.

(G6) DlØ vsØkogo morfizma u: X → Y , takogo, qto F (u) – izomorfizm, u takße ØvlØetsØ izomorfizmom (t.e. F konservativen).

DlØ l¸boæ prokoneqnoæ gruppy π kategoriØ b_π koneqnyh diskretnyh π-mnoßestv vmeste s zabyva¸wim funktorom I: b_π → set udovletvorØet usloviØm aksiomatiqeskoæ teorii Galua (G1)–

(G6). OkazyvaetsØ, qto verno i obratnoe ([6, V 4]): dlØ l¸-

124 N. V. DUROV boæ aksiomatiqeskoæ teorii Galua (C, F ) suwestvuet prokoneqnaØ gruppa π i ffkvivalentnost~ kategoriæ G: C → b_π, takaØ, qto

I ∘G = F . Pri fftom gruppa π opredelena odnoznaqno s toqnost~¸

do izomorfizma. V kaqestve π moßno vzØt~ gruppu Aut(F ) avtomorfizmov funktora F , nadelennu¸ topologieæ prostoæ shodimosti na vseh F (X); inaqe govorØ, dlØ kaßdogo X ∈ Ob C i

ξ ∈ F (X) my opredelØem H_{X,ξ} := {σ ∈ Aut(F ) : σ_X (ξ) = ξ} i

berem v kaqestve okrestnosteæ edinicy mnoßestva, soderßawie koneqnoe pereseqenie podgrupp ukazannogo vida. Krome togo, daße esli my ne fiksiruem funktor-sloæ F , vse ravno l¸bye dva takie funktora (nekanoniqeski) izomorfny (dlØ dokazatel~stva dostatoqno rassmotret~ sluqaæ C = b_π), i potomu gruppa π vse ravno opredelena odnoznaqno s toqnost~¸ do needinstvennogo izomorfizma; l¸bye dva takih izomorfizma otliqa¸tsØ na vnutrenniæ avtomorfizm gruppy π.

Takim obrazom, dlØ svØznoæ (lokal~no neterovoæ) shemy S i geometriqeskoæ toqki s̄ opredelena nekotoraØ prokoneqnaØ gruppa π_1(S; s̄); pri fftom dlØ kaßdogo fftal~nogo nakrytiØ X/S na koneqnom mnoßestve F_{s̄}(X) geometriqeskih toqek X, leßawih nad s̄, opredelØetsØ nepreryvnoe deæstvie π_1(S; s̄), takoe, qto sopostavlenie kaßdomu X mnoßestva F (X) s fftim deæstviem ØvlØetsØ ffkvivalentnost~¸ kategorii C_S fftal~nyh nakrytiæ shemy S i kategorii koneqnyh diskretnyh π_1(S; s̄)-operatornyh mnoßestv.

Opredelenie 2.1.8. OpredelennaØ takim obrazom prokoneqnaØ

gruppa π_1(S; s̄) nazyvaetsØ (fftal~noæ) fundamental~noæ gruppoæ shemy S otnositel~no geometriqeskoæ toqki s̄.

Vaßno, qto pri fftoæ ffkvivalentnosti mnogie svoæstva X moßno vyrazit~ v terminah π_1-mnoßestva F (X): tak, X svØzno togda i tol~ko togda, kogda F (X) svØzno (t.e. sostoit iz ne bolee qem odnoæ orbity); X nepusto togda i tol~ko togda, kogda F (X) nepusto; razloßeni¸ X na komponenty svØznosti sootvetstvuet razloßenie F (X) na orbity; rassloennym proizvedeniØm sootvetstvu¸t rassloennye proizvedeniØ, i t.d.

Zameqanie 2.1.9. Pust~ S = Spec k – spektr polØ, Ω =^¯k – algebraiqeskoe zamykanie k, s̄ ∈ S(Ω) – geometriqeskaØ toqka, opredelennaØ vloßeniem k → Ω. Togda dlØ l¸bogo fftal~nogo nakrytiØ X/S shema X imeet vid Spec A dlØ nekotoroæ separabel~noæ k-algebry A, i F_{s̄}(X) = Hom_S (Spec Ω, X) = Hom_{k−alg}(A, Ω). Zame-

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 125 tim teper~, qto gruppa Galua Gal(Ω/k) deæstvuet soglasovannym obrazom na vseh F_{s̄}(X). Nesloßno videt~, qto funktor F_{s̄}, esli rassmotret~ ego kak funktor v kategori¸ koneqnyh diskretnyh

Gal(Ω/k)-operatornyh mnoßestv, ØvlØetsØ ffkvivalentnost~¸ ka-

tegoriæ, i potomu, vvidu edinstvennosti fundamental~noæ gruppy, v dannom sluqae fftal~naØ fundamental~naØ gruppa sovpadaet s absol¸tnoæ gruppoæ Galua.

Primer 2.1.10. V predpoloßeniØh predyduwego zameqaniØ pust~ A = k[T ]/f · k[T ], gde f – separabel~nyæ mnogoqlen. Togda

F_{s̄}(Spec A) = Hom_{k−alg}(A, Ω) ∼= {α ∈ Ω : f(α) = 0}, poskol~ku zada-

nie gomomorfizma k-algebr A → Ω ffkvivalentno zadani¸ obraza α klassa T v A. Itak, F_{s̄}(Spec A) est~ mnoßestvo korneæ f(T ) s estestvennym deæstviem gruppy Galua.

Zameqanie 2.1.11. Esli s̄ i s̄^′ – dve razliqnye geometriqeskie toqki S, to vvidu svoæstva edinstvennosti dve fundamental~nye gruppy π_1(S; s̄) i π_1(S; s̄^′) izomorfny, odnako kanoniqeskogo izomorfizma meßdu nimi ne suwestvuet. V svØzi s fftim vvoditsØ sledu¸wee opredelenie: mnoßestvo puteæ iz s̄ v s̄^′ est~ mnoßestvo izomorfizmov funktora F_{s̄} na F_{s̄}′ . Vybor kakogo-libo puti meßdu s̄ i s̄^′ pozvolØet opredelit~ izomorfizm meßdu sootvetstvu¸wimi fundamental~nymi gruppami.

DlØ l¸bogo nepreryvnogo gomomorfizma prokoneqnyh grupp

φ: H → G moßno opredelit~ funktor φ^∗: b_G → b_H sußeniØ grup-

py operatorov vdol~ φ. �tot funktor toqen; naoborot, nesloßno videt~ (sm. [6, V 6]), qto l¸boæ toqnyæ funktor R iz b_G v b_H izomorfen funktoru takogo vida. Esli, krome togo, I_H ∘ R = I_G, gde I_H i I_G – zabyva¸wie funktory v kategori¸ koneqnyh mnoßestv, to R = φ^∗ dlØ odnoznaqno opredelennogo nepreryvnogo gomomorfizma φ. Ots¸da legko vyvoditsØ sledu¸wee predloßenie (sm. [6, V 7]):

Predloßenie 2.1.12. a) Pust~ f: T → S – morfizm svØznyh (lo-

kal~no neterovyh) shem, t̄ ∈ T (Ω) – geometriqeskaØ toqka T , s̄ := f(t̄) ∈ S(Ω) — ee obraz v S. Rassmotrim toqnyæ funktor f^∗ : C_S → C_T , sopostavlØ¸wiæ fftal~nomu nakryti¸ X/S ego obratnyæ obraz X ×_S T /T . Togda suwestvuet edinstvennyæ nepreryvnyæ gomomorfizm π_1(f; t̄) = φ: π_1(T ; t̄) → π_1(S; s̄), takoæ, qto pri kanoniqeskom otoßdestvlenii mnoßestva F¯_t(f^∗X) s F_{s̄}(X) funktor f^∗ sovpadaet s funktorom sußeniØ gruppy operatorov

126 N. V. DUROV

φ^∗ (zdes~ my takße otoßdestvlØem C_S s b_{π1(S;s̄)}, i postupaem analogiqno s C_T ).

b) Esli, krome togo, f: T → S ØvlØetsØ fftal~nym nakrytiem, M — sootvetstvu¸wee π_1(S; s̄)-mnoßestvo, H — stabilizator fflementa t̄ ∈ M (napomnim, qto M = F_{s̄}(T ) – ffto v toqnosti mnoßestvo vseh geometriqeskih toqek T , leßawih nad s̄), to π_1(T ; t̄) moßno otoßdestvit~ s otkrytoæ podgruppoæ H v π_1(S; s̄); pri fftom gomomorfizm φ iz punkta a) otoßdestvlØetsØ s estestvennym vloßeniem gruppy H.

Iz punkta b) nemedlenno vyvodim Sledstvie 2.1.13. DlØ l¸bogo fftal~nogo nakrytiØ p: X → S ste-

peni n suwestvuet fftal~noe nakrytie f: T → S, takoe, qto f^∗(X) est~ summa n ffkzemplØrov T .

�to sledstvie nam nußno dlØ dokazatel~stva sledu¸weæ teoremy:

Teorema 2.1.14. Pust~ S – svØznaØ (lokal~no neterova) shema,

s̄ – nekotoraØ geometriqeskaØ toqka, G := π_1(S; s̄) – fftal~naØ fundamental~naØ gruppa, f: X → S – fftal~noe nakrytie stepeni n, M := F_{s̄}(X) – sootvetstvu¸wee G-operatornoe mnoßestvo i σ ∈ Aut_S (X) – proizvol~nyæ avtomorfizm nakrytiØ X/S. Pust~ A := f_∗(O_X ) – puqok O_S -algebr, opredelØ¸wiæ X. Poskol~- ku A – lokal~no svobodnyæ O_S -modul~ ranga n i σ^∗ – ego avtomorfizm, moßno rassmotret~ ego harakteristiqeskiæ mnogoqlen χ_σ∗ (T ) := det(T · 1 − σ^∗) ∈ Γ(S, O_S )[T ] i sled Tr σ^∗ ∈ Γ(S, O_S ).

Oboznaqim qerez E svobodnyæ Z-modul~ s bazisom M i qerez ~σ ego avtomorfizm, deæstvu¸wiæ na bazisnye fflementy kak F_{s̄}(σ). Togda χ_σ∗ (T ) = χe_σ(T ) i Tr σ^∗ = Tr ~σ = card{x ∈ M : F (σ)(x) = x}. V qastnosti, vse kofffficienty harakteristiqeskogo mnogoqlena σ^∗ celye.

Dokazatel~stvo. ˚sno, qto dostatoqno dokazat~ utverßdenie pro harakteristiqeskiæ mnogoqlen, tak kak sled ØvlØetsØ odnim iz ego kofffficientov. Pust~ g: S^′ → S – suwestvu¸wee po sledstvi¸ 2.1.13 fftal~noe nakrytie, takoe, qto g^∗(X) est~ summa n ffkzemplØrov S^′. Poloßim X^′ := g^∗(X) = X ×_S S^′, σ^′ := σ×1_S′ ; togda σ^{′∗} = σ^∗ ⊗_{OS} 1_{OS′} , i potomu χ_σ′∗ (T ) est~ obraz χ_σ∗ (T ) pri gomomorfizme Γ(S, O_S )[T ] → Γ(S^′, O_S′ )[T ]. �tot gomomorfizm in¨- ektiven, poskol~ku g – strogo ploskiæ morfizm. Pofftomu dostatoqno dokazat~ trebuemoe ravenstvo dlØ σ^′. Poskol~ku, krome

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 127 togo, moßno sqitat~, qto X^′/S^′ sootvetstvuet to ße mnoßestvo M , i pri fftom F (σ^′) otoßdestvlØetsØ s F (σ), my vidim, qto, zameniv S, X i σ na S^′, X^′ i σ^′, moßno sqitat~, qto X est~ summa n ffkzemplØrov S. Pri fftom v kaßdom ffkzemplØre S est~ rovno odna geometriqeskaØ toqka, leßawaØ nad s̄; sopostaviv kaßdomu ffkzemplØru sootvetstvu¸wu¸ toqku, my poluqim biekci¸ mnoßestva svØznyh komponent X na mnoßestvo M . Itak, X est~ S × M = ∐ m∈M S, priqem deæstviØ σ na X i F (σ) na M pri fftom

otoßdestvlenii soglasovany. Ots¸da A = O^{(M)}_S , i σ^∗ deæstvuet na bazisnyh fflementah kak F (σ)^{−1}. Pofftomu A ∼= O_S ⊗ZE^∗, a znaqit, χ_σ∗ (T ) = χte_σ (T ) = χe_σ (T ), qto i trebovalos~ dokazat~.

Krome togo, teper~ my moßem opredelit~ fflement Frobeniusa:

Opredelenie 2.1.15. Pust~ S – svØznaØ (lokal~no neterova) she-

ma, s ∈ S – toqka s koneqnym polem vyqetov κ(s) = F_q , Ω = κ(s) i s̄ – geometriqeskaØ toqka S, opredelennaØ s pomow~¸ κ(s) → Ω. Oboznaqim qerez i_s morfizm Spec κ(s) → S; Øsno, qto s̄ moßno rassmatrivat~ kak Ω-geometriqesku¸ toqku Spec κ(s). �lement Frobeniusa Frob_s ∈ π_1(S; s̄), sootvetstvu¸wiæ geometriqeskoæ toqke s̄ – ffto obraz avtomorfizma Frobeniusa (φ_q : x → x^q) ∈ Gal(Ω/κ(s)) = π_1(Spec κ(s); s̄) otnositel~no nepreryvnogo gomomorfizma π_1(i_s; s̄).

Esli t̄ – drugaØ geometriqeskaØ toqka S i γ – put~ iz s̄ v t̄, ustanavliva¸wiæ nekotoryæ izomorfizm θ : π_1(S; s̄) → π_1(S; t̄), to fflement Frobeniusa Frob_{s,γ} ∈ π_1(S; t̄) – ffto obraz Frob_s otnositel~no θ. Nakonec, esli zadany tol~ko s s koneqnym polem vyqetov i geometriqeskaØ toqka t̄, moßno opredelit~ Frob_s ∈ π_1(S; t̄), primeniv predyduwee opredelenie k proizvol~no vybrannoæ geometriqeskoæ toqke s̄ s nositelem v s i proizvol~nomu puti γ; poluqennyæ takim obrazom fflement opredelen s toqnost~¸ do soprØßeniØ, poskol~ku pri vybore drugogo puti γ gomomorfizm θ izmenØetsØ na vnutrenniæ avtomorfizm. Takim obrazom, v deæstvitel~nosti v fftom sluqae opredelen tol~ko klass soprØßennosti fflementa Frobeniusa.

Nakonec, esli s^′ ∈ S(F_qr ) – nekotoraØ F_qr -znaqnaØ toqka s nositelem s, poloßim Frob_s′ := Frob^r_s; ffto est~ obraz avtomorfizma Frobeniusa φ_qr ∈ π_1(Spec F_qr ; s̄) otnositel~no π_1(s^′; s̄): π_1(Spec F_qr ; s̄) → π_1(S; s̄). Analogiqno tomu, kak ffto bylo prodelano vyxe, opredelØetsØ fflement Frob_s′_{,γ} ∈ π_1(S; t̄) i klass soprØßennosti Frob_s′ ∈ π_1(S; t̄).

128 N. V. DUROV

Sledu¸wee predloßenie daet udobnoe opisanie deæstviØ

Frob_s na proizvol~nom koneqnom π_1-operatornom mnoßestve.

Predloßenie 2.1.16. Pust~ S – svØznaØ (lokal~no neterova) she-

ma, π_1 – ee fundamental~naØ gruppa (otnositel~no nekotoroæ geometriqeskoæ toqki), M – koneqnoe π_1-operatornoe mnoßestvo, X/S – sootvetstvu¸wee fftal~noe nakrytie, s ∈ S — toqka s koneqnym polem vyqetov, Frob_s ∈ π_1 – (proizvol~nyæ) fflement Frobeniusa, opredelennyæ s. Pust~ x_1, x_2, . . . , x_r – vse razliqnye toqki sloØ X_s. Togda nabor dlin ciklov podstanovki fflementov M , opredelennoæ deæstviem Frob_s na M , sovpadaet s naborom ( dim_{κ(s)} κ(x_i) ) 1≤i≤r. Dokazatel~stvo. Pust~ κ(s) = Fq – pole vyqetov toqki s, Ω – algebraiqeskoe zamykanie κ(s), s̄ – geometriqeskaØ toqka s, opredelennaØ vloßeniem κ(s) → Ω, i_s: Spec κ(s) → S – estestvennyæ morfizm, φ_q ∈ G := Gal(Ω/F_q ) ∼= π_1(Spec κ(s); s̄) – avtomorfizm Frobeniusa. Moßno sqitat~, qto π_1 = π_1(S; s̄) i qto Frob_s = π_1(i_s)(φ_q ), gde π_1(i_s) – gomomorfizm fundamental~nyh grupp, inducirovannyæ i_s: l¸boæ drugoæ vybor zamenØet Frob_s na soprØßennyæ, a znaqit, i inducirovannu¸ fftim fflementom podstanovku na M na soprØßennu¸, qto ne izmenØet nabor dlin ciklov.

Rassmotrim fftal~noe nakrytie X_s = X×_S Spec κ(s) → Spec κ(s); po opredeleni¸ π_1(i_s) ffto nakrytie zadaetsØ mnoßestvom M , na kotorom G deæstvuet posredstvom sußeniØ gruppy operatorov otnositel~no π_1(i_s). Takim obrazom, fflement φ_q ∈ G deæstvuet na M tak ße, kak i Frob_s ∈ π_1; pofftomu moßno, zameniv X, S i π_1 na X_s, Spec κ(s) i G, sqitat~, qto S = Spec κ(s).

Itak, pust~ S = Spec F_q ; togda X = ∐ 1≤i≤r Spec κ(xi) i po-

tomu G-operatornoe mnoßestvo M est~ summa G-operatornyh mnoßestv M_i, sootvetstvu¸wih kaßdomu Spec κ(x_i). Esli d_i :=

dimFq κ(xi), to κ(xi) = Fqdi , i podgruppa v G^∼=^^Z, ostavlØ¸waØ

κ(x_i) nepodvißnym, est~ d_i ^Z. Pofftomu M_i ∼= ^Z/d_i^Z ∼= Z/d_iZ, i

obrazu¸waØ φ_q gruppy G cikliqeski deæstvuet na M_i. Poskol~- ku M est~ summa M_i, ots¸da my nemedlenno poluqaem, qto nabor dlin ciklov podstanovki fflementov M , opredelennoæ deæstviem

φ_q, v toqnosti est~ (d_i)_{1≤i≤r}, qto i trebovalos~ dokazat~.

Nam ponadobitsØ ewe sledu¸wiæ poleznyæ fakt (sm. [6, V 8.2].

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 129

Teorema 2.1.17. Pust~ S – svØznaØ normal~naØ (lokal~no nete-

rova) shema, ξ – ee obwaØ toqka, K = κ(ξ) – pole racional~nyh funkciæ na S, s̄ – geometriqeskaØ toqka, opredelennaØ vloßeniem K → K. Togda gomomorfizm grupp Gal(K/K) ∼= π_1(Spec K; s̄) → π_1(S; s̄), inducirovannyæ morfizmom Spec K → S, s¸r¨ektiven.

2.2. Teorema plotnosti Qebotareva

Snaqala sformuliruem neskol~ko vspomogatel~nyh utverßdeniæ.

Lemma 2.2.1. Pust~ G – prokoneqnaØ gruppa, U ⊂ G – proizvol~-

noe podmnoßestvo. Sledu¸wie utverßdeniØ ffkvivalentny:

(i) U otkryto-zamknuto (t.e. odnovremenno otkryto i zamknuto);

(ii) U = XH dlØ nekotorogo otkrytogo normal~nogo delitelØ H v G i koneqnogo mnoßestva X ⊂ G;

(iii) U ØvlØetsØ ob¨edineniem smeßnyh klassov G po nekotoromu otkrytomu normal~nomu delitel¸ H ⊂ G;

(iv) suwestvuet otkrytyæ normal~nyæ delitel~ H v G i podmnoßestvo U^′ ⊂ G/H, takie, qto U ØvlØetsØ proobrazom U^′ otnositel~no kanoniqeskoæ proekcii φ: G → G/H.

Esli ffti usloviØ vypolneny, to dlØ (levo- ili pravoinvariantnoæ) mery Haara μ na G, normirovannoæ usloviem μ(G) = 1, vypolneno ravenstvo μ(U ) = |U^′|/(G : H)

Dokazatel~stvo. Implikacii (ii)⇒(iii)⇒(iv)⇒ (i) oqevidny; dokaßem (i)⇒(ii). DlØ l¸bogo otkrytogo normal~nogo delitelØ H v G oboznaqim qerez U_H ob¨edinenie vseh smeßnyh klassov G po H, soderßawihsØ v U . Togda U = ⋃ H U_H , gde ob¨edinenie beret-

sØ po vsem otkrytym normal~nym delitelØm G, poskol~ku vmeste s kaßdoæ toqkoæ x otkrytoe mnoßestvo U soderßit nekotoru¸ ee okrestnost~ vida xH. Krome togo, semeæstvo {U_H }_H fil~truetsØ po vozrastani¸, tak kak iz H^′ ⊂ H sleduet U_H′ ⊃ U_H . Vvidu kompaktnosti U ots¸da sleduet, qto U = U_H dlØ nekotorogo H, t.e. suwestvuet otkrytoe pokrytie vida U = ⋃ x∈X xH. Vybrav iz nego koneqnoe podpokrytie, poluqim koneqnoe mnoßestvo X, udovletvorØ¸wee (ii).

Ostalos~ dokazat~ poslednee utverßdenie lemmy. DlØ fftogo zametim, qto mera μ(sH) l¸bogo smeßnogo klassa sH = Hs sovpadaet s μ(H); poskol~ku G ØvlØetsØ diz¨¸nktnym ob¨edineniem

130 N. V. DUROV

(G : H) takih klassov, a U ØvlØetsØ diz¨¸nktnym ob¨edineniem |U^′| klassov, poluqaem trebuemoe ravenstvo.

Sledstvie 2.2.1.1. Pust~ G – prokoneqnaØ gruppa, f: G → X –

nepreryvnoe otobraßenie G vo mnoßestvo X, nadelennoe diskretnoæ topologieæ. Togda mnoßestvo f(G) ⊂ X koneqno, i f

predstavlØetsØ v vide G^φ−→ G/H^{f ′}−→ X dlØ nekotorogo otkrytogo normal~nogo delitelØ H v G.

Dokazatel~stvo. Mnoßestvo f(G) kompaktno i diskretno i potomu koneqno; pust~ (x_i)_{1≤i≤n} – vse ego razliqnye fflementy. Podmnoßestvo f^{−1}(x_i) ⊂ G odnovremenno otkryto i zamknuto v G, i potomu, soglasno lemme, ØvlØetsØ ob¨edineniem smeßnyh klassov po nekotoromu otkrytomu normal~nomu delitel¸ H_i. Voz~- mem v kaqestve H pereseqenie vseh H_i; togda f postoØnna na smeßnyh klassah po H i potomu propuskaetsØ qerez φ: G → G/H. Opredelenie 2.2.2. Pust~ Y – arifmetiqeskaØ shema (t.e. she-

ma koneqnogo tipa nad Z) razmernosti d, [Y ]_0 – mnoßestvo ee zamknutyh toqek, A ⊂ [Y ]_0 – proizvol~noe podmnoßestvo fftogo mnoßestva. DlØ l¸boæ zamknutoæ toqki y ∈ [Y ]_0 opredelim ee normu ravenstvom N (y) := card κ(y). Opredelim ζ-funkci¸ mnoßestva A ravenstvom ζ_A(s) := ∏ y∈A(1 − N (y)^{−s})^{−1}. �ta funkciØ ravnomerno shoditsØ na kompaktah vnutri oblasti Re s > d. Po opredeleni¸ ζ-funkciØ ζ_Y (s) shemy Y – ffto ζ-funkciØ mnoßestva vseh ee zamknutyh toqek. DlØ nekotorogo ε > 0 ona moßet byt~ prodolßena do funkcii, meromorfnoæ na Re s > d−ε i ne ime¸weæ nikakih osobennosteæ v fftoæ oblasti, krome, vozmoßno, prostogo pol¸sa pri s = d.

Opredelim analitiqesku¸ plotnost~ mnoßestva A kak predel otnoxeniØ log ζ_A(s)/ log ζ_Y (s) pri s, stremØwemsØ sverhu k d, esli fftot predel suwestvuet.

Nakonec, opredelim natural~nu¸ plotnost~ mnoßestva A kak predel pri M → ∞ otnoxeniØ koliqestva toqek y ∈ A s normami, ne prevoshodØwimi M , k obwemu koliqestvu toqek y ∈ [Y ]_0 s takimi normami.

Zameqanie 2.2.3. Iz obwih svoæstv rØdov Dirihle vyvoditsØ, qto esli opredelena natural~naØ plotnost~ mnoßestva A, to opredelena i analitiqeskaØ; naoborot, esli funkciØ n log ζ_A(s)−

m log ζ_Y (s) prodolßaetsØ do funkcii, golomorfnoæ v oblasti

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 131

Re s > d−ε dlØ nekotorogo ε > 0 i natural~nyh m i n, to oprede-

lena i natural~naØ, i analitiqeskaØ plotnost~, priqem obe oni ravny m/n; pri fftom raznost~ m/n i otnoxeniØ, rassmotrennogo pri opredelenii natural~noæ plotnosti, est~ O(M^{−ε}). DlØ vseh mnoßestv, kotorye my budem rassmatrivat~, ffti usloviØ vypolneny, i potomu bezrazliqno, govorit~ li o natural~noæ ili ob analitiqeskoæ plotnosti. Krome togo, esli vypolnena gipoteza Rimana, to moßno vzØt~ ε = 1/2.

Teorema 2.2.4 (teorema plotnosti Qebotareva). Pust~ Y – svØz-

naØ normal~naØ arifmetiqeskaØ shema (t.e. shema koneqnogo tipa

nad Z), ȳ0 – ee geometriqeskaØ toqka, π1 := π1(Y ; ȳ0) – ee funda-

mental~naØ gruppa, C ⊂ π_1 – otkryto-zamknutoe podmnoßestvo π_1, ustoæqivoe otnositel~no soprØßeniØ. Togda plotnost~ zamknutyh toqek y ∈ Y , dlØ kotoryh Frob_y ∈ C, ravna μ(C), gde μ – mera Haara na π_1, normirovannaØ usloviem μ(π_1) = 1, a Frob_y – kakoæ-libo iz fflementov Frobeniusa, sootvetstvu¸wih y (zapis~ “Frob_y ∈ C” korrektna, poskol~ku soglasno opredeleni¸ 2.1.15 fflement Frob_y opredelen s toqnost~¸ do soprØßeniØ, a C ustoæqivo otnositel~no soprØßeniØ).

Dokazatel~stvo. V deæstvitel~nosti ffta teorema nam budet nußna v odnomernom sluqae, tak qto vmesto dokazatel~stva my pokaßem, kak v fftom sluqae teorema Qebotareva v naxeæ formulirovke svoditsØ k “obyqnoæ” teoreme Qebotareva (sm., napr., [3]). Plan obwego dokazatel~stva budet zatem nameqen v serii zameqaniæ.

Itak, predpoloßim, qto Y odnomerna. Po lemme 2.2.1 suwestvuet otkrytaØ normal~naØ podgruppa H ⊂ π_1 i podmnoßestvo

C^′ ⊂ G := π_1/H, takoe, qto C est~ proobraz C^′ otnositel~no

proekcii φ: π_1 → G. Pust~ X/S – fftal~noe “nakrytie Galua”, opredelennoe normal~noæ podgruppoæ H (t.e. sootvetstvu¸wee

π_1-operatornomu mnoßestvu π_1/H pri ffkvivalentnosti katego-

riæ, rassmotrennoæ v predyduwem punkte). Pust~ K i L – polØ racional~nyh funkciæ na Y i X sootvetstvenno; togda K – global~noe qislovoe pole i L/K – rasxirenie Galua s gruppoæ Galua G. Zamknutye toqki shemy Y sootvetstvu¸t vsem nenulevym prostym idealam kol~ca celyh polØ K, krome koneqnogo ih qisla; ffti prostye idealy nerazvetvleny otnositel~no L/K, tak kak X/Y – fftal~noe nakrytie. DlØ l¸boæ zamknutoæ toqki

y ∈ Y fflement φ(Frob_y) ∈ G – ffto v toqnosti “obyqnyæ” fflement

132 N. V. DUROV Frobeniusa; poskol~ku usloviØ Frob_y ∈ C i φ(Frob_y) ∈ C^′ ffkvivalentny i C^′ – podmnoßestvo v G, ustoæqivoe otnositel~no soprØßeniØ, obyqnaØ teorema plotnosti Qebotareva utverßdaet, qto plotnost~ teh zamknutyh toqek y, dlØ kotoryh φ(Frob_y) ∈ C^′, ravna |C^′|/|G|, qto po lemme 2.2.1 v toqnosti ravno μ(C). Zameqanie 2.2.4.1. V obwem sluqae teorema dokazyvaetsØ, kak i v odnomernom sluqae, s pomow~¸ L-funkciæ. Pust~ E – koneqnomernoe vektornoe prostranstvo, ρ: π_1 → AutC E – nepreryvnoe kompleksnoe predstavlenie prokoneqnoæ gruppy π_1 (nepreryvnost~ zdes~ rassmatrivaetsØ otnositel~no diskretnoæ topologii na AutC E; soglasno 2.2.1.1, takaØ nepreryvnost~ ravnosil~na tomu, qto ρ propuskaetsØ qerez nekotoru¸ koneqnu¸ faktorgruppu π_1), i pust~ χ: π_1 → C – sootvetstvu¸wiæ nepreryvnyæ harakter (t.e. χ(g) = Tr ρ(g)). DlØ l¸bogo kompleksnogo s s Re s > d = dim S opredelim L(s; χ) = ∏ y∈[Y ]0 det(1 − N (y)^{−s}ρ(Frob_y))

Po-drugomu moßno opredelit~ L(s; χ) sledu¸wim obrazom:

log L(s; χ) = ∑ y∈[Y ]0 ∑ n≥1 1 n χ(Frob^n_y )N (y)^{−ns}.

PoslednØØ formula pozvolØet opredelit~ log L(s; ψ) dlØ l¸boæ nepreryvnoæ central~noæ funkcii ψ: π_1 → C (nepreryvnost~, kak obyqno, ponimaetsØ otnositel~no diskretnoæ topologii na C , a central~nost~ oznaqaet, qto ψ(hgh^{−1}) = ψ(g) dlØ l¸byh g, h ∈

π_1). Otmetim sledu¸wie svoæstva L-funkciæ:

a) Proizvedenie dlØ L(s; χ) i rØd dlØ log L(s; ψ) ravnomerno shodØtsØ na kompaktah, soderßawihsØ v Re s > d.

b) Esli χ_0: π_1 → {1} ⊂ C – glavnyæ harakter, to L(s; χ_0) =

ζ_Y (s).

c) Esli Y^′ → Y – fftal~noe nakrytie, opredelennoe nekotoroæ otkrytoæ podgruppoæ H ⊂ π_1 (t.e. sootvetstvu¸wee

π_1-operatornomu mnoßestvu π_1/H) i χ^′ – nepreryvnyæ

harakter gruppy H (kotoru¸ moßno otoßdestvit~ s fundamental~noæ gruppoæ Y^′), a χ = Ind^{π1}_H (χ^′) – harakter, inducirovannyæ χ^′ na π_1, to L_Y (s; χ) = L_Y ′ (s; χ^′). Analogiqno, esli ψ^′: H → C – nepreryvnaØ central~naØ funkciØ

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 133 i ψ = Ind^{π1}_H (ψ^′), to log L_Y (s; ψ) = log L_Y ′ (s; ψ^′) (dokazatel~- stvo fftih faktov nesloßno, osobenno esli vospol~zovat~- sØ dokazatel~stvom 2.1.16).

d) Lineænost~: L(s; χ_1 +χ_2) = L(s; χ_1)·L(s; χ_2) i log L(s; a_1ψ_1 +

a_2ψ_2) = a_1 log L(s; ψ_1) + a_2 log L(s; ψ_2).

e) Esli A – otkryto-zamknutoe podmnoßestvo v π_1, ustoæqivoe otnositel~no soprØßeniØ, to ego harakteristiqeskaØ funkciØ φ_A: π_1 → {0, 1} ⊂ C ØvlØetsØ nepreryvnoæ central~noæ funkcieæ, i log L_Y (s; φ_A) = log ζ_A(s).

f) DlØ l¸byh dvuh nepreryvnyh central~nyh funkciæ ψ_1 i ψ_2 opredelim ih skalØrnoe proizvedenie formuloæ

(ψ_1, ψ_2) := ∫ π1 ψ_1(g)ψ_2(g) dμ(g).

L¸baØ nepreryvnaØ central~naØ funkciØ ØvlØetsØ kompleksnoæ lineænoæ kombinacieæ koneqnogo qisla neprivodimyh nepreryvnyh harakterov, kotorye obrazu¸t ortonormirovannyæ bazis v unitarnom prostranstve nepreryvnyh central~nyh funkciæ. Verno sledu¸wee utverßdenie (“teorema Brauffra”): vsØkiæ nepreryvnyæ harakter χ gruppy π_1 ØvlØetsØ celoqislennoæ lineænoæ kombinacieæ harakterov, inducirovannyh neprivodimymi harakterami koneqnyh cikliqeskih podfaktorgrupp gruppy π_1 (t.e. cikliqeskih podgrupp koneqnyh faktorgrupp gruppy π_1). Esli, krome togo, χ ortogonalen glavnomu harakteru χ_0, moßno oboætis~ harakterami, inducirovannymi neglavnymi harakterami cikliqeskih podfaktorgrupp.

g) ζ_Y (s) moßet byt~ prodolßena do meromorfnoæ funkcii v

oblasti Re s > d − ε s edinstvennym prostym pol¸som v

s = d pri nekotorom ε > 0. Esli χ – nepreryvnyæ harak-

ter, ortogonal~nyæ k χ_0, to L_Y (s; χ) i log L_Y (s; χ) prodolßa¸tsØ do funkciæ, golomorfnyh pri Re s > d−1 (vaßnaØ ideØ dokazatel~stva fftogo fakta: svesti k cikliqeskomu sluqa¸ s pomow~¸ teoremy Brauffra).

h) Esli ψ – nepreryvnaØ central~naØ funkciØ i c := (ψ, χ_0), to log L_Y (s; ψ) − c · log ζ_Y (s) moßet byt~ prodolßena do funkcii, golomorfnoæ v oblasti Re s > d − ε dlØ nekotorogo ε > 0.

134 N. V. DUROV

c) Esli C ⊂ π_1 – otkryto-zamknutoe mnoßestvo, ustoæqivoe otnositel~no soprØßeniØ, to log ζ_C (s) − μ(C) · log ζ_Y (s) prodolßaetsØ do funkcii, golomorfnoæ v oblasti Re s > d−ε dlØ nekotorogo ε > 0.

Privedennyæ vyxe plan dokazatel~stva pokazyvaet, kakim obrazom osuwestvlØetsØ redukciØ k cikliqeskomu nakryti¸ Galua. V klassiqeskom sluqae neobhodimye svoæstva L-funkciæ zatem vyvodØtsØ s pomow~¸ rassmotreniØ harakterov adeleæ.

Zameqanie 2.2.4.2. Formulirovku teoremy Qebotareva moßno oslabit~, potrebovav ot shemy Y celostnost~ i regulØrnost~ v korazmernosti ≤ 1 vmesto normal~nosti. Odnako polnost~¸ izbavit~sØ ot usloviØ normal~nosti nel~zØ, kak pokazyvaet sledu¸wiæ primer. Pust~ k – koneqnoe pole harakteristiki ≠ 2,

Y = Spec k[X, Y ]/(Y^2 − X^3 − X^2) – osobaØ kubiqeskaØ krivaØ, po-

luqennaØ skleivaniem dvuh razliqnyh racional~nyh toqek affinnoæ prØmoæ V^1_k. Togda, kak nesloßno videt~ (sm. [6]), fundamental~naØ gruppa Y izomorfna ^Z, odnako dlØ l¸boæ zamknutoæ toqki y ∈ Y sootvetstvu¸wiæ fflement Frobeniusa raven edinice (t.e. nul¸, esli zapisyvat~ ^Zadditivno). Voz~mem teper~

C = d^ZdlØ proizvol~nogo d > 1; poluqim, qto dlØ vseh zamknu-

tyh y imeet mesto Frob_y ∈ C nesmotrØ na to, qto μ(C) = 1/d.

Moßno postroit~ analogiqnym obrazom nemnogo bolee sloßnyæ teoretiko-qislovoæ primer. DlØ fftogo nado vzØt~ Y =

Spec Z[2i]; togda Y – ffto shema, poluqennaØ skleækoæ zamknu-

tyh toqek (1 + i) i (1 − i) normal~noæ shemy Spec Z[i]. Poskol~ku suwestvuet koneqnoe qislo qislovyh poleæ, vse razvetvlennye prostye idealy kotoryh leßat nad dvoækoæ, fundamental~naØ gruppa Spec Z[i] est~ nekotoraØ koneqnaØ gruppa H i potomu fundamental~naØ gruppa Y est~ poluprØmoe proizvedenie H na ^Z; dalee primer zaverxaetsØ tak ße, kak i ran~xe. (Proverki zdes~ dovol~no sloßny, i potomu my ih opuskaem. . .)

Predloßenie 2.2.5. Pust~ Y – svØznaØ normal~naØ arifmeti-

qeskaØ shema, ȳ_0 – ee geometriqeskaØ toqka, π_1 := π_1(Y ; ȳ_0) – ee fundamental~naØ gruppa, X/Y – fftal~noe nakrytie stepeni n, M – π_1-mnoßestvo, sootvetstvu¸wee fftomu nakryti¸, θ: π_1 →

SM ≃ Sn – nepreryvnyæ gomomorfizm π1 v gruppu podstanovok

mnoßestva M , opredelennyæ deæstviem π_1 na fftom mnoßestve. Pust~ λ – razbienie natural~nogo qisla n i C_λ ⊂ S_M – mnoßestvo

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 135 podstanovok cikliqeskogo tipa λ. DlØ l¸boæ zamknutoæ toqki y ∈ Y oboznaqim qerez λ^{(y)} razbienie qisla n, obrazovannoe stepenØmi nad κ(y) poleæ vyqetov κ(x_i) toqek sloØ X_y.

Togda plotnost~ mnoßestva teh y ∈ [Y ]_0, dlØ kotoryh λ^{(y)} = λ, ravna |C_λ ∩ θ(π_1)|/|θ(π_1)|.

Dokazatel~stvo. Soglasno predloßeni¸ 2.1.16 uslovie λ^{(y)} = λ ravnosil~no uslovi¸ θ(Frob_y) ∈ C_λ, t.e. Frob_y ∈ θ^{−1}(C_λ). Ostalos~ primenit~ ko mnoßestvu θ^{−1}(C_λ) teoremu 2.2.4 i zametit~, qto μ ( θ^{−1}(C_λ) ) = |C_λ ∩ θ(π_1)|/|θ(π_1)|. 2.3. Nax sluqaæ

Pust~ F (T ) – unitarnyæ separabel~nyæ mnogoqlen stepeni n s racional~nymi kofffficientami, m — proizvedenie vseh iskl¸qitel~nyh (otnositel~no F (T )) prostyh qisel, A = Z[m^{−1}],

B = A[T ]/(F (T )), S = Spec A ⊂ Spec Z, X = Spec B; togda S –

otkrytaØ podshema Spec Z, poluqennaØ vybrasyvaniem iskl¸qitel~nyh prostyh qisel, i soglasno 2.1.7 ØvlØetsØ fftal~nym nakrytiem stepeni n.

Oboznaqim qerez s̄_0 geometriqesku¸ obwu¸ toqku S, opredelennu¸ vloßeniem polØ racional~nyh funkciæ Q shemy S v ego algebraiqeskoe zamykanie Q. Togda po 2.1.17 fundamental~nu¸ gruppu π_1 := π_1(S; s̄_0) moßno otoßdestvit~ s nekotoroæ faktorgruppoæ absol¸tnoæ gruppy Galua π_1(Spec Q; s̄_0) ∼= G :=

Gal(Q/Q). Pust~ M – n-fflementnoe π_1-operatornoe mnoßestvo,

sootvetstvu¸wee nakryti¸ X/S, i pust~ θ: π_1 → S_M – nepreryvnyæ gomomorfizm fundamental~noæ gruppy v gruppu podstanovok mnoßestva M , inducirovannyæ fftim deæstviem.

My znaem, qto kak G-operatornoe mnoßestvo M moßno otoßdestvit~ so mnoßestvom korneæ mnogoqlena F (T ) v Q (sm. 2.1.10). Pri fftom obraz gruppy G v S_M sovpadaet s H := θ(π_1), poskol~ku gomomorfizm G → S_M raskladyvaetsØ v kompozici¸ θ i s¸r¨ektivnogo gomomorfizma G → π_1.

Teper~ my moßem primenit~ predloßenie 2.2.5, soglasno kotoromu plotnost~ mnoßestva zamknutyh toqek s ∈ S, dlØ kotoryh λ^{(s)} sovpadaet s zadannym razbieniem λ qisla n, ravna |H ∩ C_λ|/|H|. Ostalos~ zametit~, qto zamknutye toqki s ∈ S – ffto kak raz toqki, opredelennye regulØrnymi prostymi qislami p ∈ Z, i qto sootvetstvu¸wee razbienie λ^{(s)} – ffto v toqnosti nabor ste-

136 N. V. DUROV peneæ neprivodimyh somnoßiteleæ redukcii F_p(T ) mnogoqlena

F (T ) po modul¸ p, poskol~ku sloæ X_s ∼= X ⊗Zκ(s) ∼= Spec B ⊗_A F_p ∼= Spec F_p [T ]/(F_p(T )).

Takim obrazom, my obosnovali teoremu 1.1, na kotoroæ osnovan nax metod.

3. Podgruppy, G-mnoßestva i lineænye predstavleniØ grupp 3.1. KategoriØ G-mnoßestv

Po suwestvu vse obwie fakty, izloßennye v fftom punkte, moßno naæti v [7, IV]. My hotim, odnako, Øvno privesti vse voznika¸wie konstrukcii i toqnye formulirovki utverßdeniæ, a takße izmeneniØ, neobhodimye dlØ sluqaØ prokoneqnyh grupp.

Opredelenie 3.1.1 (sm. [7, IV)]). Pust~ G – proizvol~naØ grup-

pa. My oboznaqim qerez B_G kategori¸ G-mnoßestv i budem nazyvat~ ee toposom G-mnoßestv ili klassificiru¸wim toposom gruppy G. Krome togo, oboznaqim qerez b_G kategori¸ koneqnyh Goperatornyh mnoßestv i nazovem ego (fflementarnym) toposom koneqnyh G-mnoßestv. DlØ l¸byh G-mnoßestv X i Y my oboznaqaem mnoßestvo G-morfizmov iz X v Y qerez Hom_{BG} (X, Y ) ili prosto Hom_G(X, Y ). Oboznaqim e_{BG} final~nyæ ob¨ekt kategoriæ B_G i b_G: ffto odnotoqeqnoe mnoßestvo s edinstvennym vozmoßnym deæstviem G. DlØ opredelennosti moßno vzØt~ v kaqestve fftogo odnotoqeqnogo mnoßestva 1 = {?}. Inicial~nyæ ob¨ekt

?B_G = ?G kategoriæ BG i bG – ffto pustoe mnoßestvo s edin-

stvennym vozmoßnym deæstviem G. V kategorii B_G suwestvu¸t proizvol~nye (malye) proektivnye i induktivnye predely, kotorye “moßno vyqislØt~ v kategorii mnoßestv”. Morfizm v kategorii B_G ØvlØetsØ monomorfizmom (sootv., ffpimorfizmom, izomorfizmom) togda i tol~ko togda, kogda on in¨ektiven (sootv., s¸r¨ektiven, biektiven) kak otobraßenie mnoßestv.

Neformal~no smysl predyduwego opredeleniØ moßno poØsnit~ tak: klassificiru¸wiæ topos gruppy G – ffto “topologiqeskoe prostranstvo”, sostoØwee iz odnoæ toqki s gruppoæ avtomorfizmov G, a toqnee, kategoriØ puqkov mnoßestv na takom prostranstve. V svØzi s fftim nam budet udobna terminologiØ, vvodimaØ v sledu¸wem opredelenii:

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 137

Opredelenie 3.1.2. Toqeqnyæ topos P – ffto kategoriØ mno-

ßestv, ili, qto odno i to ße, klassificiru¸wiæ topos ediniqnoæ gruppy.

Opredelenie 3.1.3. Pust~ f: H → G – gomomorfizm grupp. DlØ

l¸bogo G-operatornogo mnoßestva X opredelim H-operatornoe mnoßestvo f^∗(X) sledu¸wim obrazom: f^∗(X) sovpadaet s X kak mnoßestvo, a deæstvie H zadaetsØ formuloæ h · x = f(h) · x. V fftom sluqae my budem govorit~, qto f^∗(X) poluqeno iz X sußeniem gruppy operatorov vdol~ f. Takim obrazom, my opredelili funktor f^∗: B_G → B_H , kotoryæ moßno rassmatrivat~ takße tak funktor iz b_G v b_H . My budem oboznaqat~ fftot funktor takße qerez B^∗_f , a sootvetstvu¸wiæ funktor iz b_G v b_H qerez b^∗_f . Oboznaqim qerez f_∗ ili B_{f∗} (sootv., f_! ili B_{f!}) pravyæ (sootv. levyæ) soprØßennyæ funktor k f^∗ = B^∗_f . Esli, krome togo, indeks f(H) v G koneqen, to funktor f_∗ (sootv. f_!) perevodit koneqnye mnoßestva v koneqnye i potomu opredelØet funktor b_{f∗} (sootv. b_{f!}), soprØßennyæ sprava (sootv. sleva) k b^∗_f .

Nakonec, troæka B_f := (B^∗_f , B_{f∗}, θ), gde θ — izomorfizm soprØßeniØ θ_{X,Y} : Hom_H (B^∗_f X, Y ) ∼= Hom_G(X, B_{f∗}Y ), budet nazyvat~sØ morfizmom toposa B_H v B_G, opredelennym f. Analogiqno opredelØetsØ morfizm fflementarnyh toposov b_f v tom sluqae, esli indeks f(H) v G koneqen (sm. 3.1.9 niße).

Napomnim, kakim obrazom stroØtsØ funktory f_∗ i f_!.

Lemma 3.1.4. Pust~ G, H – dve proizvol~nye gruppy, Q – (H, G)-

mnoßestvo, t.e. mnoßestvo, na kotorom zadano levoe deæstvie H i pravoe deæstvie G, priqem ffti deæstviØ perestanovoqny v tom smysle, qto (hq)g = h(qg) dlØ l¸byh h ∈ H, g ∈ G i q ∈ Q. Pust~ X – G-mnoßestvo, Y – H-mnoßestvo. Togda imeet mesto kanoniqeskiæ izomorfizm θ_{X,Y} : Hom_H (Q ×^G X, Y ) → Hom_G(X, Hom_H (Q, Y )), gde Q ×^G X – “sßatoe proizvedenie” Q i X, t.e. faktormnoßestvo mnoßestva Q × X otnositel~no otnoxeniØ ffkvivalentnosti (qg, x) ∼ (q, gx), levoe deæstvie H na Q ×^G X induciruetsØ levym deæstviem H na Q, a levoe deæstvie G na Hom_H (Q, Y ) inducirovano pravym deæstviem G na Q.

Pri fftom θ_{X,Y} perevodit H-otobraßenie f: Q ×^G X → Y v otobraßenie θ_{X,Y} (f): x → ( q → f([q, x]) ) , gde qerez [q, x] oboznaqen klass pary (q, x) ∈ Q × X v sßatom proizvedenii Q ×^G X.

138 N. V. DUROV

Dokazatel~stvo. a)^~fx: q → f([q, x]) ØvlØetsØ H-otobraßeniem: deæstvitel~no, f̃_x(hq) = f ( [hq, x] ) = f ( h[q, x] ) = hf ( [q, x] ) = hf̃_x(q),

poskol~ku f – H-otobraßenie;

b) f̃: x → f̃_x ØvlØetsØ G-otobraßeniem: f̃_{gx}(q) = f ( [q, gx] ) = f ( [qg, x] ) = f̃_x(qg) = (gf̃_x)(g). Takim obrazom, θ_{X,Y} (f) = f̃ deæstvi-

tel~no prinadleßit Hom_G(X, Hom_H (Q, Y )), a znaqit, θ_{X,Y} korrektno opredeleno.

c) Naoborot, pust~ dano f̃ ∈ Hom_G(X, Hom_H (Q, Y )). Otmetim, qto esli suwestvuet f, dlØ kotorogo f̃ = θ_{X,Y} (f), to obØzatel~no f ( [q, x] ) = f̃_x(q), gde f̃_x := f̃ (x) ∈ Hom_H (Q, Y ). Takim obrazom, f

opredeleno odnoznaqno; ostalos~ proverit~ korrektnost~. Preßde vsego, f̃_{gx} = f̃ (gx) = gf̃_x i potomu f̃_{gx}(q) = (gf̃_x)(q) = f̃_x(qg), t.e. otobraßenie (q, x) → f̃_x(q) soglasovano s otnoxeniem ffkvivalentnosti (qg, x) ∼ (q, gx), i, sledovatel~no, opredelØet nußnoe otobraßenie f: Q×^G X → Y ; f budet H-otobraßeniem vvidu formul punkta a).

Sledstvie 3.1.4.1. Pust~ f: H → G – gomomorfizm grupp. Funk-

tor sußeniØ gruppy operatorov f^∗: B_G → B_H obladaet pravym soprØßennym f_∗, kotoryæ moßno opredelit~ ravenstvom f_∗(Y ) := Hom_H (G_d, Y ), gde G_d – ffto gruppa G, rassmatrivaemaØ kak (H, G)-mnoßestvo otnositel~no deæstviØ h · g^′ · g = f(h)g^′g. Krome togo, funktor f^∗ obladaet levym soprØßennym f_!, opredelennym formuloæ f_!(Y ) := G_s ×^H Y , gde na fftot raz G_s – ffto G, rassmatrivaemaØ kak (G, H)-mnoßestvo.

Dokazatel~stvo. DlØ dokazatel~stva pervogo fakta primenim lemmu 3.1.4 dlØ Q = G_d i zametim, qto H-mnoßestvo G_d ×^G X kanoniqeski izomorfno f^∗(X) dlØ l¸bogo G-mnoßestva X. Vtoroæ fakt dokazyvaetsØ ewe odnim primeneniem lemmy, gde na fftot raz nußno pomenØt~ rolØmi G i H, X i Y i vzØt~ v kaqestve Q mnoßestvo G_s, rassmatrivaemoe kak (G, H)-mnoßestvo: togda poluqim, qto Hom_G(G_s ×^H Y, X) ∼= Hom_H (Y, Hom_G(G_s, X)), posle qego ostaetsØ tol~ko zametit~, qto H-mnoßestvo Hom_G(G_s, X) kanoniqeski izomorfno f^∗(X).

Zameqanie 3.1.4.2. Itak, dlØ l¸bogo gomomorfizma grupp

f: H → G my opredelili posledovatel~nost~ soprØßennyh funk-

torov f_!, f^∗, f_∗. Iz obwih svoæstv soprØßennyh funktorov sleduet, qto f_! sohranØet proizvol~nye induktivnye predely i, v qastnosti, toqen sprava (pod fftim my ponimaem, qto funktor

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 139 sohranØet koneqnye induktivnye predely), f^∗ sohranØet l¸bye proektivnye i induktivnye predely (i potomu toqen), a funktor f_∗ sohranØet proektivnye predely (a znaqit, toqen sleva). Krome togo, esli f in¨ektiven, to f_! perevodit rassloennye proizvedeniØ v rassloennye proizvedeniØ, odnako ne sohranØet final~nyæ ob¨ekt, esli tol~ko f ne ØvlØetsØ izomorfizmom. Zameqanie 3.1.4.3. Esli g: H^′ → H – ewe odin gomomorfizm grupp, to, oqevidno, (fg)^∗ = g^∗f^∗; vvidu edinstvennosti soprØßennyh funktorov ots¸da poluqaem, qto suwestvu¸t kanoniqeskie izomorfizmy (fg)_∗ ∼= f_∗g_∗ i (fg)_! ∼= f_!g_!. Vproqem, ffti izomorfizmy legko postroit~, ishodØ neposredstvenno iz 3.1.4.1. Zameqanie 3.1.4.4. Pust~ f: H → G – proizvol~nyæ gomomorfizm grupp. SoprØßennost~ funktorov f_! i f^∗ pozvolØet opredelit~ estestvennye preobrazovaniØ ξ: f_!f^∗ → 1_{BG} i η: 1_{BH} → f^∗f_!, kotorye moßno opisat~ Øvno s pomow~¸ 3.1.4.1 i 3.1.4. A imenno, ξ_X : f_!f^∗X = G_s ×^H f^∗X → X perevodit [g, x] ∈ G_s ×^H f^∗X v

gx ∈ X, a η_Y : Y → f^∗(G_s ×^H Y ) perevodit y ∈ Y v [e_G, y], gde e_G – edinica gruppy G. Analogiqno, soprØßennost~ funktorov f^∗ i f_∗ opredelØet estestvennye preobrazovaniØ ξ^′_Y : f^∗f_∗Y → Y

i η^′_X : X → f_∗f^∗X, kotorye my seæqas Øvno opixem. A imenno,

ξ^′_Y : f^∗ Hom_H (G_d, Y ) → Y perevodit φ ∈ Hom_H (G_d, Y ) v φ(e_G), a η^′_X : X → Hom_H (G_d, f^∗X) perevodit x ∈ X v funkci¸ φ_x: G_d → f^∗X, opredelennu¸ ravenstvom φ_x(g) = gx.

Predloßenie 3.1.5. Pust~ f: H → G – gomomorfizm grupp, ξ,

η, ξ^′, η^′ – estestvennye preobrazovaniØ, opisannye v predyduwem zameqanii.

a) Sledu¸wie usloviØ ravnosil~ny: (i) f in¨ektiven; (ii) η_Y monomorfno (= in¨ektivno) dlØ l¸bogo Y ∈ Ob B_H ; (iii) η_{Hs} monomorfno; (iv) funktor f_! strog, t.e. in¨ektiven na morfizmah; (v) funktor f_∗ strog; (vi) ξ^′_Y ffpimorfno (= s¸r¨ektivno) dlØ l¸bogo Y ; (vii) ξ^′_{Hs} ffpimorf- no. b) DlØ l¸bogo f funktor f^∗ strog, ξ_X vsegda ffpimorfen, a η^′_X monomorfen.

c) Sledu¸wie usloviØ ravnosil~ny: (i) f s¸r¨ektiven;

(ii) ξ_X monomorfno dlØ l¸bogo X ∈ Ob B_G; (ii’) ξ_X biektivno dlØ l¸bogo X ∈ Ob B_G; (iii) ξ_{Gs} monomorfno; (iv)— funktor f^∗ vpolne strog, t.e. biektiven na morfiz-

140 N. V. DUROV

mah; (v) η^′_X biektivno dlØ l¸bogo X; (vi) η^′_X ffpimorfno dlØ l¸bogo X.

Esli usloviØ c) vypolneny, to f^∗ induciruet ffkvivalentnost~ B_G i nekotoroæ polnoæ podkategorii v B_H .

Dokazatel~stvo. a) (i)⇒(ii) oqevidno, poskol~ku ηY (y) = ηY (y^′)

⇔ y^′ = hy dlØ nekotorogo h ∈ Ker f; (ii)⇒(iii) trivial~no; (iii)⇒(i): esli h ∈ Ker f, to η_{Hs} (h) = η_{Hs} (e_H ), otkuda h = e_H . (ii)⇔(iv) – kategornyæ fakt, poskol~ku (η_Y )_∗: Hom_H (Y^′, Y ) → Hom_H (Y^′, f^∗f_!Y ) ∼= Hom_G(f_!Y^′, f_!Y ) otoßdestvlØetsØ s otobraße-

niem, inducirovannym f_! na morfizmah; analogiqno (v)⇔(vi). Poskol~ku f_! i f_∗ ØvlØ¸tsØ vtorymi soprØßennymi, iz obweæ teorii kategoriæ (iv)⇔(v). Nakonec, (vi)⇒(vii) oqevidno, a dlØ dokazatel~stva (vii)⇒(i) voz~mem proizvol~nyæ h ∈ Ker f i vyberem φ ∈ Hom_H (G_d, H_s) tak, qtoby φ(e_G) = e_H ; togda h = h·φ(e_G) =

φ(h · e_G) = φ(f(h)e_G) = φ(e_G) = e_H .

b) Otobraßenie ξ_X : G_s ×^H X → X, perevodØwee [g, x] v gx, oqevidno, ffpimorfno; ostal~nye dva utverßdeniØ punkta sledu¸t ots¸da po obwekategornym soobraßeniØm.

c) (i)⇒(ii’): zametim, qto f_!f^∗X = G_s ×^H f^∗X = G_s ×^G X ∼= X; (ii’)⇒(ii)⇒(iii) oqevidno vvidu b); (iii)⇒(i): dlØ l¸bogo g ∈ G ξ_{Gs} ([e_G, g]) = g = ξ_{Gs} ([g, e_G]), otkuda [e_G, g] = [g, e_G], t.e. suwe-

stvuet h ∈ H, dlØ kotorogo g = e_G · h = f(h); (v)⇔(vi) vvidu b). Nakonec, (ii’)⇔(iv)⇔(v) snova iz obwih soobraßeniæ, kak i zakl¸qenie predloßeniØ.

Primer 3.1.6. Pust~ G – gruppa, 1 – ediniqnaØ gruppa, p: 1 → G i q: G → 1 – edinstvennye vozmoßnye gomomorfizmy 1 v G i G v 1. Soglasno opredeleni¸ 3.1.3, p i q induciru¸t morfizmy toposov B_p: P → B_G i B_q: B_G → P, kotorye my dlØ kratkosti oboznaqim p i q. Opixem Øvno voznika¸wie pri fftom funktory. Funktor q^∗ sopostavlØet kaßdomu mnoßestvu Y ego samo, rassmatrivaemoe kak G-mnoßestvo s trivial~nym deæstviem G. Funktor q_∗ perevodit G-mnoßestvo X vo mnoßestvo ego nepodvißnyh toqek

X^G, a funktor q_! sopostavlØet X mnoßestvo ego G-orbit X/G.

Funktor p^∗ sopostavlØet l¸bomu G-mnoßestvu X samo ffto mnoßestvo, lixennoe deæstviØ G; p_∗(Y ) ∼= Hom_G(G, Y ) ∼= ∏ G Y , gde G deæstvuet, perestavlØØ somnoßiteli v ∏ G Y , a p_!(Y ) ∼= G × Y s deæstviem G, opredelennym formuloæ g · (g^′, y) = (gg^′, y).

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 141

Primer 3.1.7. Pust~ G – gruppa, H ⊂ G – podgruppa v G,

i: H → G – gomomorfizm vloßeniØ. Opixem, kak ustroeny funk-

tory i_! i i_∗. Pust~ Y – H-mnoßestvo, (s_α)_{α∈G/H} – mnoßestvo predstaviteleæ levyh smeßnyh klassov G po H: G = ∐ α s_αH. Togda kak mnoßestvo i_!Y = G ×^H Y = ∐ α(s_αH ×^H Y ) ≃ ∐ α Y ≃ G/H × Y . �tot izomorfizm zavisit ot vybora sistemy pred-

staviteleæ (s_α). Deæstvie G na G/H × Y zadaetsØ tak: esli

α ∈ G/H i g ∈ G, to gs_α = s_β h dlØ odnoznaqno opredelen-

nyh β ∈ G/H i h ∈ H. Togda g · (α, y) = (β, hy) dlØ l¸bogo

y ∈ Y , kak ffto nemedlenno sleduet iz konstrukcii izomorfiz-

ma i_!Y ≃ G/H × Y . Analogiqno, i_∗Y = Hom_H (G, Y ) ≃ ∏ G/H Y , poskol~ku vsØkoe H-otobraßenie f: H → Y odnoznaqno vosstanavlivaetsØ po naboru ( f(s^{−1}_α ) ) α∈G/H svoih znaqeniæ na sisteme

predstaviteleæ pravyh smeßnyh klassov G po H, i naoborot, vsØkiæ nabor a = (a_α)_{α∈G/H} ∈ ∏ G/H Y pozvolØet opredelit~ f

po formule f(hs^{−1}_α ) = ha_α. Pri fftom deæstvie G zadaetsØ tak:

g · a = b = (b_α)_{α∈G/H} , gde b_β = ha_α, esli, kak i ran~xe, gs_α = s_β h.

V qastnosti, esli G = H × K, to i_!Y ∼= Y × K s deæstviem hk · (y, k^′) = (hy, kk^′), i i_∗Y ∼= ∏ K Y , gde H deæstvuet pokomponentno, a K perestavlØet somnoßiteli.

Primer 3.1.8. Pust~ teper~ H ⊂ G – normal~naØ podgruppa i

f: G → G/H – kanoniqeskaØ proekciØ. Opixem f_∗ i f_! v fftom

sluqae. DlØ l¸bogo G-mnoßestva X f_!X = G/H ×^G X ∼= X/H— mnoßestvo H-orbit X s estestvennym deæstviem G/H i f_∗X =

Hom_G(G/H, X) ∼= X^H – mnoßestvo H-nepodvißnyh fflementov

mnoßestva X s estestvennym deæstviem G/H.

Zameqanie 3.1.9. Iz predyduwih dvuh primerov sleduet, qto dlØ l¸bogo H-mnoßestva X i l¸bogo gomomorfizma grupp

f: H → G vypolneno neravenstvo kardinalov

card f_∗X ≤ (card X)^{(G:f(H))}.

Razloßiv f v kompozici¸ s¸r¨ektivnogo i in¨ektivnogo gomomorfizmov grupp, my zameqaem, qto dostatoqno dokazat~ utverßdenie dlØ in¨ektivnogo f, poskol~ku soglasno predyduwemu primeru dlØ s¸r¨ektivnogo f vypolneno card f_∗X ≤ card X. Odnako po 3.1.7 dlØ in¨ektivnogo f mnoßestvo f_∗X ravnomowno prØmomu proizvedeni¸ ∏ G/H X, otkuda poluqaem trebuemoe ne-

ravenstvo.

142 N. V. DUROV

V qastnosti, esli indeks f(H) v G koneqen, to f_∗ perevodit koneqnye mnoßestva v koneqnye.

Predloßenie 3.1.10. Pust~ f: H → G – gomomorfizm grupp. Ras-

smotrim funktor f_!: B_H → B_G, soprØßennyæ sleva k funktoru f^∗ sußeniØ gruppy operatorov. Togda:

a) Funktor f_! toqen sprava, perevodit (proizvol~nye) summy ob¨ektov v summy i sohranØet inicial~nyæ ob¨ekt.

b) Funktor f_! perevodit nepustye (t.e. ne izomorfnye inicial~nomu) ob¨ekty v nepustye i svØznye (t.e. ne predstavlØ¸wiesØ v vide summy dvuh nepustyh ob¨ektov) ob¨ekty v svØznye. Krome togo, funktor f_! induciruet biekci¸ meßdu mnoßestvami orbit f_!X/G i X/H.

c) Pust~ Y ∈ Ob B_H , X := f_!Y , η_Y : Y → f^∗f_!Y = f^∗X – morfizm, inducirovannyæ soprØßennost~¸ funktorov f_! i f^∗. Pust~ y_0 ∈ Y – proizvol~nyæ fflement Y , i x_0 := η_Y (y_0) ∈ X – ego obraz v X (napomnim, qto kak mnoßestvo X = f^∗X). Togda Stab_G(x_0) = f ( Stab_H (y_0) ) , gde qerez Stab_G(x_0) = {g ∈ G : gx_0 = x_0} oboznaqen stabilizator fflementa x_0.

d) Esli K ⊂ H – proizvol~naØ podgruppa, to f_!(H/K) ∼= G/f(K), gde H/K rassmatrivaetsØ kak H-mnoßestvo, a G/f(K) – kak G-mnoßestvo.

Dokazatel~stvo. a) �to utverßdenie formal~no sleduet iz togo, qto f_! obladaet pravym soprØßennym i potomu sohranØet proizvol~nye induktivnye predely.

b) Esli ob¨ekt f_!X pust, to mnoßestvo Hom_G(f_!X, ?_G) ∼=

Hom_H (X, ?_H ) nepusto, t.e. suwestvuet morfizm iz X v pustoæ

ob¨ekt, otkuda sleduet, qto X pust. Esli p: G → 1 – gomomorfizm v ediniqnu¸ gruppu, to, kak my znaem (sm. 3.1.6), p_!(f_!X) ∼= f_!X/G i (pf)_! X ∼= X/H, otkuda poluqaem kanoniqeskiæ izomorfizm meßdu mnoßestvami orbit f_!X/G ∼= X/H. V qastnosti, esli f_!X sostoit iz ne bolee odnoæ orbity, to i X toße.

c) Moßno sqitat~, qto funktor f_! postroen soglasno 3.1.4.1, poskol~ku l¸bye dva levyh soprØßennyh funktora k f^∗ kanoniqeski izomorfny. Togda X = f_!Y = G_s ×^H Y , i po 3.1.4.4

η_Y : Y → f^∗f_!Y – ffto H-otobraßenie, perevodØwee y ∈ Y v [e_G, y] ∈ X, gde e_G – edinica gruppy G. V qastnosti, x_0 = [e_G, y_0];

ots¸da dlØ l¸bogo g ∈ G poluqaem gx_0 = x_0 ⇔ [g, y_0] = [e_G, y_0] ⇔ ∃h ∈ H : (g, hy_0) = (e_G · h, y_0) ⇔ ∃h ∈ H : (g, hy_0) = (f(h), y_0) ⇔ ∃h ∈

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 143

Stab_H (y_0) : g = f(h), otkuda Stab_G(x_0) = f ( Stab_H (y_0) ) . d) Pust~ Y := H/K, y_0 ∈ Y – obraz edinicy pri otobraßenii H → H/K. Togda po b) X := f_!Y – svØznoe nepustoe Gmnoßestvo, t.e. G-mnoßestvo, sostoØwee rovno iz odnoæ orbity; sledovatel~no, X ∼= G/ Stab_G(x_0) dlØ l¸boæ toqki x_0 ∈ X. VzØv

x_0 = η_Y (y_0), my poluqim, soglasno c), qto X ∼= G/f(H).

Sledstvie 3.1.10.1. DlØ l¸bogo H-mnoßestva X vypolneno ne-

ravenstvo kardinalov card f_!X ≤ ( G : f(H) ) card X, gde ( G : f(H) ) ponimaetsØ kak card G/f(H). V qastnosti, esli indeks f(H) v G koneqen, to f_! perevodit koneqnye mnoßestva v koneqnye. Krome togo, esli f in¨ektiven, to ffto neravenstvo vsegda ØvlØetsØ ravenstvom.

Dokazatel~stvo. RazlagaØ X v summu orbit, my vidim, qto moßno predpolagat~ X svØznym, t.e. X ≃ H/K dlØ nekotoroæ podgruppy K ⊂ H. Soglasno punktu d) predloßeniØ f_!X ≃

G/f(K), otkuda card f_!X = ( G : f(K) ) = ( G : f(H) )( f(H) : f(K) ) ≤ ( G : f(H) )( H : K ) = ( G : f(H) ) card X. Edinstvennym neraven-

stvom v fftoæ cepoqke bylo ( f(H) : f(K) ) ≤ (H : K), kotoroe

prevrawaetsØ v ravenstvo dlØ in¨ektivnogo f.

Predloßenie 3.1.11. Pust~ i: H → G – vloßenie podgruppy H

v gruppu G. Oboznaqim Z := i_!e_{BH} ∼= G/H (napomnim, qto fftot izomorfizm ustanavlivaetsØ s pomow~¸ fflementa z_0 ∈ X, kotoryæ ØvlØetsØ obrazom η_eB_H : e_{BH} → i^∗i_!e_{BH} ). DlØ l¸bogo Y ∈ Ob B_H oboznaqim qerez π_Y kanoniqeskiæ morfizm Y v final~nyæ ob¨ekt e_{BH} .

Opredelim funktory A: B_H → B_G/Z i B: B_G/Z → B_H sledu¸- wim obrazom. Funktor A perevodit Y v i_!π_Y : i_!Y → Z, a B perevodit p: X → Z v H-mnoßestvo p^{−1}(z_0), ili, qto odno i to ße, v rassloennoe proizvedenie i^∗X ×_i∗_Z e_{BH} : i^∗X ×_i∗_Z e_{BH} −−−−→ e_{BH} η^eBH i^∗X^{i∗p}−−−−→ i^∗Z. Togda A i B ØvlØ¸tsØ kvaziobratnymi ffkvivalentnostØmi kategoriæ.

Dokazatel~stvo. Preßde vsego, otmetim, qto kak mnoßestva i^∗X i i^∗Z sovpada¸t s X i Z, a η_eB_H moßno otoßdestvit~ so vloße-

144 N. V. DUROV niem {z_0} → Z, i potomu rassmatrivaemoe rassloennoe proizvedenie deæstvitel~no sovpadaet s p^{−1}(z_0) kak mnoßestvo; krome togo, ono ØvlØetsØ podob¨ektom i^∗X, i potomu deæstvie H na

p^{−1}(z_0) inducirovano deæstviem G na X. Teper~ predloßenie

vytekaet iz sledu¸wego utverßdeniØ pri T = e_{BH} .

Predloßenie 3.1.11.1. Pust~ i: H → G – vloßenie podgruppy

H v gruppu G, T – ob¨ekt B_H . Rassmotrim funktory A: B_H /T → B_G/i_!T i B: B_G/i_!T → B_H /T , opredelennye sledu¸wim obrazom. Funktor A perevodit p: Y → T v i_!p: i_!Y → i_!T , a B perevodit q: X → i_!T v obratnyæ obraz i^∗q: i^∗X → i^∗i_!T otnositel~no kanoniqeskogo morfizma η_T : T → i^∗i_!T . Togda A i B ØvlØ¸tsØ kvaziobratnymi ffkvivalentnostØmi kategoriæ.

Dokazatel~stvo. a) Otmetim, qto dlØ l¸bogo p: X → T sledu¸- wiæ kvadrat dekartov: X^p−−−−→ T η^X η^T i^∗i_!X^{i∗i!p}−−−−→ i^∗i_!T. DlØ dokazatel~stva fftogo fakta otoßdestvim soglasno 3.1.4.1 i 3.1.4.4 i_!X s G_s ×^H X, i_!T s G_s ×^H T , η_X s otobraßeniem

x → [e, x] i η_T s t → [e, t], gde e – ediniqnyæ fflement grup-

py G; togda i_!p perevodit [e, x] v [e, p(x)]. Vertikal~nye strelki fftoæ diagrammy in¨ektivny (sm. 3.1.5), pofftomu dostatoqno proverit~, qto dlØ l¸byh [g, x] ∈ i^∗i_!X i t ∈ T , dlØ kotoryh [g, p(x)] = [e, t] suwestvuet x^′ ∈ X, takoæ, qto t = p(x^′) i

[g, x] = [e, x^′]. V kaqestve takogo x^′ moßno vzØt~ gx. Deæstvitel~- no, [g, p(x)] = [e, t]⇒ ∃h ∈ H : (g, hp(x)) = (eh, t) ⇒ g ∈ H i t = gp(x), otkuda [g, x] = [e, gx] i t = gp(x) = p(gx), poskol~ku p – morfizm H-mnoßestv.

b) Iz dekartovosti fftogo kvadrata nemedlenno sleduet, qto suwestvuet funktorial~nyæ izomorfizm α_p: p → BA(p). DlØ togo, qtoby postroit~ morfizm β_q : AB(q) → q, rassmotrim proekci¸ ρ: Y := i^∗X ×_i∗_{i!T} T → i^∗X i oboznaqim qerez ρ^′: i_!Y → X morfizm, sootvetstvu¸wiæ ρ po soprØßennosti. Poloßim β_q := ρ^′; nado ewe proverit~, qto ρ^′ – ffto gomomorfizm i_!T -ob¨ektov, t.e.

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 145 qto qρ^′ = i_!(σ), gde σ – proekciØ rassloennogo proizvedeniØ na T : Y^ρ−−−−→ i^∗X σ iq T^{ηT}−−−−→ i^∗i_!T, i_!Y^{ρ′}−→ X ↘ i!σ q ↙ i_!T. DlØ dokazatel~stva ravenstva morfizmov qρ^′ = i_!σ dostatoqno dokazat~ ravenstvo ih soprØßennyh morfizmov η_T σ = i^∗(q)ρ: Y →

i^∗i_!T , vypolnennoe vvidu kommutativnosti dekartovogo kvadra-

ta, izobraßennogo vyxe.

c) My hotim proverit~, qto β_q – izomorfizm, t.e. qto ρ^′ – izomorfizm. DlØ fftogo zametim, qto Y est~ mnoßestvo par (x, t), takih, qto q(x) = [e, t] v i^∗i_!T , i potomu i_!Y = G_s ×^H Y est~ mnoßestvo troek (g, x, t), takih, qto q(x) = [e, t], otfaktorizovannoe po otnoxeni¸ ffkvivalentnosti (gh, x, t) ∼ (g, hx, ht); budem oboznaqat~ klass takoæ troæki qerez [g, x, t]. Togda ρ^′: i_!Y → X – ffto otobraßenie [g, x, t] → gx; obratnoe k nemu zadaetsØ formuloæ

γ: x → [g, g^{−1}x, t], esli q(x) = [g, t]; nesloßno videt~, qto ffto oto-

braßenie korrektno opredeleno i deæstvitel~no obratno k ρ^′.

d) Ostalos~ proverit~, qto β_{A(p)}A(α_p) = 1 i B(β_q )α_{B(q)} = 1; my opuskaem fftu proverku. Otmetim, qto dokazatel~stvo soprØßennosti B i A ispol~zovalo tol~ko soprØßennost~ i_! i i^∗; specifika situacii ispol~zovalas~ tol~ko pri dokazatel~stve togo, qto α i β – izomorfizmy.

Sledstvie 3.1.11.2. Pust~ i: H → G – in¨ektivnyæ gomomorfizm

grupp, Z – ffto G-ob¨ekt G/i(H).

a) KategoriØ B_H ffkvivalentna kategorii B_G/Z; ffta ffkvivalentnost~ kategoriæ pozvolØet otoßdestvit~ i^∗ s funk- torom X → (X × Z → Z) i i_! s (X → Z) → X. b) Funktor i_! sohranØet rassloennye proizvedeniØ i Ødra par morfizmov, a takße perevodit monomorfizmy v monomorfizmy.

c) DlØ l¸bogo ob¨ekta X ∈ Ob B_G ob¨ekt i_!i^∗X kanoniqeski izomorfen X × Z; pri otoßdestvlenii i_!i^∗X s X × Z morfizm ξ_X : i_!i^∗X → X otoßdestvlØetsØ s proekcieæ X ×Z → Z. Zameqanie 3.1.12. Gruppa G odnoznaqno opredelØetsØ svoim klassificiru¸wim toposom B_G. Deæstvitel~no, ob¨ekt G_s ∈

146 N. V. DUROV

Ob B_G moßno oharakterizovat~ kak maksimal~nyæ svØznyæ ne-

pustoæ ob¨ekt B_G. Nepustota ob¨ekta proizvol~noæ kategorii oznaqaet, qto on ne ØvlØetsØ inicial~nym ob¨ektom; svØznost~ oznaqaet, qto on ne predstavlØetsØ v vide summy dvuh nepustyh ob¨ektov; nakonec, maksimal~nost~ v dannom sluqae ponimaetsØ tak: dlØ l¸bogo nepustogo svØznogo X suwestvuet (neodnoznaqno opredelennyæ) ffpimorfizm iz G_s v X. Teper~ G vosstanavlivaetsØ kak gruppa, protivopoloßnaØ gruppe avtomorfizmov fftogo ob¨ekta: G = Aut_{BG} (G_s)^{op}.

Oboznaqim qerez Ab(B_G) kategori¸ abelevyh grupp v kategorii B_G. Ob¨ekty fftoæ kategorii – ffto qetverki (A, μ, σ, ε), sostoØwie iz ob¨ekta A ∈ Ob B_G i morfizmov sloßeniØ μ: A × A → A, vzØtiØ protivopoloßnogo fflementa σ: A → A i nulevogo morfizma ε: e_{BG} → A, udovletvorØ¸wih obyqnym aksiomam abelevoæ gruppy. ˚sno, qto zadanie na G-mnoßestve A struktury abelevoæ gruppy ravnosil~no zadani¸ na abelevoæ gruppe A deæstviØ gruppy G, soglasovannogo so sloßeniem; takim obrazom,

Ab(B_G) – ffto kategoriØ G-abelevyh grupp, ili, qto odno i to

ße, levyh Z[G]-moduleæ. Analogiqnym obrazom moßno opredelit~ kol~ca (associativnye s ediniceæ) v B_G; ob¨ekty fftoæ kategorii – ffto G-kol~ca, t.e. kol~ca s deæstviem gruppy G, soglasovannym so sloßeniem i umnoßeniem v kol~ce. Esli K – takoe kol~co, moßno opredelit~ kategori¸ (levyh) K-moduleæ v kategorii B_G, kotoraØ v dannom sluqae budet kategorieæ K- G-moduleæ, t.e. kategorieæ, ob¨ekty kotoroæ – ffto “obyqnye” K-moduli M , nadelennye deæstviem gruppy G, soglasovannym s umnoßeniem na skalØry iz M , t.e. gλ · gx = g(λ · x) dlØ l¸byh

g ∈ G, λ ∈ K i x ∈ M . �ti opredeleniØ moßno formal~no ras-

prostranit~ na sluqaæ proizvol~noæ algebraiqeskoæ struktury γ, opredeliv tem samym kategori¸ B^γ_G; sm. [7, III]. OboznaqeniØ 3.1.13. DlØ l¸boæ gruppy G oboznaqim qerez

Ab(B_G) = Ab(G) kategori¸ abelevyh grupp v B_G, t.e. kategori¸

G-abelevyh grupp. DlØ l¸boæ gruppy G i G-kol~ca K oboznaqim qerez K-Mod(B_G) = K-Mod(G) kategori¸ (levyh) K-moduleæ v

B_G, t.e. kategori¸ (levyh) K-G-moduleæ.

Zameqanie 3.1.14. Predpoloßim, qto C i D – kategorii, oblada¸wie koneqnymi proektivnymi predelami (t.e. final~nym fflementom i rassloennymi proizvedeniØmi), h: C → D – toqnyæ sleva funktor, i pust~, naprimer, A = (A, μ, σ, ε) – abeleva grup-

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 147 pa v C, t.e. A ∈ Ob C, μ: A×A → A, σ: A → A i ε: e_C → A, priqem ffti morfizmy udovletvorØ¸t obyqnym usloviØm. Primeniv k fftomu naboru h, my poluqim abelevu gruppu hA = (hA, hμ, hσ, hε), esli my otoßdestvim h(A × A) s hA × hA i he_C s e_D. Takim obrazom, l¸boæ toqnyæ sleva funktor h: C → D opredelØet funktor

Ab(h): Ab(C) → Ab(D), kotoryæ my qasto budem oboznaqat~ toæ

ße bukvoæ h. �to opredelenie rasprostranØetsØ na proizvol~- nye algebraiqeskie struktury. Naprimer, dlØ l¸bogo kol~ca K v C opredelen funktor K-Mod(C) → hK-Mod(D).

V qastnosti, dlØ l¸bogo gomomorfizma grupp f: H → G toqnye sleva funktory f^∗ = B^∗_f i f_∗ = B_{f ∗} induciru¸t funktory

Ab(B^∗_f ) = B^{∗,ab}_f = f^{∗,ab}: Ab(B_G) → Ab(B_H ) i Ab(B_{f ∗}) = B_f^{ab}_∗ = f^{ab}_∗ : Ab(B_H ) → Ab(B_G). Esli my oboznaqim qerez I_G: Ab(B_G) → B_G i I_H zabyva¸wie funktory, to iz opredeleniØ funktorov f^{∗,ab} i f^{ab}_∗ nemedlenno sleduet, qto I_H f^{∗,ab} = f^∗I_G i I_Gf^{ab}_∗ = f_∗I_H ,

qto pozvolØet qasto oboznaqat~ funktory f^{∗,ab} i f^{ab}_∗ prosto

f^∗ i f_∗. Krome togo, legko videt~, qto izomorfizm soprØße-

niØ θ_{X,Y} : Hom_H (f^∗X, Y ) ∼= Hom_G(X, f_∗Y ) perevodit gomomorfizmy abelevyh grupp v gomomorfizmy abelevyh grupp (ffto na samom dele obwiæ fakt, pri dokazatel~stve kotorogo, pomimo soprØßennosti f^∗ i f_∗, suwestvenno ispol~zuetsØ toqnost~ sleva f^∗), i potomu funktory f^{∗,ab} i f^{ab}_∗ po-preßnemu soprØßeny, priqem izomorfizm soprØßeniØ fftih funktorov “tot ße”, qto i izomorfizm soprØßeniØ f^∗ i f_∗.

Kak obyqno, ots¸da sleduet, qto f^{ab}_∗ : Ab(B_H ) → Ab(B_G) sohranØet proizvol~nye proektivnye predely i, v qastnosti, toqen sleva, a f^{∗,ab}: Ab(B_G) → Ab(B_H ) sohranØet proizvol~nye induktivnye predely i, v qastnosti, toqen sprava. Krome togo, f^{∗,ab} v dannom sluqae sohranØet proizvol~nye proektivnye predely (poskol~ku proektivnye predely G-abelevyh grupp vyqislØ¸tsØ v kategorii mnoßestv, a f^{∗,ab} est~ funktor sußeniØ gruppy operatorov otnositel~no f: H → G).

Funktor f_! ne ØvlØetsØ toqnym sleva i potomu ne moßet byt~ ispol~zovan dlØ postroeniØ funktora f^{ab}_! , soprØßennogo sleva k f^{∗,ab}. Tem ne menee takoæ funktor suwestvuet; on moßet byt~ opredelen formuloæ f^{ab}_! B = Z[G] ⊗_H B, gde gruppovaØ algebra Z[G] rassmatrivaetsØ kak (G, H)-abeleva gruppa, a zapis~

Z[G] ⊗H B oboznaqaet tenzornoe proizvedenie nad Z[H], ili, qto

odno i to ße, faktormodul~ modulØ Z[G] ⊗ B po podmodul¸, po-

148 N. V. DUROV roßdennomu fflementami vida gh ⊗ b − g ⊗ hb. Funktor f^{ab}_∗ takße moßno opisat~ analogiqnym obrazom: f^{ab}_∗ (B) = Hom_H (G_d, B) ∼=

Hom_H (Z[G], B) = HomZ_{[H]}(Z[G], B), gde Z[G] rassmatrivaetsØ kak (H, G)-abeleva gruppa. Koneqno ße, funktor f^{ab}_! perestanovoqen

s proizvol~nymi induktivnymi predelami i, v qastnosti, toqen sprava.

Pust~ K – kol~co. My moßem rassmatrivat~ ego kak G-kol~co s trivial~nym deæstviem G dlØ l¸boæ gruppy G. DeæstvuØ kak v sluqae abelevyh grupp, moßno opredelit~ analogi funktorov f^{∗,ab}, f^{ab}_∗ i f^{ab}_! dlØ kategoriæ K-moduleæ na B_G i B_H . Tem ne menee niqego suwestvenno novogo zdes~ ne poluqaetsØ, poskol~ku vse ffti funktory, vkl¸qaØ sootvetstvu¸wiæ variant f_!, soglasu¸tsØ s ranee postroennymi funktorami kategoriæ abelevyh grupp (t.e. vypolneny oqevidnye usloviØ kommutativnosti, vkl¸qa¸wie v sebØ zabyva¸wie funktory iz kategoriæ K-moduleæ v kategorii abelevyh grupp). Pofftomu my oboznaqaem ffti funktory tak ße, kak i sootvetstvu¸wie funktory kategoriæ abelevyh grupp. Esli B – ffto K-H-modul~, to formuly dlØ f_∗B i f^{ab}_! B, dannye vyxe, moßno perepisat~ v vide f_∗B = Hom_H (G_d, B) ∼= Hom_H (K[G], B) = Hom_{K[H]}(K[G], B) i

f^{ab}_! B = K[G] ⊗_{KH} B.

Zameqanie 3.1.15. Zabyva¸wiæ funktor I: Ab(BG) → BG obladaet levym soprØßennym L: B_G → Ab(B_G) – ffto funktor poroßdeniØ svobodnoæ abelevoæ gruppy, perevodØwiæ G-mnoßestvo X v svobodnu¸ abelevu gruppu L(X) = Z^{(X)}, na kotoroæ G deæstvuet, perestavlØØ prØmye slagaemye, t.e. g · [x] = [g · x], gde

g ∈ G, x ∈ X, a [x] ∈ Z^{(X)} – sootvetstvu¸waØ obrazu¸waØ.

Esli f: H → G – gomomorfizm grupp, to, vyqisliv soprØßennyæ sleva funktor k I_Gf^{ab}_∗ = f_∗I_H , poluqaem kanoniqeskiæ izomorfizm f^{∗,ab}L_G ∼= L_H f^∗. Analogiqno iz I_H f_{∗,ab} = f_∗I_G poluqaem

f^{ab}_! L_H ∼= L_Gf_!.

Esli K – G-kol~co, to zabyva¸wiæ funktor I_K : K-Mod(B_G) →

B_G takße obladaet levym soprØßennym L_K : B_G → K-Mod(B_G).

�tot funktor perevodit G-mnoßestvo X v L_K (X) = K^{(X)} s deæstviem G, opredelennym formuloæ g · ∑ x∈X λ_x[x] = ∑ x∈X (g · λ_x)[gx]. �ti funktory perestanovoqny s f^{∗,ab} i f^{ab}_! , kak i v slu-

qae abelevyh grupp.

Zameqanie 3.1.16. Praktiqeski vse fakty, dokazannye ranee

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 149 dlØ funktorov f^∗ i f_∗, perenosØtsØ bez izmeneniæ na funktory

f^{∗,ab} i f^{ab}_∗ . S funktorom f^{ab}_! nado obrawat~sØ bolee akkuratno.

Naprimer, v situacii primera 3.1.6 funktor q^{∗,ab} = q^∗ perevodit abelevu gruppu B v sootvetstvu¸wu¸ postoØnnu¸ G-abelevu gruppu, t.e. v gruppu B s trivial~nym deæstviem G, funktor

q^{ab}_∗ = q_∗ sopostavlØet G-abelevoæ gruppe A ee mnoßestvo nepo-

dvißnyh fflementov A^G, a funktor q^{ab}_! perevodit A v A_G – faktorgruppu A po podgruppe, poroßdennoæ fflementami vida ga − a. Takim obrazom, pravye (sootv. levye) proizvodnye funktory funktora q_∗ (sootv. q^{ab}_! ) da¸t v toqnosti kogomologii (sootv. gomologii) gruppy G. V oboznaqeniØh togo ße primera funktor

p^∗ perevodit G-abelevu gruppu A v ee samu, lixennu¸ deæstviØ

G, funktor p_∗ perevodit abelevu gruppu B v Hom(G_d, B) ∼= ∏ G B, gde G deæstvuet, perestavlØØ somnoßiteli, a p^{ab}_! perevodit B v

Z^{(Gs)} ⊗ B = B^{(Gs)}, gde G deæstvuet, perestavlØØ prØmye slagae-

mye.

V situacii primera 3.1.8 dlØ l¸boæ G-abelevoæ gruppy A G/H-abeleva gruppa f_∗A sovpadaet s A^H , a f_!A – s A_H .

Zameqanie 3.1.16.1. Pust~, kak i v primere 3.1.7, i: H → G – vloßenie podgruppy H v gruppu G, B —H-abeleva gruppa,

(s_α)_{α∈G/H} – sistema predstaviteleæ levyh smeßnyh klassov G

po H. Togda, kak i ran~xe, i_∗B = Hom_H (G_d, B) otoßdestvlØetsØ s abelevoæ gruppoæ ∏ G/H B posredstvom sopostavleniØ H-

funkcii f: G_d → B nabora ( f(s^{−1}_α ) ) α∈G/H . Opixem teper~ i ab ! B:

ffto Z[G] ⊗H B^∼=^⨁_α sαZ[H] ⊗H B^∼=^⨁_α B^∼= B^{(G/H)}. Inaqe go-

vorØ, i^{ab}_! B izomorfno (kak abeleva gruppa) prØmoæ summe G/H ffkzemplØrov B; pri fftom vsØkiæ fflement x = i^{ab}_! B = Z[G] ⊗_H B odnoznaqno zapisyvaetsØ v vide x = ∑ α s_α ⊗ x_α, i fftomu fflemen-

tu sopostavlØetsØ nabor (x_α) ∈ B^{(G/H)}. Opixem deæstvie G na

i^{ab}_! B v terminah fftogo sopostavleniØ. Nesloßno videt~, qto esli gx = ∑ α s_α ⊗y_α, to y_β = hx_α, esli, kak v primere 3.1.7, gs_α = s_β h.

Otmetim, qto i_∗B est~ mnoßestvo naborov (x_α) ∈ ∏ G/H B s deæ- stviem gruppy G, opredelennym toæ ße formuloæ; tem samym my opredelili monomorfizm G-abelevyh grupp σ: i^{ab}_! B → i_∗B, kotoryæ ØvlØetsØ izomorfizmom, esli mnoßestvo G/H koneqno. V deæstvitel~nosti fftot morfizm ne zavisit ot vybora sistemy predstaviteleæ (s_α), poskol~ku on sovpadaet s morfizmom N_{f,B} iz sledu¸wego opredeleniØ.

150 N. V. DUROV

Opredelenie 3.1.17. Pust~ f: H → G – gomomorfizm grupp s ko-

neqnym Ødrom. DlØ l¸boæ H-abelevoæ gruppy B opredelim gomomorfizm H-abelevyh grupp N^′_{f,B} : B → f^∗f_∗B = Hom_H (G_d, B) formuloæ N^′_{f,B} (b) = φ_b, gde φ_b(g) = ∑ h∈f^−1 (g) hb. Oboznaqim takße

qerez N_{f,B} : f^{ab}_! B → f_∗B morfizm G-abelevyh grupp, sootvetstvu¸- wiæ morfizmu N^′_{f,B} po soprØßennosti. Nakonec, oboznaqim qerez N^′_f : 1_{BH} → f^∗f_∗ i N_f : f^{ab}_! → f_∗ sootvetstvu¸wie estestvennye preobrazovaniØ funktorov.

Proverka korrektnosti fftogo opredeleniØ svoditsØ k proverke togo, qto φ_b ( f(h^′)g ) = h^′φ_b(g) i φ_h′_b(g) = ( f(h^′)φ_b ) (g); obe ffti formuly proverØ¸tsØ neposredstvenno.

Predloßenie 3.1.18. Sohranim oboznaqeniØ predyduwego oprede-

leniØ, i, krome togo, oboznaqim qerez n porØdok Ødra f. Togda:

a) esli f in¨ektiven, to N_{f,B} in¨ektiven dlØ l¸bogo B; esli, krome togo, indeks f(H) v G koneqen, to vse N_{f,B} – izomorfizmy;

b) dlØ l¸bogo H-modulØ B, dlØ kotorogo gomotetiØ n_{f!B} umnoßeniØ na n in¨ektivna, gomomorfizm N_{f,B} in¨ektiven; esli indeks f(H) v G koneqen, a gomotetiØ n_B biektivna, to N_{f,B} ØvlØetsØ izomorfizmom.

Dokazatel~stvo. a) �to utverßdenie nemedlenno sleduet iz rassußdeniæ zameqaniØ 3.1.16.1 dlØ i = f, esli tol~ko my proverim, qto morfizm σ: i_!B → i_∗B, opredelennyæ v zameqanii, sovpadaet s N_{f,B} . DlØ fftogo dostatoqno proverit~ ravenstvo sootvetstvu¸wih po soprØßeni¸ morfizmov N^′_{f,B} i σ^′ = i^∗(σ)η^{ab}_B : B →

i^∗i_!B, gde η^{ab}_B : B → f^∗f^{ab}_! B – kanoniqeskiæ morfizm. Pri oto-

ßdestvlenii iz zameqaniØ 3.1.16.1 morfizm η^{ab}_B otoßdestvlØetsØ s morfizmom, sopostavlØ¸wim b ∈ B nabor (b_α)_{α∈G/H} , takoæ, qto

b_ε = s^{−1}_ε b i b_α = 0 pri α ≠ ε, gde ε – klass edinicy v G/H. Zatem

σ perevodit fftot nabor v funkci¸ φ^′_b: G_d → B, opredelennu¸ fftim ße naborom; soglasno 3.1.7 poluqaem, qto φ^′_b(h) = hb pri

h ∈ H i φ^′_b(g) = 0 pri g ∉ H, t.e. φ^′_b = φ_b i potomu σ^′ = N^′_{f,B} .

b) Rassmotrim snaqala sluqaæ, kogda f: H → G – s¸r¨ektivnyæ gomomorfizm s Ødrom K. Togda f^{ab}_! B otoßdestvlØetsØ s B_K , a f_∗B s B^K ; pri fftom, kak nesloßno videt~, kanoniqeskiæ morfizm η^{ab}_B : B → f^∗f^{ab}_! B otoßdestvlØetsØ s kanoniqeskim ffpimorfizmom π: B → B_K , a η^′_B : f^∗f_∗B → B otoßdestvlØetsØ so

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 151 vloßeniem λ: B^K → B; pofftomu N^′_{f,B} otoßdestvlØetsØ s morfizmom N^′: B → B^K , perevodØwim b v ∑ h∈K hb. Vvidu ravenstva f^∗(N_{f,B} )η^{ab}_B = N^′_{f,B} my poluqaem, qto N = N_{f,B} : B_K → B^K –

ffto otobraßenie, perevodØwee klass fflementa b ∈ B v fflement ∑ h∈K hb ∈ B^K . Teper~ neposredstvenno vidno, qto N πλ = n_BK i πλN = n_{BK} ; pofftomu, esli n_{BK} in¨ektiven, to i N in¨ektivno;

esli ße n_B biektiven, to N μ = 1_BK i μN = 1_{BK} pri μ = πn^{−1}_B λ, i potomu N – izomorfizm.

V obwem sluqae razloßim f: H → G v kompozici¸ s¸r¨- ektivnogo gomomorfizma p: H → I i vloßeniØ i: I → G, gde

I = f(H). Otoßdestvim f^{ab}_! B s i^{ab}_! p^{ab}_! B i f_∗B s i_∗p_∗B; togda

morfizm N_{f,B} : i^{ab}_! p^{ab}_! B → i_∗p_∗B otoßdestvlØetsØ s N_{i,p∗B} i_!(N_{p,B} ). Proverka fftogo fakta primeneniem snaqala soprØßennosti p^{ab}_! i p^∗, a zatem i^{ab}_! i i^∗ svoditsØ k proverke togo, qto N^′_{f,B} =

p^∗(N^′_{i,p∗ B})N^′_{p,B} : B → p^∗i^∗i_∗p_∗B. �to uslovie proverØetsØ neposred-

stvenno ishodØ iz opredeleniØ 3.1.17 i iz Øvnoæ konstrukcii izomorfizma i_∗p_∗B ∼= f_∗B. Esli gomotetiØ umnoßeniØ na n v abelevoæ gruppe f_!B ∼= i_!p_!B in¨ektivna, to i gomotetiØ n_{p! B} in¨- ektivna, poskol~ku i_!p_!B izomorfna prØmoæ summe (G : H) ffkzemplØrov p_!B. Po dokazannomu dlØ s¸r¨ektivnogo sluqaØ N_{p,B} , a znaqit, i i_!N_{p,B} in¨ektiven, i k tomu ße N_{i,p∗ B} in¨ektiven po punktu a). Pofftomu i N_{f,B} in¨ektiven. V tom sluqae, esli n_B biektivna, a indeks f(H) v G koneqen, N_{p,B} ØvlØetsØ izomorfizmom, a znaqit, N_{f,B} = N_{i,p∗B} i_!(N_{p,B} ) toße.

Sledstvie 3.1.18.1. a) DlØ l¸bogo in¨ektivnogo gomomorfizma

grupp f: H → G, obraz kotorogo ØvlØetsØ podgruppoæ koneqnogo indeksa v G, estestvennoe preobrazovanie N_f : f^{ab}_! → f^{ab}_∗ ØvlØetsØ izomorfizmom, kaßdyæ iz funktorov f^{ab}_! i f^{ab}_∗ obladaet odnovremenno i levym, i pravym soprØßennym funktorom, toqen, strog i sohranØet proizvol~nye induktivnye i proektivnye predely.

b) DlØ l¸bogo gomomorfizma grupp f: H → G s koneqnym Ødrom porØdka n i l¸bogo kol~ca K, v kotorom obraz celogo qisla n obratim, utverßdenie punkta a) verno, esli ograniqit~sØ rassmotreniem kategoriæ K-moduleæ, t.e. esli rassmotret~ funktory f^{ab}_! i f^{ab}_∗ kak funktory iz K-Mod(B_H ) v K-Mod(B_G).

Zameqanie 3.1.18.2. V qastnosti, v usloviØh sledstviØ funktor f^{ab}_∗ obladaet pravym soprØßennym f^! = f^{!,ab}, a funktor f^{ab}_! obladaet levym soprØßennym f^? = f^{?,ab}. Oba funktora f^{!,ab} i

152 N. V. DUROV

f^{?,ab} izomorfny funktoru f^{∗,ab} i potomu sohranØ¸t kakie ugod-

no induktivnye i proektivnye predely.

Opredelenie 3.1.19. Pust~ G – gruppa. DlØ l¸byh dvuh ob¨ektov

X, Y ∈ B_G oboznaqim qerez Hom_{BG} (X, Y ) ili prosto Hom(X, Y ) mnoßestvo otobraßeniæ φ: X → Y s deæstviem G, zadannym formuloæ (gφ)(x) = g: φ(g^{−1}x). Ob¨ekt Hom(X, Y ) est~ Homob¨ekt v kategorii B_G, t.e. ob¨ekt, predstavlØ¸wiæ funktor S → Hom_G(S × X, Y ); inaqe govorØ, imeet mesto kanoniqeskiæ izomorfizm trifunktorov Hom_G(S × X, Y ) ∼= Hom_G(S, Hom(X, Y )).

Esli A i B – G-abelevy gruppy (sootv., K-G-moduli, gde K – G-kol~co), to qerez Hom^{ab}_G (A, B) (sootv. Hom_K (A, B)) my oboznaqim podob¨ekt v Hom_G(A, B), obrazovannyæ gomomorfizmami abelevyh grupp (sootv. K-lineænymi otobraßeniØmi), nadelennyæ estestvennoæ strukturoæ G-abelevoæ gruppy (sootv. G-abelevoæ gruppy i, v sluqae kommutativnogo K, K-G-modulØ).

Nakonec, dlØ l¸byh dvuh G-abelevyh grupp A i B (sootv. dlØ pravogo K-G-modulØ A i levogo K-G-modulØ B) oboznaqim qerez A⊗B (sootv. A⊗_K B) obyqnoe tenzornoe proizvedenie, nadelennoe strukturoæ G-abelevoæ gruppy (sootv., K-G-modulØ v tom sluqae, esli K kommutativno) po pravilu g(a ⊗ b) = ga ⊗ gb.

Zameqanie 3.1.19.1. Pust~ f: H → G – gomomorfizm grupp, X,

X^′ – G-ob¨ekty. Togda, kak nesloßno videt~, f^∗ Hom(X, X^′) ∼= Hom(f^∗X, f^∗X^′).

3.2. KategoriØ G-mnoßestv: prokoneqnyæ sluqaæ Obsudim teper~ izmeneniØ, neobhodimye dlØ prokoneqnogo sluqaØ.

Opredelenie 3.2.1. DlØ l¸boæ prokoneqnoæ gruppy G oboznaqim

qerez B_G kategori¸ diskretnyh G-mnoßestv, t.e. G-mnoßestv X, dlØ kotoryh deæstvie G × X → X nepreryvno, esli nadelit~ X diskretnoæ topologieæ. Budem nazyvat~ B_G klassificiru¸wim toposom prokoneqnoæ gruppy G. Analogiqno opredeleni¸ 3.1.1 oboznaqim kategori¸ koneqnyh diskretnyh G-mnoßestv qerez b_G i oboznaqim qerez e_{BG} i ?_{BG} = ?_G final~nyæ i inicial~nyæ ob¨ekty kategorii B_G (i b_G).

V kategorii B_G suwestvu¸t proizvol~nye proektivnye i induktivnye predely, priqem koneqnye proektivnye i proizvol~- nye induktivnye predely “moßno vyqislØt~ v kategorii mnoßestv”.

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 153 DlØ l¸bogo nepreryvnogo gomomorfizma prokoneqnyh grupp f: H → G oboznaqim qerez f^∗: B_G → B_H funktor sußeniØ gruppy operatorov vdol~ f. Oboznaqim (vsegda suwestvu¸wiæ) pravyæ soprØßennyæ funktor k f^∗ qerez f_∗, a levyæ soprØßennyæ (esli on suwestvuet) – qerez f_!. Funktor f_∗ perestanovoqen s proizvol~- nymi proektivnymi predelami (i potomu toqen sleva); funktor f^∗ toqen (sleva i sprava) i sohranØet proizvol~nye induktivnye predely. V tom sluqae, esli suwestvuet funktor f_!, on sohranØet proizvol~nye induktivnye predely, a f^∗ – proizvol~nye proektivnye predely.

V dal~neæxem dlØ l¸boæ prokoneqnoæ gruppy G my budem rassmatrivat~ tol~ko diskretnye G-mnoßestva, esli ne ogovoreno protivnoe. DlØ togo, qtoby ukazat~, qto na G-mnoßestve X zadana topologiØ, otliqnaØ ot diskretnoæ, my budem nazyvat~ X topologiqeskim G-mnoßestvom.

Analogiqno 3.1.13 opredelim kategorii Ab(B_G) = Ab(G) i K-Mod(B_G) = K-Mod(G) i funktory f^{∗,ab} = f^∗, f^{ab}_∗ = f_∗, a takße funktor f^{ab}_! , soprØßennyæ sleva k f^{∗,ab}, esli takoæ funktor suwestvuet.

Zameqanie 3.2.1.1. Otmetim, qto l¸boe G-mnoßestvo X zapisyvaetsØ v vide X = ⋃ U X^U , gde U probegaet mnoßestvo vseh

otkrytyh normal~nyh deliteleæ G, a X^U , kak obyqno, oboznaqaet mnoßestvo U -nepodvißnyh toqek v X (napomnim, qto my rassmatrivaem tol~ko diskretnye G-mnoßestva). �tu ße formulu moßno zapisat~ v vide X = lim−→_U X^U , priqem induktivnyæ predel beretsØ po fil~tru¸wemusØ mnoßestvu indeksov, i vse morfizmy perehoda X^U → X^V in¨ektivny.

Opixem teper~, kakim obrazom v kategorii B_G vyqislØ¸tsØ proektivnye predely. DlØ l¸bogo funktora F : I → B_G my opredelim lim←− F sledu¸wim obrazom: lim←−_IF_ι = lim−→_U lim←−_IF^U_ι . Drugoe vozmoßnoe opisanie fftogo predela takovo: vyqislim snaqala X^′ = lim←−_I F_ι v kategorii topologiqeskih G-mnoßestv, t.e. v kategorii topologiqeskih prostranstv s nepreryvnym deæstviem G, i zatem voz~mem naibol~xee diskretnoe G-podmnoßestvo X v X^′, t.e. mnoßestvo toqek iz X^′, stabilizator kotoryh otkryt, ili, qto odno i to ße, ob¨edinenie X = ⋃ U X^{′U} . Togda

ffto G-mnoßestvo X i budet iskomym proektivnym predelom v kategorii B_G.

154 N. V. DUROV

Zameqanie 3.2.1.2. Pust~ f: H → G – nepreryvnyæ gomomorfizm prokoneqnyh grupp. Opixem, kakim obrazom dlØ dannogo H-mnoßestva Y stroitsØ f_∗(Y ). Odna iz vozmoßnyh konstrukciæ takova: f_∗(Y ) = lim−→_U f_{U ∗} ( Y^{f −1 (U)} ) , gde U probegaet mnoßestvo vseh otkrytyh normal~nyh deliteleæ gruppy G i

f_U : H/f^{−1}(U ) → G/U – gomomorfizm diskretnyh grupp, induci-

rovannyæ f, a f_{U ∗} – funktor, opredelennyæ v 3.1.3; soglasno 3.1.4.1, f_{U ∗}Y^{f −1 (U)} = Hom_H ( G/U, Y^{f −1 (U)} ) . Ots¸da vidno drugoe vozmoßnoe opisanie f_∗(Y ): ffto mnoßestvo vseh H-otobraßeniæ

G → Y , propuska¸wihsØ qerez nekotoru¸ gruppu vida G/U

(inaqe govorØ, f_∗(Y ) sostoit iz vseh ravnomerno nepreryvnyh Hotobraßeniæ G → Y ).

Predloßenie 3.2.2. Pust~ f: H → G – nepreryvnyæ gomomor-

fizm prokoneqnyh grupp. Sledu¸wie usloviØ ravnosil~ny:

(i) f otkryt.

(ii) Suwestvuet funktor f_!, soprØßennyæ sleva k f^∗. (iii) DlØ l¸bogo otkrytogo normal~nogo delitelØ V v H suwestvuet G-mnoßestvo f_!(H/V ), predstavlØ¸wee funktor X → Hom_H (H/V, f^∗X) ∼= (f^∗X)^V .

(iii’) DlØ l¸bogo otkrytogo normal~nogo delitelØ V v H funktor X → (f^∗X)^V perestanovoqen s fil~tru¸wimisØ proektivnymi predelami.

(iv) Funktor f^∗ perestanovoqen s proizvol~nymi proektivnymi predelami.

(iv’) Funktor f^∗ perestanovoqen s fil~tru¸wimisØ proektivnymi predelami.

Esli ffti usloviØ vypolneny, to f_! moßno opredelit~ ravenstvom f_!Y = G_s ×^H Y (sm. 3.1.4.1), i, krome togo, opredelen funktor f^{ab}_! : Ab(B_H ) → Ab(B_G), soprØßennyæ sleva k f^{∗,ab}, priqem f^{ab}_! moßno opredelit~ formuloæ f^{ab}_! B = Z[G] ⊗_H B.

Dokazatel~stvo. (i)⇒(ii): Poloßim, kak v 3.1.4.1, f!Y := Gs×^H Y ; poskol~ku dlØ l¸bogo fflementa [g, y] ∈ f_!Y vypolneno ravenstvo

Stab_G([g, y]) = g Stab_G([e_G, y])g^{−1} = gf ( Stab_H (y) ) g^{−1} (sm. 3.1.10) i

f otkryt, stabilizator l¸bogo fflementa f_!Y otkryt i potomu

f_!Y ØvlØetsØ diskretnym G-modulem. Tot fakt, qto f_! soprØßen

sleva k f^∗, sleduet teper~ iz 3.1.4.1.

Implikacii (ii)⇒(iii) i (ii)⇒ (iv)⇒(iv’) oqevidny; krome togo, (iii)⇒(iii’), poskol~ku vsØkiæ predstavimyæ funktor peresta-

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 155 novoqen s proizvol~nymi proektivnymi predelami. ImplikaciØ (iii’)⇒(iv) sleduet iz togo fakta, qto semeæstvo funktorov

(F_V : Y → Y^V )_V konservativno, t.e. vsØkiæ morfizm, odnovremen-

no perevodimyæ vsemi fftimi funktorami v izomorfizm, ØvlØetsØ izomorfizmom; ffto utverßdenie nemedlenno sleduet iz togo, qto dlØ l¸bogo Y ∈ Ob B_H vypolneno Y = lim−→_V Y^V .

Dokaßem (iv’)⇒(i). Pust~ V – proizvol~naØ otkrytaØ podgruppa v H. Oboznaqim qerez U mnoßestvo otkrytyh podgrupp U ⊂ G, soderßawih f(V ), i dlØ kaßdogo U ∈ U oboznaqim X_U := G/U . Rassmotrim proektivnyæ predel X := lim←− UX_U v B_G; po predpoloßeni¸ f^∗X otoßdestvlØetsØ s lim←− Uf^∗X_U . Krome togo, oboznaqim qerez X^′ proektivnyæ predel X_U v kategorii mnoßestv (ili topologiqeskih prostranstv); soglasno 3.2.1.1, X (sootv. f^∗X) otoßdestvlØetsØ s podmnoßestvom toqek x ∈ X^′, stabilizator kotoryh v G (sootv. v H) otkryt. Rassmotrim toqku ξ ∈ X^′, ØvlØ¸wu¸sØ obrazom edinicy gruppy G pri kanoniqeskoæ proekcii G → X^′. Otmetim, qto Stab_H (ξ) ⊃ V i potomu ξ ∈ f^∗X, i, poskol~ku my otoßdestvili f^∗X s X, ξ ∈ X, t.e. Stab_G(ξ) = ⋂ U^U

otkryt v G. Ostalos~ zametit~, qto ⋂ U^{U = f(V )}, poskol~ku^{f(V )}

– kompaktnaØ podgruppa v G.

Nam ostalos~ dokazat~, qto funktor f^{ab}_! B, opredelennyæ ravenstvom f^{ab}_! B = Z[G] ⊗_H B, korrektno opredelen dlØ otkrytogo f (tot fakt, qto f^{ab}_! soprØßen sleva k f^{∗,ab}, budet sledovat~ togda iz obwih soobraßeniæ). DlØ fftogo voz~mem proizvol~nyæ fflement α = ∑ 1≤i≤n gi ⊗ αi ∈ f ab ! B i zametim, qto stabilizator

Stab_G(α) ⊃ ⋂ 1≤i≤n gif ( Stab_H (α_i) ) g^{−1}_i otkryt v G.

Zameqanie 3.2.2.1. Iz obwih svoæstv prokoneqnyh grupp (naprimer, iz ih harakterizacii kak kompaktnyh vpolne nesvØznyh grupp) sleduet, qto uslovie (i) predloßeniØ 3.2.2 ffkvivalentno l¸bomu iz sledu¸wih usloviæ:

(i^′) Obraz f(H) otkryt v G.

(i^{′′}) f(H) – podgruppa koneqnogo indeksa v G.

Zameqanie 3.2.3. Praktiqeski vse rezul~taty, dokazannye v 3.1 dlØ sluqaØ diskretnyh grupp, perenosØtsØ bez izmeneniæ na prokoneqnyæ sluqaæ, esli dogovorit~sØ rassmatrivat~ utverßdeniØ, kasa¸wiesØ funktorov f_!, tol~ko v tom sluqae, esli gomomorfizm grupp f otkryt, ili, qto soglasno zameqani¸ 3.2.2.1 odno i to ße, esli indeks f(H) v G koneqen. Tak, 3.1.6 ostaet-

156 N. V. DUROV sØ bez izmeneniæ, za iskl¸qeniem utverßdeniØ pro p_!, kotoroe imeet smysl tol~ko v tom sluqae, esli G koneqna. Analogiqno, utverßdenie pro i_! iz primera 3.1.7 imeet smysl tol~ko v tom sluqae, esli indeks (G : H) koneqen. Primer 3.1.8 ne nußdaetsØ v izmeneniØh, kak i vse utverßdeniØ pro s¸r¨ektivnye gomomorfizmy grupp, poskol~ku vse s¸r¨ektivnye gomomorfizmy prokoneqnyh grupp zavedomo otkryty.

Edinstvennoe principial~noe izmenenie, ostavxeesØ neotmeqennym, kasaetsØ opredeleniØ 3.1.19, v kotorom nußno teper~ opredelØt~ Hom_G(X, Y ) kak naibol~xee diskretnoe Gmnoßestvo, soderßaweesØ vo mnoßestve otobraßeniæ φ: X → Y s deæstviem G, opredelennym formuloæ (gφ)(x) = g · φ(g^{−1}x). Inaqe govorØ, Hom_G(X, Y ) est~ mnoßestvo otobraßeniæ φ: X → Y , ØvlØ¸wihsØ U -otobraßeniØmi dlØ kakoæ-nibud~ otkrytoæ podgruppy U v G, t.e. φ(gx) = gφ(x) dlØ l¸byh g ∈ U i x ∈ X.

Zameqanie 3.2.4. Otmetim, qto dlØ l¸boæ prokoneqnoæ (i tem bolee koneqnoæ) gruppy G kategorii b_G i B_G polnost~¸ opredelØ¸t drug druga. A imenno, kategori¸ b_G moßno postroit~ kak polnu¸ podkategori¸ v B_G, obrazovannu¸ lokal~no koneqnymi ob¨ektami B_G, t.e. takimi X ∈ Ob B_G, dlØ kotoryh suwestvuet ffpimorfizm T → e_{BG} , takoæ, qto T -ob¨ekt

X × T → T izomorfen summe ob¨ektov T → T . Naoborot,

moßno vosstanovit~ kategori¸ B_G po b_G, rassmotrev kategori¸ Ind(b_G) Ind-ob¨ektov kategorii b_G, t.e. kategori¸, ob¨- ektami kotoroæ ØvlØ¸tsØ induktivnye sistemy “ lim−→ ”_αX_α =

(I, X_α, φ_{αβ}), gde I – maloe fil~tru¸weesØ uporØdoqennoe mno-

ßestvo, X_α ∈ Ob b_G, φ_{αβ}: X_α → X_β pri α ≤ β – morfizmy perehoda; morfizmy v Ind(b_G) opredelØ¸tsØ ravenstvom

Hom_{Ind(bG)}(“ lim−→ ”_αX_α, “ lim−→ ”_γ Y_γ ) := lim←−_γ lim−→_α Hom_{bG} (X_α, Y_γ ).

V deæstvitel~nosti dannaØ vyxe harakterizaciØ b_G kak polnoæ podkategorii v B_G verna i dlØ proizvol~noæ diskretnoæ gruppy G; odnako dlØ proizvol~noæ diskretnoæ gruppy G kategoriØ Ind(b_G) ffkvivalentna vovse ne kategorii B_G, a kategorii

B b_G, gde qerez ^G oboznaqeno prokoneqnoe popolnenie gruppy G.

Krome togo, nesloßno proverit~, qto l¸baØ iz kategoriæ B_G ili b_G odnoznaqno opredelØet prokoneqnu¸ gruppu G.

Opredelenie 3.2.5. Pust~ R – kol~co (associativnoe, s edini-

ceæ), G – prokoneqnaØ gruppa. My budem govorit~, qto porØdok

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 157 gruppy G obratim v R, esli porØdok l¸boæ diskretnoæ faktorgruppy gruppy G obratim v R. My budem govorit~, qto abeleva gruppa A odnoznaqno delima na porØdok G, ili qto porØdok G obratim v A, esli porØdok gruppy G obratim v kol~ce ffndomorfizmov abelevoæ gruppy A.

Otmetim, qto v tom sluqae, esli gruppa G koneqna, terminologiØ, vvedennaØ v fftom opredelenii, soglasuetsØ s obyqnym slovoupotrebleniem.

Opredelenie 3.2.6. Pust~ G – prokoneqnaØ gruppa. Oboznaqim

qerez μ_G (sootv. ν_G) levoinvariantnu¸ (sootv. pravoinvariantnu¸) meru Haara na G, normirovannu¸ usloviem μ_G(G) = 1 (sootv. ν_G(G) = 1). DlØ l¸boæ (diskretnoæ) abelevoæ gruppy A, v kotoroæ obratim porØdok gruppy G, i l¸bogo nepreryvnogo otobraßeniØ f: G → A opredelim integral ili srednee znaqenie f na G i oboznaqim qerez ∫ G f dμ, ∫ G f dμ_G ili ∫ G f(g) dμ_G(g) fflement gruppy A, opredelennyæ sledu¸wim obrazom: ∫ G f(g) dμ(g) = 1 (G : U ) ∑ x∈G/U f^′(x), gde U – otkrytyæ normal~nyæ delitel~, dlØ kotorogo suwestvuet razloßenie G^φ−→ G/U^{f ′}−→ A (sm. 2.2.1.1).

�to opredelenie korrektno, t.e. ne zavisit ot vybora U ; pri fftom esli A – ffto mnoßestvo vewestvennyh qisel ili lokal~- no vypukloe vewestvennoe prostranstvo, to opredelennyæ takim obrazom integral sovpadaet s obyqnym integralom Lebega funkcii f po mere Haara μ_G (ili ν_G).

Esli M = g_0H (sootv. M = Hg_0) – levyæ (sootv. pravyæ) smeßnyæ klass po zamknutoæ podgruppe H i f: M → A – nepreryvnaØ funkciØ so znaqeniØmi v abelevoæ gruppe A, v kotoroæ obratim porØdok gruppy H, to opredelim integral ∫ M f(g) dμ(g) kak znaqenie ∫ H f(g_0h) dμ_H (h) (sootv. ∫ H f(hg_0) dμ_H (h)). �to opredelenie korrektno, t.e. ne zavisit ot vybora g_0; esli, krome togo, M ØvlØetsØ odnovremenno levym i pravym smeßnym klassom po H, to oba varianta dannogo opredeleniØ da¸t odinakovyæ otvet.

Esli M pusto, poloßim ∫ M f(g) dμ(g) = 0. Obobwim teper~ opredelenie 3.1.17.

158 N. V. DUROV

Opredelenie 3.2.7. Pust~ f: H → G – otkrytyæ nepreryvnyæ

gomomorfizm prokoneqnyh grupp, B – G-abeleva gruppa, odnoznaqno delimaØ na porØdok Ødra K = Ker f. Opredelim ~N^′_{f,B} : B → f^∗f_∗B ⊂ Hom_H (G_d, B) formuloæ ~N^′_{f,B} (b) = φ_b, gde φ_b(g) = ∫ f^−1 (g) hb : dμ(h). Opredelim ~N_{f,B} : f^{ab}_! B → f^{ab}_∗ B kak morfizm, sootvetstvu¸wiæ po soprØßennosti morfizmu ~N^′_{f,B} . Oboznaqim qerez ~N_f : f^{ab}_! 99 K f^{ab}_∗ qastiqno opredelennoe takim obrazom estestvennoe preobrazovanie funktorov.

Korrektnost~ fftogo opredeleniØ proverØetsØ tak ße, kak i korrektnost~ 3.1.17, za iskl¸qeniem proverki togo, qto φ_b deæstvitel~no prinadleßit f^∗f_∗B ⊂ Hom_H (G_d, B), t.e. (sm. 3.2.1.2) qto dlØ l¸bogo b otobraßenie φ_b propuskaetsØ qerez faktorgruppu G/U dlØ nekotorogo otkrytogo normal~nogo delitelØ

U ⊂ G; dostatoqno vzØt~ U ⊂ f ( Stab_H (b) ) . Otmetim, qto esli Ødro f koneqno i sostoit iz m fflementov, to m ~N^′_{f,B} = N^′_{f,B} i m ~N_{f,B} = N_{f,B} , tak qto v fftom sluqae my snova poluqaem ponØtie iz opredeleniØ 3.1.7 s toqnost~¸ do umnoßeniØ na m. Sledu¸wee predloßenie ØvlØetsØ analogom predloßeniØ 3.1.18:

Predloßenie 3.2.8. V usloviØh opredeleniØ 3.2.7 morfizm

~N_{f,B} : f^{ab}_! B → f^{ab}_∗ B ØvlØetsØ izomorfizmom.

Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo soverxenno analogiqno dokazatel~stvu 3.1.18, s tem otliqiem, qto v s¸r¨ektivnom sluqae my srazu poluqaem ~N πλ = 1_BK i πλ ~N = 1_{BK} .

Sledstvie 3.2.8.1. a) DlØ l¸bogo otkrytogo vloßeniØ prokoneq-

nyh grupp f: H → G, estestvennoe preobrazovanie N_f : f^{ab}_! → f^{ab}_∗ ØvlØetsØ izomorfizmom, kaßdyæ iz funktorov f^{ab}_! i f^{ab}_∗ obladaet odnovremenno i levym, i pravym soprØßennym funktorom, toqen, strog i sohranØet proizvol~nye induktivnye i proektivnye predely.

b) DlØ l¸bogo otkrytogo gomomorfizma prokoneqnyh grupp f: H → G i l¸bogo kol~ca K, v kotorom obratim porØdok Ødra f (sm. 3.2.5), utverßdenie punkta a) verno, esli ograniqit~sØ rassmotreniem kategoriæ K-moduleæ, t.e. esli rassmotret~ funktory f^{ab}_! i f^{ab}_∗ kak funktory iz K-Mod(B_H ) v K-Mod(B_G).

Zameqanie 3.2.9. V deæstvitel~nosti v [7, IV] opredelØetsØ

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 159 klassificiru¸wiæ topos B_G dlØ l¸boæ pro-gruppy G; ffto opredelenie ØvlØetsØ odnovremennym obobweniem opredeleniØ klassificiru¸wego toposa diskretnoæ gruppy i prokoneqnoæ gruppy, i potomu moßno bylo by s samogo naqala izlagat~ vs¸ teori¸ srazu dlØ pro-grupp. Nam, odnako, takaØ obwnost~ ne ponadobitsØ; pofftomu my ograniqimsØ napominaniem opredeleniæ.

Itak, pust~ G = (G_α, φ_{αβ})_{α,β∈I} – (strogaØ) pro-gruppa, t.e. proektivnaØ sistema grupp (G_α)_{α∈I} , indeksirovannaØ (malym) fil~tru¸wimsØ uporØdoqennym mnoßestvom I, v kotoroæ vse morfizmy perehoda φ_{αβ}: G_β → G_α s¸r¨ektivny dlØ l¸byh α ≤ β. Budem nazyvat~ G-mnoßestvom nabor A = (A, A_α, μ_α)_{α∈I} , gde A – mnoßestvo, A_α ⊂ A, ⋃ α A_α = A, i μ_α: G_α × A_α → A_α – deæstvie G_α na A_α, priqem ffti deæstviØ soglasovany sledu¸wim obra-

zom: dlØ l¸byh α ≤ β vypolneno A_α ⊂ A_β, i φ_{αβ}(g_β) · a_α = g_β · a_α dlØ l¸byh g_β ∈ G_β i a_α ∈ A_α. Krome togo, my trebuem, qtoby dlØ l¸byh α ≤ β bylo vypolneno ravenstvo A^{Ker φαβ}_β = A_α. Teper~ moßno opredelit~ klassificiru¸wiæ topos pro-gruppy G kak kategori¸ vsevozmoßnyh G-mnoßestv (morfizmy v fftoæ kategorii opredelØ¸tsØ estestvennym obrazom). DlØ l¸bogo morfizma pro-grupp f : H → G moßno opredelit~ funktor sußeniØ pro-gruppy operatorov f^∗, ego (vsegda suwestvu¸wiæ) pravyæ soprØßennyæ f_∗ i (suwestvu¸wiæ tol~ko dlØ “otkrytogo” f) levyæ soprØßennyæ f_!. ˚sno, qto vzØv v kaqestve G proektivnu¸ sistemu iz odnogo fflementa, my snova poluqim opredeleniØ klassificiru¸wego toposa diskretnoæ gruppy, a vzØv v kaqestve G proektivnu¸ sistemu, sostoØwu¸ iz koneqnyh grupp, my poluqim opredelenie klassificiru¸wego toposa prokoneqnoæ gruppy, ØvlØ¸weæsØ proektivnym predelom fftoæ sistemy.

3.3. λ-kol~ca Napomnim nußnye nam poloßeniØ teorii λ-kolec; podrobnoe izloßenie fftoæ teorii moßno naæti, naprimer, v [8, V].

Na protØßenii vsego fftogo punkta qerez K oboznaqeno osnovnoe kol~co, kotoroe predpolagaetsØ kommutativnym s ediniceæ. Vse rassmatrivaemye kol~ca i algebry my takße predpolagaem kommutativnymi s ediniceæ.

Opredelenie 3.3.1. DlØ l¸bogo (kommutativnogo) kol~ca A obo-

znaqim qerez 1 + A[[t]]^+, ^G(A) ili ^G^t(A) mnoßestvo formal~nyh

160 N. V. DUROV stepennyh rØdov iz A[[t]], svobodnyæ qlen kotoryh raven edinice, rassmatrivaemoe kak abeleva gruppa otnositel~no umnoßeniØ s fil~tracieæ, opredelennoæ sledu¸wim obrazom: Filt^0 ^G^t(A) = ^Gt(A) i Filt^n ^Gt(A) = 1 + tnA[[t]] pri n ≥ 1. V tom sluqae, esli dlØ oboznaqeniØ peremennoæ vmesto t ispol~zuetsØ drugaØ bukva, ffto sootvetstvu¸wim obrazom otraßaetsØ v zapisi ^G^t(A).

Takim obrazom, my opredelili funktor ^G iz kategorii kolec v kategori¸ fil~trovannyh abelevyh grupp, kotoryæ moßno takße rassmatrivat~ kak funktor, opredelennyæ na kategorii K-algebr.

Otmetim, qto l¸boe estestvennoe preobrazovanie funktorov

η: ^G → ^G odnoznaqno opredelØetsØ znaqeniem θ = η_{K[X]}(1 + Xt)

(sm. [8, V 1.6]). Privedem nabrosok dokazatel~stva fftogo fakta.

a) Preßde vsego, znanie θ pozvolØet opredelit~ η_A(1 + at) dlØ l¸boæ K-algebry A i l¸bogo fflementa a ∈ A. Deæstvitel~no, esli f: K[X] → A – gomomorfizm K-algebr, perevodØwiæ X v a, to η_A(1 + at) = η_A ( ^ G^t(f)(1 + Xt) ) = ^G^t(f)(η_{K[X]}(1 + Xt)) = ^G^t(f)(θ). b) V qastnosti, moßno vzØt~ A = K[T_1, . . . , T_n], a = T_i;

my uße znaem, qto θ opredelØet η_A(1 + T_it), a potomu i η_A ( (1 + T_1t) · · · (1 + T_nt) ) = η_A(1 + T_1t) · · · η_A(1 + T_nt) vvidu

additivnosti η_A.

c) Oboznaqim qerez i vloßenie A^′ = K[X_1, . . . , X_n] v A =

K[T_1, . . . , T_n], perevodØwee X_k v k-yæ simmetriqeskiæ

mnogoqlen ot peremennyh T_j . Togda ^G^t(i) perevodit α_n :=

1 + X_1t + X_2t^2 + · · · + X_nt^n v (1 + T_1t) · · · (1 + T_nt), i potomu ^G^t(i)(η_{A′} (α_n)) sovpadaet s η_A(1 + T_1t) · · · η_A(1 + T_nt). Vse

kofffficienty fftogo formal~nogo stepennogo rØda ØvlØ- ¸tsØ simmetriqeskimi funkciØmi ot T_j , i potomu fftot rØd odnoznaqno predstavlØetsØ v vide ^G^t(i)(θ_n). Vvidu in¨ektivnosti ^G^t(i) ots¸da poluqaem η_A′ (α_n) = θ_n.

d) Znanie θ_n := η_{K[X1,... ,Xn ]}(1+X_1t+· · ·+X_nt) pozvolØet opredelit~ η_A(1 + a_1t + · · · + a_nt^n) dlØ l¸boæ K-algebry A i l¸byh a_1, . . . , a_n ∈ A: nado, kak v punkte a), rassmotret~ gomomorfizm K-algebr f: K[X_1, . . . , X_n] → A, perevodØwiæ X_i v a_i, i togda η_A(1 + a_1t + · · · + a_nt^n) = ^G(f)(θ_n ).

e) Poskol~ku η_A sohranØet fil~traci¸, my vidim, qto dlØ

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 161 proizvol~nogo rØda ξ = 1+a_1t+· · ·+a_nt^n +· · · formal~nye rØdy η_A(ξ) i η_A(1 + a_1t + · · · + a_nt^n) sravnimy po modul¸

t^{n+1}; perehodØ k predelu po n, my vidim, qto znaqenie η_A(ξ) odnoznaqno opredeleno.

Otmetim, qto verno i obratnoe (sm. [8, V 1.6]): l¸boæ formal~nyæ rØd θ ∈ ^G^t(K[T ]) zadaet estestvennoe preobrazovanie funktorov θ, esli tol~ko vypolneno sledu¸wee “uslovie nepreryvnosti”: dlØ l¸bogo n ≥ 2 vypolneno π_n(θ_n) ≡ θ_{n−1}

(mod t^n), gde π_n: K[X_1, . . . , X_n] → K[X_1, . . . , X_{n−1}] – gomomorfizm

K-algebr, perevodØwiæ X_n v 0 i sohranØ¸wiæ ostal~nye X_i, a

θ_{n−1} i θ_n – fflementy, opredelennye ishodØ iz θ v p. c) vyxe.

Obyqno ffto uslovie proverØetsØ sledu¸wim obrazom: vse rassmatrivaemye algebry mnogoqlenov nadelØ¸tsØ graduirovkoæ, otnositel~no kotoroæ T_i imeet stepen~ 1, a X_i – stepen~ i; zatem proverØetsØ, qto, esli v kofffficient pri t^n v θ vhodØt tol~ko odnoqleny stepeni ≥ n, to analogiqnym svoæstvom oblada¸t i vse θ_n; pofftomu X_n ne vhodit v kofffficienty pri t^i, i < n, v θ_n, qto nemedlenno daet “uslovie nepreryvnosti”.

Analogiqnye utverßdeniØ moßno dokazat~ pro estestvennye preobrazovaniØ η: ^G × ^G → ^G, additivnye i soglasu¸wiesØ s fil~tracieæ po kaßdoæ iz peremennyh: l¸boe takoe η zadaetsØ svoim znaqeniem θ := η_{K[X,Y ]}(1 + Xt, 1 + Y t). Bolee togo, v deæstvitel~nosti takim ße obrazom dokazyvaetsØ, qto l¸boe estestvennoe preobrazovanie η: ^G^n → H, additivnoe i soglasovannoe s fil~tracieæ po kaßdomu argumentu, zadaetsØ svoim znaqeniem na nabore (1 + Y_1t, . . . , 1 + Y_nt), esli predpolagat~, qto H – ffto funktor iz kategorii K-algebr v kategori¸ polnyh fil~- trovannyh abelevyh grupp, perestanovoqnyæ s operacieæ vzØtiØ invariantov otnositel~no koneqnoæ gruppy avtomorfizmov (t.e. esli koneqnaØ gruppa G deæstvuet na K-algebre A, to kanoniqeskiæ morfizm H(A^G) → H(A)^G ØvlØetsØ avtomorfizmom). Koneqno ße, funktor ^G obladaet fftim svoæstvom.

Opredelenie 3.3.2. Oboznaqim qerez ∘ estestvennoe preobrazo-

vanie funktorov ^G × ^G → ^G, opredelennoe ravenstvom (1 + Xt) ∘ (1 + Y t) = 1 + XY t v ^G^t(K[X, Y ]).

DlØ l¸boæ K-algebry A otobraßenie ∘_A: ^G^t(A) × ^G^t(A) → ^G^t(A) additivno po kaßdoæ iz peremennyh i potomu opredelØet na ^G^t(A) strukturu kol~ca. V dal~neæxem my budem vsegda predpo-

162 N. V. DUROV lagat~ ^G^t(A) nadelennym fftoæ strukturoæ kol~ca.

Otmetim, qto ^G^t(A) ØvlØetsØ kommutativnym associativnym kol~com s ediniceæ 1 + t, kak nemedlenno sleduet iz svoæstv edinstvennosti, rassmotrennyh vyxe. Naprimer, dlØ proverki associativnosti nado zametit~, qto oba voznika¸wih trifunktora prinima¸t odno i to ße znaqenie 1 + XY Zt na nabore

(1 + Xt, 1 + Y t, 1 + Zt).

Operaci¸ ∘ moßno zadat~ s pomow~¸ universal~nyh mnogoqlenov:

(1+a_1t+· · ·+a_nt^n+· · · )∘(1+b_1t+· · ·+b_nt^n+· · · ) = 1+P_1t+· · ·+P_nt^n+· · ·

Zdes~ P_n = P_n(a_1, . . . , a_n; b_1, . . . , b_n) – ffto mnogoqlen s celymi kofffficientami, izobarnyæ vesa n po kaßdomu iz naborov peremennyh (a_i i b_i pripisyvaetsØ ves i) i simmetriqnyæ otnositel~- no dvuh naborov peremennyh. Mnogoqlen P_n moßno vyqislit~, zapisav kofffficient pri t^n v mnogoqlene ∏ 1≤i,j≤n(1 + αiβit) qe- rez osnovnye simmetriqeskie funkcii ot (α_i) i (β_i); neskol~ko menee trudoemkiæ sposob nahoßdeniØ P_n takov: nado zametit~, qto dlØ l¸byh f ∈ ^G^t(A) i ξ ∈ A verno f ∘(1+ξt) = f(ξt) (kak vsegda, dlØ proverki dostatoqno vzØt~ f = 1 + Xt, ξ = Y ), i potomu

P_n est~ kofffficient pri t^n vo mnogoqlene f(β_1t)f(β_2t) · · · f(β_nt),

gde f = 1 + a_1t + · · · + a_nt^n, esli zamenit~ v fftom kofffficiente osnovnye simmetriqeskie funkcii ot (β_i) na b_i.

Naprimer, P_1(a_1; b_1) = a_1b_1 i P_2(a_1, a_2; b_1, b_2) = a_2b^2_1 +a^2_1b_2 −2a_2b_2. Opredelenie 3.3.3. Pred-λ-kol~com nazyvaetsØ kommutativnoe

kol~co (s ediniceæ) K, nadelennoe operaciØmi λ^i: K → K dlØ vseh celyh i ≥ 0, takimi, qto λ^0(x) = 1, λ^1(x) = x i λ^n(x + y) = ∑ i+j=n λ i(x)λ^j (y) dlØ l¸byh x, y ∈ K i n ≥ 0.

Esli K^′ – ewe odno pred-λ-kol~co i f: K → K^′ – gomomorfizm kolec, to my budem govorit~, qto f ØvlØetsØ λ-gomorfizmom, esli λ^i(f(x)) = f(λ^i(x)) dlØ l¸bogo i ≥ 0 i x ∈ K.

DlØ l¸bogo x ∈ K oboznaqim qerez λ_t(x) = λ^K_t (x) formal~nyæ stepennoæ rØd λ^0(x) + λ^1(x)t + · · · + λ^n(x)t^n + · · · ∈ ^G^t(K). Takim obrazom, zadanie na kol~ce K struktury pred-λ-kol~ca ravnosil~no zadani¸ gomomorfizma abelevyh grupp λ_t: K → ^G^t(K), takogo, qto λ_t(x) ≡ 1 + xt (mod t^2) dlØ l¸bogo x ∈ K. Pri fftom

f: K → K^′ ØvlØetsØ λ-gomomorfizmom v tom i tol~ko tom sluqae,

esli ^G^t(f)λ^K_t = λ^{K′}_t f.

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 163 DlØ l¸boæ K-algebry A (ili dlØ l¸bogo kol~ca A) vvedem na ^G^t(A) strukturu pred-λ-kol~ca; tem samym my faktiqeski opredelim strukturu pred-λ-kol~ca na funktore ^G^t. DlØ zadaniØ struktury pred-λ-kol~ca na ^G^t(A) nado zadat~ λ_{u,A}: ^G^t(A) →

^G^u( ^G^t(A)) dlØ kaßdogo A, t.e. estestvennoe preobrazovanie funk-

torov λ_u: ^G^t → ^G^u( ^G^t). Kak obyqno, dostatoqno opredelit~

λ_{u,K[X]}(1 + Xt); poloßim λ_{u,K[X]}(1 + Xt) = {1 + t} + {1 + Xt}u.

Nesloßno videt~, qto “uslovie nepreryvnosti” vypolneno i qto

λ^i(1 + a_1t + · · · + a_nt^n + · · · ) = 1 + Q_{i,1}t + Q_{i,2}t^2 + · · · + Q_{i,j}t^j + · · · ,

gde Q_{i,j} = Q_{i,j}(a_1, a_2, . . . , a_{ij}) – nekotoryæ universal~nyæ mnogoqlen s celymi kofffficientami, izobarnyæ vesa ij. Opredelenie 3.3.4. Pred-λ-kol~co K nazyvaetsØ λ-kol~com, esli

gomomorfizm abelevyh grupp λ_t, opredelennyæ vyxe, ØvlØetsØ λgomomorfizmom pred-λ-kol~ca K v pred-λ-kol~co ^G(K).

Inaqe govorØ, pred-λ-kol~co ØvlØetsØ λ-kol~com v tom i tol~- ko tom sluqae, esli λ_t(1) = 1+t, λ_t(xy) = λ_t(x)∘λ_t(y) i λ_u(λ_t(x)) =

^G^u(λ_t)(λ_u(x)) dlØ l¸byh x, y ∈ K. �ti ße usloviØ moßno vyra-

zit~ pofflementno:

• λ^i(1) = 0 pri i ≥ 2; • λ^i(xy) = P_i ( λ^1(x), . . . , λ^n(x); λ^1(y), . . . , λ^n(y) ) ; • λ^j ( λ^i(x) ) = Q_{i,j} ( λ^1(x), . . . , λ^{ij}(x) ) . Primer 3.3.5. Pred-λ-kol~co^^G^t(A) ØvlØetsØ λ-kol~com dlØ l¸- boæ K-algebry A (i l¸bogo kol~ca A). Kak obyqno, dlØ proverki fftogo fakta dostatoqno sravnit~ voznika¸wie estestvennye preobrazovaniØ funktorov na fflementah vida 1+Xt, dlØ kotoryh vse proverki okazyva¸tsØ trivial~nymi.

Primer 3.3.6. Drugoæ vaßnyæ primer: na kol~ce Zest~ edinstvennaØ struktura λ-kol~ca, zadannaØ usloviem λ_t(n) = (1 + t)^n dlØ l¸bogo n ∈ Z. Inaqe govorØ, λ^i(n) = (_n i ) . DlØ l¸bogo λkol~ca K edinstvennyæ gomomorfizm kolec Z→ K ØvlØetsØ λgomomorfizmom, otkuda legko vyvodØtsØ raznoobraznye formuly vrode λ^k(x + n) = ∑ 0≤i≤k λ i(n)λ^{k−i}(x) = ∑ 0≤i≤k (_n i ) λ^{k−i}(x). Zameqanie 3.3.7. Pomimo λ-operaciæ, na λ-kol~cah opredelØ- ¸tsØ razliqnye drugie operacii. Naprimer, γ-operacii vvodØtsØ ravenstvom γ^n(x) = λ^n(x + n − 1) dlØ l¸byh n ≥ 0 i x ∈ K.

164 N. V. DUROV Esli oboznaqit~ γ_t(x) := ∑ n≥0 γ^n(x), to, kak nesloßno videt~,

rØdy γ_t(x) i λ_t(x) poluqa¸tsØ drug iz druga zamenoæ peremennyh: γ_s(x) = λ_{s/(1−s)}(x) i λ_t(x) = γ_{t/(1+t)}(x).

Moßno takße opredelit~ “simmetriqeskie operacii” s^n(x) posredstvom ravenstva s_t(x)λ_{−t}(x) = 1, gde, kak obyqno, s_t(x) = ∑ n≥0 s^n(x)t^n; pofflementno ffti operacii zada¸tsØ sootnoxeniØ-

mi s^0(x) = 1, ∑ 0≤i≤n(−1) is^{n−i}(x)λ^i(x) = 0 pri n ≥ 1.

Krome togo, na λ-kol~cah moßno vvodit~ mnogie drugie operacii. Tak, v razdele 3.6 my opredelim τ -operacii τ^n (sm. 3.6.2). Zameqanie 3.3.8. Ewe odin vaßnyæ klass operaciæ, kotorye opredelØ¸tsØ na pred-λ-kol~cah – ffto operacii Adamsa Ψ^k, opredelennye dlØ k ≥ 1 ravenstvom

(3.3.8.1)^d_{dt} ( λ_t(x) )/ λ_t(x) = ∑ k≥1(−1)^{k−1}Ψ^k(x)t^{k−1}.

Osnovnye svoæstva operaciæ Adamsa moßno naæti v priloßenii k [8, V]. Zdes~ my napomnim, qto vsegda Ψ^k(x + y) =

Ψ^k(x) + Ψ^k(y), kak ffto nemedlenno sleduet iz ravenstva λ_t(xy) = λ_t(x)λ_t(y) i obwih svoæstv logarifmiqeskoæ proizvodnoæ; kro-

me togo, Ψ^1(x) = x dlØ l¸bogo x ∈ K. Esli pred-λ-kol~co K ØvlØetsØ λ-kol~com, to

(3.3.8.2) Ψ^k(1) = 1; Ψ^k(xy) = Ψ^k(x)Ψ^k(y);

Ψ^k ∘ Ψ^{k′} = Ψ^{kk′} .

Naoborot, esli pred-λ-kol~co K svobodno ot Z-kruqeniØ i v nem vypolneny ffti usloviØ, to ono v deæstvitel~nosti ØvlØetsØ λ-kol~com. Na takom kol~ce λ-operacii odnoznaqno opredelØ¸tsØ operaciØmi Adamsa; esli ono soderßit Q, to l¸boe zadanie operaciæ Adamsa na K, udovletvorØ¸wih pereqislennym vyxe usloviØm, zadaet na K strukturu λ-kol~ca.

Otmetim, qto v λ-kol~ce Zvse operacii Adamsa ØvlØ¸tsØ toßdestvennymi otobraßeniØmi, a v λ-kol~ce ^G^t(A) vypolneny sootnoxeniØ Ψ^k(1 + at) = 1 + a^kt.

Pozße nam ponadobØtsØ vyraßeniØ, pozvolØ¸wie opredelØt~ λ-operacii i simmetriqeskie operacii ishodØ iz operaciæ Adamsa. DlØ fftogo zametim, qto iz (3.3.8.1) i sootnoxeniØ

s_t(x)λ_{−t}(x) = 1 nemedlenno sleduet

(3.3.8.3)^d_{dt} ( s_t(x) )/ s_t(x) = ∑ k≥1 Ψ^k(x)t^{k−1}.

Domnoßim teper~ (3.3.8.1) na λ_t(x), (3.3.8.1) na s_t(x) i priravnØem v poluqennyh formal~nyh stepennyh rØdah kofffficienty

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 165 pri t^{n−1}, n ≥ 1. V rezul~tate my poluqim sootnoxeniØ (3.3.8.4) λ^n(x) =^1_n ∑_n k=1(−1)^{k−1}Ψ^k(x)λ^{n−k}(x),

(3.3.8.5) s^n(x) =^1_n ∑_n k=1 Ψ^k(x)s^{n−k}(x).

�ti sootnoxeniØ vmeste s ravenstvami λ^0(x) = s^0(x) = 1 legko pozvolØ¸t posledovatel~no nahodit~ λ^1(x), λ^2(x), . . . ili

s^1(x), s^2(x), . . .; dlØ nahoßdeniØ n-go qlena odnoæ iz fftih dvuh

posledovatel~nosteæ ispol~zu¸tsØ vse predyduwie, a takße

Ψ^1(x), . . . , Ψ^n(x).

3.4. Kol~co harakterov prokoneqnoæ gruppy

Naqnem fftot razdel s neskol~kih obwih opredeleniæ. Opredelenie 3.4.1 (sm. [8, IV 1]). Gruppa Grotendika K(A) (ma-

loæ) abelevoæ kategorii A – ffto faktorgruppa svobodnoæ abelevoæ gruppy, poroßdennoæ ob¨ektami A, po podgruppe, poroßdennoæ fflementami vida [ξ^′] − [ξ] + [ξ^{′′}] dlØ vsevozmoßnyh toqnyh posledovatel~nosteæ 0 → ξ^′ → ξ → ξ^{′′} → 0. Obraz fflementa [ξ] v K(A) my budem nazyvat~ klassom ob¨ekta ξ i budem oboznaqat~ ego cl ξ ili cl_A ξ.

Krome togo, esli A^′ – ewe odna (malaØ) abeleva kategoriØ, h: A → A^′ – toqnyæ funktor, to qerez K(h), a inogda i prosto qerez h, my budem oboznaqat~ (odnoznaqno opredelennyæ) gomomorfizm abelevyh grupp, perevodØwiæ cl_A ξ v cl_A′ h(ξ).

Opredelenie 3.4.2. Pust~ A – abeleva kategoriØ, B – abeleva

gruppa. Otobraßenie f: Ob A → B nazyvaetsØ additivnym, esli dlØ l¸boæ toqnoæ v A posledovatel~nosti 0 → ξ^′ → ξ → ξ^{′′} → 0 vypolneno ravenstvo f(ξ) = f(ξ^′) + f(ξ^{′′}).

Primer 3.4.3.

a) ˚sno, qto cl: Ob A → K(A) ØvlØetsØ additivnym otobraßeniem, pritom universal~nym v sledu¸wem smysle: l¸boe additivnoe otobraßenie f: Ob A → B predstavlØetsØ v vide f^′ ∘ cl dlØ nekotorogo odnoznaqno opredelennogo gomomorfizma abelevyh grupp f^′: K(A) → B.

b) FunkciØ, sopostavlØ¸waØ koneqnomernomu vektornomu prostranstvu ego razmernost~, ØvlØetsØ additivnoæ; Øsno, qto ona induciruet izomorfizm meßdu gruppoæ Grotendika kategorii koneqnomernyh vektornyh prostranstv nad nekotorym fiksirovannym telom D i gruppoæ celyh qisel Z.

166 N. V. DUROV

c) Esli vse ob¨ekty kategorii A ime¸t koneqnu¸ dlinu, to funkciØ l: Ob A → Z, sopostavlØ¸waØ l¸bomu ob¨ektu ego dlinu, ØvlØetsØ additivnoæ. V fftom sluqae my moßem, vospol~zovavxis~ teoremoæ ȷordana– Gœl~dera, opisat~ strukturu K(A): ffto est~ svobodnaØ abeleva gruppa, obrazu¸wie kotoroæ – klassy vsevozmoßnyh prostyh ob¨ektov kategorii A (estestvenno, iz kaßdogo klassa izomorfnyh prostyh ob¨ektov my vybiraem po odnomu predstavitel¸). Ots¸da sleduet, qto l¸baØ additivnaØ funkciØ na A odnoznaqno opredelØetsØ naborom svoih znaqeniæ na klassah izomorfnosti prostyh ob¨ektov, i naoborot, vsØkiæ takoæ nabor znaqeniæ opredelØet additivnu¸ funkci¸.

d) Esli A – ffto kategoriØ koneqno poroßdennyh proektivnyh moduleæ nad (kommutativnym) kol~com R, spektr kotorogo svØzen (t.e. v kol~ce R net netrivial~nyh idempotentov), to funkciØ, sopostavlØ¸waØ proektivnomu modul¸ ego (odnoznaqno opredelennyæ v dannom sluqae) rang, additivna.

Primenim teper~ ffti opredeleniØ k interesu¸wemu nas sluqa¸.

Opredelenie 3.4.4. Pust~ G – prokoneqnaØ gruppa, A – (kak

obyqno, kommutativnoe) G-kol~co. Oboznaqim qerez K^·(G, A) ili K^·(G), esli ponØtno, kakoe G-kol~co imeetsØ v vidu, gruppu Grotendika kategorii lokal~no proektivnyh A-G-moduleæ, t.e. A- G-moduleæ, kotorye ØvlØ¸tsØ koneqno poroßdennymi proektivnymi A-modulØmi v obyqnom smysle. Esli, krome togo, kol~- co A neterovo, to oboznaqim qerez K_·(G, A) ili K_·(G) gruppu Grotendika kategorii A-G-moduleæ koneqnogo tipa, t.e. A-G-moduleæ, kotorye ØvlØ¸tsØ koneqno poroßdennymi A-modulØmi. Nadelim K^·(G, A) strukturoæ kommutativnogo kol~ca s ediniceæ, opredeliv umnoßenie s pomow~¸ tenzornogo proizvedeniØ: cl P ·cl Q = cl(P ⊗_AQ). Analogiqno, K_·(G, A) nadelØetsØ strukturoæ K^·(G, A)-modulØ; opredelen kanoniqeskiæ gomomorfizm K^·(G, A)- moduleæ K^·(G, A) → K_·(G, A), perevodØwiæ klass v K^·(G, A) lokal~- no proektivnogo A-G-modulØ v klass fftogo ße modulØ v K_·(G, A).

Krome togo, na K^·(G,A) est~ struktura pred-λ-kol~ca odnoznaqno opredelennaØ usloviem λ^n(cl P ) = cl( ⋀_n A P ), gde qerez ⋀_n A P obo-

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 167 znaqena n-aØ vnexnØØ stepen~ A-modulØ P s deæstviem G, opredelennym formuloæ g · (ax_1 ∧ x_2 ∧ . . . ∧ x_n) = (ga)(gx_1) ∧ gx_2 ∧ . . . ∧ gx_n.

Opredelim na pred-λ-kol~ce K^·(G, A) invol¸ci¸ ξ → ξ̌, odnoznaqno zadavaemu¸ usloviem (cl P )ˇ = cl P̌ , gde P̌ = Hom_A(P, A) – A-G-modul~, dvoæstvennyæ k lokal~no proektivnomu A-G-modul¸ P . Zameqanie 3.4.4.1. Opredelenie umnoßeniØ v K^·(G, A) i deæstviØ K^·(G, A) na K_·(G, A) korrektno, poskol~ku dlØ l¸bogo lokal~no proektivnogo P funktor M → P ⊗_A M toqen kak i na kategorii lokal~no proektivnyh A-G-moduleæ, tak i na kategorii A- G-moduleæ koneqnogo tipa. Associativnost~ i kommutativnost~ opredelennogo takim obrazom umnoßeniØ – ffto associativnost~ i kommutativnost~ tenzornogo proizvedeniØ; ediniceæ v K^·(G, A) ØvlØetsØ cl A.

Zameqanie 3.4.4.2. Zametim, qto na K^·(G, A) deæstvitel~no est~ struktura pred-λ-kol~ca, udovletvorØ¸waØ usloviØm opredeleniØ. DlØ dokazatel~stva otmetim, qto otobraßenie λ^′_t, perevodØwee lokal~no proektivnyæ A-G-modul~ P v rØd 1+cl P ·t+cl(∧^2P )·

t^2 +· · ·+cl(∧^nP )·t^n +· · · ∈ 1+K^·(G, A)[[t]]^+ = ^G^t ( K^·(G, A) ) , additivno, poskol~ku dlØ l¸boæ toqnoæ posledovatel~nosti lokal~no proektivnyh A-G-moduleæ 0 → P^′ → P → P^{′′} → 0 i dlØ l¸bogo

n ≥ 0 na vnexneæ stepeni ∧^nP suwestvuet kanoniqeskaØ fil~-

traciØ dliny n + 1, faktory kotoroæ izomorfny ∧^kP^′ ⊗ ∧^{n−k}P^{′′}, gde k prinimaet znaqeniØ ot 0 do n (sm. [8, V 2.2.1]). Iz universal~nogo svoæstva K^·(G, A) teper~ sleduet suwestvovanie gomomorfizma abelevyh grupp λ_t: K^·(G, A) → ^G^t ( K^·(G, A) ) , takogo, qto

λ^′_t = λ_t ∘ cl; soglasno zameqani¸ posle opredeleniØ 3.3.3, zadanie

takogo gomomorfizma abelevyh grupp ravnosil~no zadani¸ na

K^·(G, A) struktury pred-λ-kol~ca s nußnymi nam svoæstvami.

Zameqanie 3.4.4.3. Vvedem v K^·(G, A) simmetriqeskie operacii s^n s pomow~¸ 3.3.7. Togda dlØ l¸bogo lokal~no proektivnogo A-G-modulØ M i l¸bogo celogo n ≥ 0 imeet mesto ravenstvo cl S^n M = s^n(cl M ). DlØ dokazatel~stva nußno zametit~, qto cl S^n M i s^n(cl M ) udovletvorØ¸t odnim i tem ße rekurrentnym sootnoxeniØm, poskol~ku cl S^0 M = 1 i ∑ 0≤k≤n(−1) kλ^k(cl M ) cl S^{n−k} M = 0 pri n ≥ 1. Poslednee raven-

stvo sleduet iz suwestvovaniØ toqnoæ posledovatel~nosti A-G-

168 N. V. DUROV moduleæ (sm. [9], 9.3): 0 → n⋀ M → n−1⋀ M ⊗ M → · · · → k⋀ M ⊗ S^{n−k} M → k−1⋀ M ⊗ S^{n−k+1} M → · · · → S^n M → 0. Zameqanie 3.4.4.4. V deæstvitel~nosti pred-λ-kol~co K^·(G, A) vsegda ØvlØetsØ λ-kol~com (sm. 3.3.4); obwee dokazatel~stvo fftogo fakta dovol~no sloßno, odnako pozße my ego legko dokaßem v nußnom nam qastnom sluqae.

Zameqanie 3.4.4.5. Koneqno ße, moßno oboætis~ bez ograniqeniæ na neterovost~ kol~ca A i na prokoneqnost~ gruppy G; odnako sootvetstvu¸wie konstrukcii, kotorye moßno naæti v [8,

I–IV], neskol~ko bolee sloßny i suwestvenno ispol~zu¸t teo-

ri¸ triangulirovannyh kategoriæ. Krome togo, v fftom sluqae λ-operacii opredelØ¸tsØ gorazdo sloßnee.

Zameqanie 3.4.4.6. V tom sluqae, esli neterovo kol~co A regulØrno i ego razmernost~ koneqna, kanoniqeskoe otobraßenie

K^·(G, A) → K_·(G, A) biektivno, i potomu pozvolØet opredelit~ na K_·(G, A) strukturu pred-λ-kol~ca i invol¸ci¸. Proverka fftogo

fakta, kak obyqno, osnovana na teoreme Grotendika o rezol~- vente: nado proverit~, qto l¸boæ A-G-modul~ koneqnogo tipa M obladaet rezol~ventoæ koneqnoæ dliny, sostavlennoæ iz lokal~no proektivnyh A-G-moduleæ, i togda obratnoe otobraßenie

K_·(G, A) → K^·(G, A) opredelØetsØ tem, qto ono perevodit cl M v ∑ n≥0(−1)^n cl P_n, gde (P_n)_{n≥0} – proizvol~naØ koneqnaØ rezol~ven-

ta A-G-modulØ M , sostavlennaØ iz lokal~no proektivnyh A-G-moduleæ. DlØ dokazatel~stva suwestvovaniØ takoæ rezol~venty dostatoqno dokazat~, qto dlØ l¸bogo A-G-modulØ koneqnogo tipa M suwestvuet lokal~no proektivnyæ A-G-modul~ P vmeste s ffpimorfizmom π: P → M ; ots¸da legko stroitsØ beskoneqnaØ rezol~venta, kotoru¸ moßno oborvat~ qerez koneqnoe qislo xagov iz-za koneqnosti kogomologiqeskoæ razmernosti kol~ca A (po teoreme Gil~berta–Serra kogomologiqeskaØ razmernost~ regulØrnogo neterova kol~ca ravna ego razmernosti KrullØ). Postroim P sledu¸wim obrazom. Vyberem snaqala ffpimorfizm Amoduleæ π^′: L → M , gde L – svobodnyæ A-modul~ koneqnogo ranga, i pust~ U ⊂ G – otkrytyæ normal~nyæ delitel~, ostavlØ¸wiæ

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 169 nepodvißnymi vse fflementy M (takoæ est~, tak kak dostatoqno vzØt~ U , soderßawiæsØ v pereseqenii stabilizatorov fflementov kakoæ-libo koneqnoæ sistemy obrazu¸wih A-modulØ M ). Teper~ voz~mem P := A^{(G/U)} ⊗_A L, π: [gU ] ⊗ x → gπ^′(x), i opredelim deæstvie G na P formuloæ g · (a[hU ] ⊗ x) = (ga)[ghU ] ⊗ x.

Opredelenie 3.4.5. a) Pust~ f: H → G – nepreryvnyæ gomomor-

fizm prokoneqnyh grupp, A – G-kol~co. Oboznaqim qerez f^∗ gomomorfizmy abelevyh grupp K^·(G, A) → K^·(H, f^∗A) i K_·(G, A) → K_·(H, f^∗A), inducirovannye toqnym funktorom f^{∗,ab} (sm. 3.4.1 i

3.1.14).

b) Esli, krome togo, kol~co A neterovo, gomomorfizm f otkryt i porØdok ego Ødra obratim v kol~ce A (sm. 3.2.5), to oboznaqim qerez f_∗ gomomorfizm abelevyh grupp K_·(H, f^∗A) → K_·(G, A), opredelennyæ toqnym (soglasno 3.2.8.1b) funktorom f^{ab}_∗ iz kategorii f^∗A-H-moduleæ koneqnogo tipa v kategori¸ A-G-moduleæ koneqnogo tipa. Esli fftot funktor perevodit lokal~no proektivnye moduli v lokal~no proektivnye, to oboznaqim takße qerez f_∗ inducirovannyæ fftim funktorom gomomorfizm K^·(H, f^∗A) → K^·(G, A).

Zameqanie 3.4.5.1. DlØ l¸bogo f^∗A-H-modulØ M na f∗M est~ estestvennaØ struktura f_∗f^∗A-G-modulØ, poskol~ku funktor f_∗ toqen sleva (sm. 3.1.14); esli my rassmatrivaem f_∗M kak A- G-modul~, ffto oznaqaet, qto my rassmatrivaem A-G-modul~, poluqennyæ iz f_∗f^∗A-G-modulØ f_∗M sußeniem skalØrov otnositel~no kanoniqeskogo gomomorfizma G-kolec η^′_A: A → f_∗f^∗A (sm. 3.1.4.4).

Zameqanie 3.4.5.2. Nesloßno proverit~, qto v deæstvitel~nosti vsØkiæ raz, kogda vypolneny usloviØ 3.4.5.b), funktor f^{ab}_∗ vsegda perevodit lokal~no proektivnye moduli v lokal~no proektivnye, i potomu vsegda moßno opredelit~ f_∗: K_·(H, f^∗A) →

K_·(G, A). DlØ proverki fftogo fakta dostatoqno otdel~no razo-

brat~ sluqaæ, kogda f – otkrytoe vloßenie (oqevidnyæ, poskol~- ku togda A-modul~ f_∗M nekanoniqeski izomorfen summe (G : H) ffkzemplØrov M ) i sluqaæ, kogda f s¸r¨ektiven (v fftom sluqae

f_∗M ØvlØetsØ prØmym slagaemym v M ; dlØ dokazatel~stva dosta-

toqno proverit~, qto ~N^′_{f,M} : M → f^∗f_∗M iz 3.2.7 ØvlØetsØ levym obratnym k ξ^′_M : f^∗f_∗M → M iz 3.1.4.4).

170 N. V. DUROV

Zameqanie 3.4.5.3. Gorazdo interesnee opredelit~

f_∗: K_·(H, f^∗A) → K_·(G, A)

v tom sluqae, kogda funktor f^{ab}_∗ ne ØvlØetsØ toqnym. Po vseæ vidimosti, ffto vozmoßno, nesmotrØ na to, qto “obyqnyæ” sposob f_∗(cl M ) = ∑ n≥0(−1)^n cl(R^nf_∗ M ) ne rabotaet iz-za togo, qto

v fftoæ summe poqti vsegda okazyvaetsØ beskoneqnoe qislo nenulevyh slagaemyh.

Zameqanie 3.4.5.4. V usloviØh opredeleniØ 3.4.5b) kompozicii

f_∗f^∗: K_·(G, A) → K_·(G, A) i f_∗f^∗ : K^·(G, A) → K^·(G, A) otoßdestvlØ-

¸tsØ s umnoßeniem na celoe qislo ( G : f(H) ) . DlØ dokazatel~stva fftogo fakta dostatoqno rassmotret~ otdel~no sluqaæ s¸r¨ektivnogo f (togda η^′_M : M → f_∗f^∗M ØvlØetsØ izomorfizmom dlØ l¸bogo M po 3.1.5c), i potomu f_∗f^∗(cl M ) = cl M ), i sluqaæ, kogda f ØvlØetsØ otkrytym vloßeniem (togda f_∗f^∗M nekanoniqeski izomorfen summe (G : H) ffkzemplØrov A-G-modulØ M ). Moßno takße vmesto vsego fftogo zametit~, qto soglasno formule proekcii (3.4.6.1) f_∗(f^∗(ξ)) = f_∗(f^∗(ξ) · 1) = ξ · f_∗(1), i potomu dostatoqno proverit~, qto f_∗(1) = ( G : f(H) ) . V qastnosti, my vidim, qto pri vypolnenii fftih usloviæ dlØ s¸r¨ektivnogo f verno, qto f^∗ in¨ektivno, a f_∗ s¸r¨ektivno; v qastnosti, K^·(G, A) moßno otoßdestvit~ s podpred-λ-kol~com v

K^·(H, f^∗A).

Zameqanie 3.4.5.5. Nesloßno videt~, qto dlØ l¸boæ fil~tru¸- weæsØ proektivnoæ sistemy prokoneqnyh grupp (G_α, f_{αβ}) s s¸r¨- ektivnymi morfizmami perehoda i l¸bogo postoØnnogo kol~ca A verno, qto K^·(lim←− G_α, A) = lim−→ K^·(G_α, A), gde v pravoæ qasti v kaqestve morfizmov perehoda ispol~zu¸tsØ f^∗_{αβ}, i analogiqnoe ravenstvo verno i dlØ K_·(lim←− G_α, A). DlØ dokazatel~stva nußno vsego lix~ zametit~, qto kategoriØ lokal~no proektivnyh A-G_αmoduleæ (sootv. A-G_α-moduleæ koneqnogo tipa) otoßdestvlØetsØ s polnoæ podkategorieæ kategorii lokal~no proektivnyh A-G-moduleæ (sootv. . . . ), sostavlennoæ iz A-G-moduleæ, vse fflementy kotoryh invariantny pod deæstviem Ødra kanoniqeskogo gomomorfizma f_α: G = lim←− G_β → G_α, i qto vsØkiæ ob¨ekt kategorii lokal~no proektivnyh A-G-moduleæ izomorfen obrazu nekotorogo ob¨ekta iz kategorii lokal~no proektivnyh A-G_α-moduleæ dlØ podhodØwego α.

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 171 V qastnosti, l¸bu¸ prokoneqnu¸ gruppu G moßno zapisat~ kak proektivnyæ predel ee diskretnyh faktorgrupp G/U , otkuda K^·(G, A) = lim−→_U K^·(G/U, A) i analogiqno dlØ K_·(G, A). Takim obrazom, vyqislenie K^· i K_· dlØ prokoneqnoæ gruppy G svoditsØ k sootvetstvu¸wim vyqisleniØm dlØ koneqnyh grupp. Zameqanie 3.4.5.6. Esli kol~co A artinovo, to kategoriØ A-G-moduleæ koneqnogo tipa artinova (t.e. dlina kaßdogo ee ob¨ekta koneqna), i potomu soglasno 3.4.3c) K_·(A, G) – svobodnaØ abeleva gruppa, bazisom kotoroæ slußat klassy prostyh A-G-moduleæ. V qastnosti, ffto zameqanie primenimo, esli A – pole; krome togo, ono togda primenimo i k K^·(A, G) ∼= K_·(A, G). Zameqanie 3.4.6. Nesloßno videt~, qto f^∗: K^·(G, A) → K^·(H, f^∗A) ØvlØetsØ gomomorfizmom pred-λ-kolec, sohranØ¸wim invol¸- ci¸, poskol~ku funktor f^{∗,ab} sohranØet tenzornye proizvedeniØ, vnexnie stepeni i dvoæstvennye moduli. Krome togo,

f^∗: K_·(G, A) → K_·(H, f^∗A) ØvlØetsØ gomomorfizmom moduleæ, so-

glasovannym s gomomorfizmom kolec f^∗: K^·(G, A) → K^·(H, f^∗A): ffto oznaqaet, qto f^∗(ξη) = f^∗(ξ)f^∗(η) dlØ l¸byh ξ ∈ K^·(G, A) i

η ∈ K_·(G, A). Naprotiv, f_∗: K^·(H, f^∗A) → K^·(G, A) obladaet ffti-

mi svoæstvami tol~ko v iskl¸qitel~nyh sluqaØh. Samoe vaßnoe svoæstvo, kotorym obladaet f_∗ – ffto formula proekcii (sm. [8, IV 2.11.1.2]): dlØ l¸byh ξ ∈ K^·(G, A) i η ∈ K_·(H, f^∗A) verno

f_∗(f^∗(ξ)η) = ξ f_∗(η). (3.4.6.1)

Esli opredeleno otobraßenie f_∗: K^·(H, f^∗A) → K^·(G, A), to ffta formula verna i dlØ η ∈ K^·(H, f^∗A).

Opredelenie 3.4.7. DlØ l¸boæ prokoneqnoæ gruppy G i l¸boæ

abelevoæ gruppy B oboznaqim qerez Cen(G, B) mnoßestvo vseh central~nyh funkciæ φ: G → B (t.e. takih φ, qto φ(gh) = φ(hg) dlØ l¸byh g, h ∈ G), nepreryvnyh otnositel~no diskretnoæ topologii na B (ili, qto ravnosil~no, propuska¸wihsØ qerez diskretnu¸ faktorgruppu G/U dlØ nekotorogo U ; sm. 2.2.1.1). ˚sno, qto Cen(G, B) – abeleva gruppa; esli B = C , to my budem rassmatrivat~ Cen(G, C ) kak unitarnoe prostranstvo otnositel~no ffrmitova skalØrnogo proizvedeniØ ( φ_1, φ_2 ) := ∫ G φ_1(g)φ_2(g) dμ(g). (3.4.7.1)

172 N. V. DUROV Zdes~ integral ponimaetsØ libo kak obyqnyæ integral po mere Haara, libo v smysle opredeleniØ 3.2.6; sm. takße 2.2.4.1f).

DlØ l¸bogo nepreryvnogo gomomorfizma prokoneqnyh grupp f: H → G oboznaqim Cen(f, B) : Cen(G, B) → Cen(H, B) ili prosto f^∗ otobraßenie φ → φ ∘ f. ˚sno, qto ffto gomomorfizm abelevyh grupp; esli B = C i f s¸r¨ektivno, to Cen(f, C ) sohranØet skalØrnoe proizvedenie.

Esli f – otkrytyæ nepreryvnyæ gomomorfizm prokoneqnyh grupp, porØdok Ødra kotorogo obratim v abelevoæ gruppe B (sm. 3.2.5), to moßno opredelit~ otobraßenie

Ind(f, B) : Cen(H, B) → Cen(G, B),

kotoroe my inogda budem takße oboznaqat~ f_∗, po formule ( Ind(f, B)(φ) ) (g) = ( G : f(H) ) ∫ G dμ_G(σ) ∫ f^−1 (σgσ^−1 ) φ(h) dμ(h). (3.4.7.2) Integral v fftoæ formule ponimaetsØ v smysle opredeleniØ 3.2.6, rovno tak ße, kak ffto bylo v 3.2.7. Esli oboznaqit~ qerez ψ(σ) znaqenie vnutrennego integrala, to, kak nesloßno videt~, funkciØ ψ(σ) postoØnna na levyh smeßnyh klassah G po f(H), i potomu ( G : f(H) ) ∫ G ψ(σ) dμ_G(σ) = ∑ α∈G/f(H) ψ(σα), gde σα – proiz- vol~nyæ predstavitel~ sootvetstvu¸wego levogo smeßnogo klassa G po f(H). Pofftomu v opredelenii Ind(f, B) ne obØzatel~no trebovat~, qtoby porØdok G byl obratim v B; krome togo, ots¸da sleduet, qto dlØ s¸r¨ektivnogo f imeet mesto ravenstvo ( Ind(f, B)(φ) ) (g) = ∫ f^−1 (g) φ(h) dμ(h). Esli B – kol~co, my budem vsegda rassmatrivat~ Cen(G, B) kak kol~co otnositel~no pofflementnogo umnoßeniØ funkciæ: (φ_1φ_2)(g) = φ_1(g)φ_2(g). V fftom sluqae Cen(f, B) ØvlØetsØ gomomorfizmom kolec. Krome togo, esli kol~co B soderßit pole racional~nyh qisel, opredelim na Cen(G, B) operacii Adamsa Ψ^k sledu- ¸wim obrazom:

(Ψ^kφ)(g) = φ(g^k). (3.4.7.3) Nesloßno videt~, qto ffto opredelenie korrektno (t.e. Ψ^kφ ØvlØetsØ nepreryvnoæ central~noæ funkcieæ) i qto opredelennye takim obrazom operacii Adamsa Ψ^k additivny i udovletvorØ¸t

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 173 usloviØm (3.3.8.2), i potomu, soglasno 3.3.8, ih moßno ispol~- zovat~ dlØ zadaniØ na Cen(G, B) struktury λ-kol~ca (sm. 3.3.4). Pri fftom otobraßeniØ Cen(f, B) sohranØ¸t operacii Adamsa i potomu ØvlØ¸tsØ λ-gomomorfizmami.

Krome togo, Cen(G, C ) ØvlØetsØ λ-kol~com s invol¸cieæ – ffta invol¸ciØ est~ kompleksnoe soprØßenie: φ̄(g) = φ(g).

Opredelenie 3.4.8. Pust~ G – prokoneqnaØ gruppa, A – postoØn-

noe G-kol~co (kak vsegda, kommutativnoe s ediniceæ), M – lokal~- no proektivnyæ A-G-modul~. DlØ l¸bogo g ∈ G oboznaqim qerez χ_M (g) sled avtomorfizma g_M koneqno poroßdennogo proektivnogo A-modulØ M . Otobraßenie χ_M : g → χ_M (g) my budem nazyvat~ harakterom lokal~no proektivnogo A-G-modulØ M . Nesloßno videt~, qto dlØ l¸bogo M harakter χ_M ∈ Cen(G, A) i qto otobraßenie M → χ_M additivno; oboznaqim opredelennoe im otobraßenie K^·(G, A) → Cen(G, A) qerez χ_G ili prosto qerez χ. DlØ l¸bogo ξ ∈ K^·(G, A) oboznaqim χ_G(ξ) takße qerez χ_ξ.

Zameqanie 3.4.8.1. Iz obwih svoæstv sledov my nemedlenno poluqaem, qto dlØ l¸byh lokal~no proektivnyh A-G-moduleæ M i N i l¸bogo g ∈ G verno ravenstvo χ_{M⊗N} (g) = Tr g_{M⊗N} =

Tr(g_M ⊗ g_N ) = Tr g_M · Tr g_N = χ_M (g)χ_N (g), t.e. χ_{M⊗N} = χ_M χ_N . Ot-

s¸da i iz opredeleniØ umnoßeniØ na K^·(G, A) nemedlenno sleduet, qto χ_G: K^·(G, A) → Cen(G, A) ØvlØetsØ gomomorfizmom kolec. Moßno proverit~, qto esli A soderßit pole racional~nyh qisel, to χ_G ØvlØetsØ λ-gomomorfizmom; my pozße dokaßem fftot fakt v sluqae A = C .

Zameqanie 3.4.8.2. Nesloßno videt~, qto dlØ l¸bogo nepreryvnogo gomomorfizma prokoneqnyh grupp f: G → H i l¸bogo kol~- ca A (kak obyqno, rassmatrivaemogo kak postoØnnoe G-kol~co, t.e. kol~co s trivial~nym deæstviem G) sledu¸waØ diagramma kommutativna: K^·(G, A)^{χG}−−−−→ Cen(G, A) f^∗ Cen(^{f,A)} K^·(H, f^∗A)^{χH}−−−−→ Cen(H, A). Krome togo, esli G = lim←− G_α, gde, kak v zameqanii 3.4.5.5,

(G_α, f_{αβ}) – proektivnaØ sistema prokoneqnyh grupp s s¸r¨ektiv-

nymi morfizmami perehoda, to K^·(G, A) ∼= lim−→ K^·(G_α, A) soglasno

174 N. V. DUROV 3.4.5.5 i Cen(G, A) ∼= lim−→ Cen(G_α, A) po 2.2.1.1 (nado ewe vospol~- zovat~sØ tem faktom, qto vsØkaØ otkrytaØ podgruppa U ⊂ G soderßit Ødro f_α: G → G_α dlØ nekotorogo α). Pofftomu, esli dlØ kaßdogo indeksa α gomomorfizm χ_{Gα} in¨ektiven, to ffto ße verno i dlØ χ_G.

Opredelenie 3.4.9. DlØ l¸boæ prokoneqnoæ gruppy oboznaqim qe-

rez X(G, C ) ili qerez X(G) obraz K^·(G, C ) v Cen(G, C ) otnositel~no otobraßeniØ χ_G, gde C rassmatrivaetsØ kak postoØnnoe G-kol~co (t.e. s trivial~nym deæstviem G). My budem nazyvat~ X(G) kol~- com harakterov prokoneqnoæ gruppy G. �lementy X(G) my budem nazyvat~ virtual~nymi harakterami prokoneqnoæ gruppy G.

Zameqanie 3.4.9.1. My znaem, qto kategoriØ koneqnomernyh

C -G-moduleæ poluprosta (deæstvitel~no, vsØkiæ ffpimorfizm

π: M → N koneqnomernyh C -G-moduleæ rasweplØetsØ: qtoby

uvidet~ ffto, voz~mem i^′ ∈ Hom(N, M ), rasweplØ¸wiæ π kak C - lineænoe otobraßenie, i poloßim i := ∫ G gi^′ dμ(g); ffto i budet

iskomym raswepleniem π), i potomu K^·(G, C ), sovpada¸wee v dannom sluqae s K_·(G, C ) – ffto svobodnaØ abeleva gruppa, poroßdennaØ klassami cl S_ι vsevozmoßnyh (poparno neizomorfnyh) prostyh C -G-moduleæ. Oboznaqim qerez χ_ι ∈ Cen(G, C ) harakter, sootvetstvu¸wiæ prostomu C -G-modul¸ S_ι. Togda po opredeleni¸ X(G) – ffto abeleva gruppa, poroßdennaØ harakterami χ_ι. Esli G koneqna, to izvestno (sm. [1]), qto neprivodimye haraktery χ_ι obrazu¸t ortonormirovannyæ bazis v Cen(G, C ); v qastnosti, otobraßenie χ_G in¨ektivno, i potomu moßno otoßdestvit~

K^·(G, C ) s ego obrazom X(G).

Pokaßem, qto esli G – proizvol~naØ prokoneqnaØ gruppa, to χ_ι po-preßnemu obrazu¸t ortonormirovannyæ bazis v X(G). Preßde vsego, zapixem G = lim←−_U G/U , gde U probegaet mnoßestvo vsevozmoßnyh otkrytyh normal~nyh deliteleæ G. DlØ kaßdogo U gruppa G/U koneqna, i potomu χ_{G/U} in¨ektivno i χ_{G/U} ⊗ 1C biektivno; pereædem teper~ k predelu, kak v 3.4.8.2, i poluqim, qto χ_G = lim−→_U χ_{G/U} in¨ektivno, a χ_G ⊗ 1C biektivno, t.e. obraz

K^·(G, C ) poroßdaet C -prostranstvo Cen(G, C ). Zametim teper~,

qto K^·(G/U, C ) otoßdestvlØetsØ so svobodnoæ abelevoæ podgruppoæ v K^·(G, C ) = ⊕_ιZclS_ι, poroßdennoæ klassami teh prostyh

C -G-moduleæ Sι, vse fflementy kotoryh osta¸tsØ nepodvißnymi

pod deæstviem U , poskol~ku takie S_ι ØvlØ¸tsØ takße prosty-

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 175

mi C -G/U -modulØmi, i vse prostye C -G/U -moduli poluqa¸tsØ

takim obrazom. Voz~mem dva proizvol~nyh neizomorfnyh prostyh C -G-modulØ S_ι i S_κ i vyberem U takim obrazom, qtoby ono ostavlØlo nepodvißnymi vse fflementy S_ι i S_κ; togda iz ortogonal~nosti χ_{G/U} (cl S_ι) i χ_{G/U} (cl S_κ) v Cen(G/U, C ), kommutativnosti diagrammy iz 3.4.8.2 i togo fakta, qto Cen(f, C ) sohranØet skalØrnoe proizvedenie dlØ s¸r¨ektivnyh f. Analogiqno proverØetsØ, qto skalØrnyæ kvadrat l¸bogo χ_ι = χ_G(cl S_ι) raven edinice.

Predloßenie 3.4.10. Pust~ f: H → G – otkrytyæ nepreryvnyæ

gomomorfizm prokoneqnyh grupp. Togda:

a) OtobraßeniØ Cen(f, C ): Cen(G, C ) → Cen(H, C ) i

Ind(f, C ): Cen(H, C ) → Cen(G, C )

soprØßeny otnositel~no ffrmitova skalØrnogo proizvedeniØ na Cen(G, C ) i Cen(H, C ) (“zakon vzaimnosti Frobeniusa”).

b) DlØ l¸byh koneqnomernyh C -G-moduleæ M i N vypolneno ravenstvo

(χ_M , χ_N ) = dimC Hom_G(N, M ) = dimC(M ⊗ Ň )^G.

c) DlØ l¸byh ξ, η ∈ K^·(G, C ) vypolneno ravenstvo ( χ_G(ξ), χ_G(η) ) = εq_∗(ξη̌), gde q: G → 1 – gomomorfizm G v ediniqnu¸ gruppu, a ε: K^·(1, C ) → Z– kanoniqeskiæ izomorfizm, opredelennyæ sopostavleniem koneqnomernomu vektornomu prostranstvu ego razmernosti (sm. 3.4.3,b).

d) DlØ l¸byh ξ ∈ K^·(G, C ) i η ∈ K^·(H, C ) vypolneny ravenstva f_∗ ( f^∗(ξ)η ) = ξf_∗(η) i ( χ_H (η), χ_H (f^∗(ξ)) ) = ( χ_G(f_∗(η)), χ_G(ξ) ) . Dokazatel~stvo. a) ProverØetsØ neposredstvenno s ispol~zovaniem opredeleniæ Cen(f, C ), Ind(f, C ) i opredeleniØ skalØrnogo proizvedeniØ na Cen(G, C ) i Cen(H, C ). Pri fftom nado vospol~zovat~sØ sledu¸wimi dvumØ faktami, kotorye nemedlenno sledu¸t iz opredeleniØ integrala 3.2.6: ∫ H φ(h) dμ_H (h) = ( G :

176 N. V. DUROV f(H) ) ∫ G dμ_G(g) ∫ f^−1 (g) φ(h) dμ(h) i ∫ G×G φ(g, g^′) dμ(g, g^′) = ∫ G×G φ(g, gg^′g^{−1}) dμ(g, g^′). b) Razloßiv M i N v summy prostyh C -G-moduleæ, my vidim, qto dostatoqno dokazat~ utverßdenie dlØ prostyh M i N . Esli M i N – izomorfnye prostye C -G-moduli, to po lemme Xura

dimC HomG(N, M ) = 1, otkuda srazu sleduet nußnoe ravenstvo;

esli ße M i N neizomorfny, to Hom_G(N, M ) = 0, i toße vse srazu poluqaetsØ; nußno tol~ko vospol~zovat~sØ kanoniqeskimi izomorfizmami Hom_G(N, M ) = Hom(N, M )^G ∼= (M ⊗ Ň )^G i ortogonal~nost~¸ harakterov (sm. 3.4.9.1).

c) Dostatoqno dokazat~ ravenstvo dlØ ξ = cl M , η = cl N , poskol~ku fflementy takogo vida poroßda¸t K^·(G, C ). Teper~ zametim, qto v fftom sluqae po opredeleni¸ εq_∗(ξη̌) = dimC(M ⊗ Ň )^G, qto po predyduwemu punktu sovpadaet s (χ_M , χ_N ).

d) Pervoe ravenstvo – ffto v toqnosti formula proekcii (3.4.6.1); esli teper~ s obeim ego qastØm primenit~ εq_∗ i vospol~zovat~sØ punktom c), poluqim vtoroe ravenstvo. Sledstvie 3.4.10.1. Pust~ f: H → G – otkrytyæ nepreryvnyæ

gomomorfizm prokoneqnyh grupp. Togda sledu¸waØ diagramma kommutativna: K^·(H, C )^{χH}−−−−→ Cen(H, C ) f∗ Ind^{(f,}C^) K^·(G, C )^{χG}−−−−→ Cen(G, C ). Dokazatel~stvo. Otoßdestvim s pomow~¸ nißneæ gorizontal~- noæ strelki fftoæ diagrammy Cen(G, C ) s K^·(G, C ) ⊗ C ; togda soglasno punktu c) predloßeniØ ffrmitovo skalØrnoe proizvedenie na Cen(G, C ) otoßdestvlØetsØ s ffrmitovym prodolßeniem skalØrnogo proizvedeniØ na K^·(G, C ), zadannogo formuloæ

(ξ, η) = εq_∗(ξη̌). Otoßdestvim analogiqnym obrazom Cen(H, C )

s K^·(H, C ) ⊗ C ; togda soglasno 3.4.8.2 Cen(f, C ) otoßdestvlØetsØ s f^∗ ⊗ 1C; pri fftom soglasno punktam a) i d) predloßeniØ otobraßeniØ Ind(f, C ) i f_∗ ⊗ 1C oba ØvlØ¸tsØ soprØßennymi k

Cen(f, C ) = f^∗ ⊗ 1C. Ots¸da i iz nevyroßdennosti rassmatriva-

emyh ffrmitovyh skalØrnyh proizvedeniæ nemedlenno sleduet, qto Ind(f, C ) = f_∗ ⊗ 1C, t.e. kommutativnost~ diagrammy iz formulirovki sledstviØ.

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 177

Opredelenie 3.4.11. Oboznaqim qerez^^Zprokoneqnu¸ gruppu, po-

luqennu¸ iz Zpopolneniem otnositel~no prokoneqnoæ topologii (t.e. topologii, bazisom otkrytyh okrestnosteæ nulØ kotoroæ ØvlØ¸tsØ vsevozmoßnye podgruppy koneqnogo indeksa). ˚sno, qto

^Z= lim_{←−} n≥1Z/nZØvlØetsØ kommutativnym topologiqeskim kol~-

com s ediniceæ. Oboznaqim qerez ^C additivnu¸ gruppu ^Z, zapisyvaemu¸ mul~tiplikativno. My budem nazyvat~ ^C procikliqeskoæ gruppoæ. Oboznaqim takße qerez C_n cikliqesku¸ gruppu porØdka n; Øsno, qto togda ^C = lim←−_{n≥1}C_n. Oboznaqim qerez σ edinicu kol~ca

^Z, rassmatrivaemu¸ kak fflement prokoneqnoæ gruppy^^C; my bu-

dem nazyvat~ σ (topologiqeskoæ) obrazu¸weæ prokoneqnoæ gruppy ^C, poskol~ku mnoßestvo ee stepeneæ plotno v ^C. Krome togo, dlØ l¸bogo α ∈ ^Zoboznaqim qerez σ^α fflement α, rassmatrivaemyæ kak fflement gruppy ^C; togda po opredeleni¸ σ^0 = e, σ^1 = σ, σ^{α+β} = σ^ασ^β dlØ l¸byh α, β ∈ ^Z.

Opredelenie 3.4.12. DlØ l¸boæ prokoneqnoæ gruppy G i l¸bogo

ee fflementa g oboznaqim qerez f_g : ^Z→ G nepreryvnyæ gomomorfizm prokoneqnyh grupp, poluqennyæ prodolßeniem po nepreryvnosti iz gomomorfizma Z→ G, perevodØwego n ∈ Zv g^n (fftot gomomorfizm nepreryven, tak kak dlØ l¸bogo otkrytogo normal~- nogo delitelØ U ⊂ G indeksa d vse celye qisla, kratnye d, perevodØtsØ fftim gomomorfizmom v fflementy U ). My budem rassmatrivat~ f_g i kak gomomorfizm prokoneqnyh grupp ^C → G. DlØ l¸bogo α ∈ ^Zpoloßim g^α := f_g (α); Øsno, qto esli α – celoe qislo, to ffto opredelenie soglasuetsØ s obyqnym opredeleniem stepeni i qto vvedennoe takim obrazom ponØtie stepeneæ fflementov prokoneqnoæ gruppy s pokazatelØmi v ^Zobladaet vsemi obyqnymi svoæstvami stepeneæ.

Zameqanie 3.4.13. Pust~ G – proizvol~naØ prokoneqnaØ gruppa. Rassmotrim sledu¸wu¸ kommutativnu¸ diagrammu:

K^·(G, C )^{(f} ∗ g ) −−−−→ ∏ g∈G K^·( ^C, C ) χ^G Q_χ bC Cen(G, C )^{(Cen(fg ,}C^{))} −−−−−−−→ ∏ g∈G Cen( ^C, C ). Vertikal~nye strelki fftoæ diagrammy in¨ektivny (sm. 3.4.9.1).

178 N. V. DUROV NißnØØ strelka takße in¨ektivna, poskol~ku dlØ l¸boæ funkcii φ ∈ Cen(G, C ) i l¸bogo fflementa g ∈ G vypolneno ravenstvo φ(g) = ( Cen(f_g , C )(φ) ) (σ). Ots¸da sleduet in¨ektivnost~ ostavxeæsØ strelki.

Otmetim, krome togo, qto gorizontal~nye strelki ØvlØ¸tsØ λ-gomomorfizmami (sm. 3.4.4, 3.4.5a), i 3.4.7). Pofftomu, esli my dokaßem, qto χ b_C ØvlØetsØ λ-gomomorfizmom, ots¸da budet sledovat~, qto i χ_G ØvlØetsØ λ-gomomorfizmom; poskol~ku nam uße izvestno, qto Cen(G, C ) ØvlØetsØ λ-kol~com (3.4.7), ots¸da i iz in¨ektivnosti χ_G my poluqim, qto K^·(G, C ) ØvlØetsØ λ-kol~com.

Analogiqno, gorizontal~nye strelki sohranØ¸t invol¸cii na rassmatrivaemyh kol~cah; pofftomu, esli my dokaßem, qto

χ b_C soglasuetsØ s invol¸ciØmi, to ots¸da formal~nym obrazom

my nemedlenno poluqim, qto χ_G toße obladaet fftim svoæstvom, t.e. χˇ_ξ = χ_ξ dlØ l¸bogo ξ ∈ K^·(G, C ).

˚sno, qto fftot spisok svoæstv, formal~no perenosimyh s χ b_C na vsevozmoßnye χ_G, moßno bylo by prodolßit~. . . Opredelenie 3.4.14. DlØ l¸bogo c ∈ Q/Zoboznaqim qerez ζ^c ko-

ren~ iz edinicy exp(2πic) ∈ C . Oboznaqim qerez S_c odnomernyæ C - ^C-modul~, opredelennyæ usloviem σα · x = ζαcx dlØ l¸bogo x ∈ S_c; sootvetstvu¸wiæ harakter oboznaqim qerez χ_c. Oboznaqim qerez ξ_c fflement cl S_c ∈ K^·( ^C, C ).

Zameqanie 3.4.14.1. Zametim, qto dlØ l¸bogo α ∈^^Zi c ∈ Q/Z korrektno opredeleno proizvedenie αc ∈ Q/Z, kotoroe, vproqem, moßno opredelit~ dlØ l¸bogo c, ØvlØ¸wegosØ fflementom kruqeniØ proizvol~noæ abelevoæ gruppy; imenno v takom smysle i ponimaetsØ proizvedenie αc v predyduwem opredelenii. Zameqanie 3.4.14.2. ˚sno, qto χc(σ^α) = ζ^{αc}. Moßno vypisat~ raznoobraznye svoæstva C - ^C -moduleæ S_c, ih harakterov χ_c i sootvetstvu¸wih fflementov ξ_c. Vot nekotorye iz nih:

• S_c ⊗ S_d = S_{c+d}; χ_cχ_d = χ_{c+d}; ξ_cξ_d = ξ_{c+d};

• S_0 est~ odnomernyæ C - ^C -modul~ s trivial~nym deæstvi-

em ^C; χ_0 : ^C → C – ffto funkciØ, toßdestvenno ravnaØ edinice; ξ_0 est~ edinica kol~ca K^·( ^C, C );

• Š_c ∼= S_{−c}; χ_c = χ_{−c}; ξ̌_c = ξ_{−c}; • λ_t(χ_c) = 1 + χ_ct; λ_t(ξ_c) = 1 + ξ_ct; • Ψ^k(χ_c) = χ_{kc}; Ψ^k(ξ_c) = ξ_{kc}.

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 179

Predloßenie 3.4.15. Nabor (Sc)_{c∈}Q_/ZpredstavlØet soboæ pol-

nyæ nabor predstaviteleæ klassov izomorfnosti prostyh C - ^C-moduleæ. Nabor (ξ_c)_{c∈}Q_/ZpredstavlØet soboæ bazis Z-algebry

K^·( ^C, C ), a nabor (χ_c)_{c∈}Q_/Z– ortonormirovannyæ bazis unitarnogo prostranstva Cen( ^C, C ).

Krome togo, esli otoßdestvit~ cikliqesku¸ gruppu C_n porØdka n s faktorgruppoæ ^C/ ^C^n, to mnoßestvo prostyh C -C_n - moduleæ otoßdestvlØetsØ (s pomow~¸ π^∗_n, gde π_n: ^C → C_n – kanoniqeskaØ proekciØ) so mnoßestvom (S_{p/n})_{0≤p<n}.

Dokazatel~stvo. Dokaßem snaqala poslednee utverßdenie, dlØ qego zametim, qto vse S_{p/n} deæstvitel~no ØvlØ¸tsØ C -C_n - modulØmi, poskol~ku ^C^n trivial~no deæstvuet na kaßdom iz nih, priqem ffti C -C_n -moduli prosty, poskol~ku oni odnomerny, i poparno neizomorfny, poskol~ku ih haraktery χ_{p/n} poparno razliqny. Ostalos~ zametit~, qto ih rovno n xtuk, i qto soglasno 3.4.9.1 obwee koliqestvo poparno neizomorfnyh prostyh C -C_n - moduleæ ravno dimC Cen( ^C, C ) = n.

Zapixem ^C = lim←−_{n≥1}C_n i pereædem k predelu, kak v 3.4.8.2; poluqim togda pervoe utverßdenie predloßeniØ. Iz nego sledu¸t vse ostal~nye po 3.4.9.1.

OboznaqeniØ 3.4.16. Oboznaqim qerez Q^{ab} maksimal~noe abelevo rasxirenie Q, t.e. pole, poluqennoe iz Q prisoedineniem vsevozmoßnyh korneæ iz edinicy (ζ^c)_{c∈}Q_/Z. Oboznaqim qerez Z^{ab} kol~co celyh v Q^{ab}; Øsno, qto Z^{ab} est~ svobodnyæ Z-modul~ s bazisom (ζ^c)_{c∈}Q_/Z. Krome togo, dlØ l¸bogo α ∈ ^Z^∗ oboznaqim qerez

τ_α avtomorfizm polØ Q^{ab}, perevodØwiæ ζ^c v ζ^{αc}. Oboznaqim qe-

rez τ opredelennyæ takim obrazom gomomorfizm abelevyh grupp

^Z^∗ → Gal(Q^{ab}/Q); napomnim, qto τ ØvlØetsØ izomorfizmom (kak

ffto nemedlenno sleduet iz neprivodimosti mnogoqlenov deleniØ kruga).

Predloßenie 3.4.17. Pust~ G – prokoneqnaØ gruppa.

a) Pred-λ-kol~co K^·(G, C ) ØvlØetsØ λ-kol~com.

b) χ_G: K^·(G, C ) → Cen(G, C ) ØvlØetsØ in¨ektivnym λ-gomomor-fizmom, sohranØ¸wim invol¸ci¸. Otobraßenie χ_G induciruet izomorfizm meßdu K^·(G, C ) i kol~com harakterov X(G). �tot izomorfizm ØvlØetsØ izomorfizmom λ-kolec s invol¸cieæ; v qastnosti, dlØ l¸bogo ξ ∈ K^·(G, C ) imeet mesto ravenstvo χˇ_ξ = χ_ξ.

180 N. V. DUROV

c) DlØ l¸bogo virtual~nogo haraktera χ i l¸bogo g ∈ G znaqenie χ(g) leßit v Z^{ab}. Inaqe govorØ, X(G) ⊂ Cen(G, Z^{ab}).

d) DlØ l¸bogo virtual~nogo haraktera χ i l¸bogo g ∈ G vypolneno ravenstvo χ(g^{−1}) = χ(g); krome togo, dlØ l¸bogo α ∈ ^Z^∗ vypolneno ravenstvo τ_αχ(g) = χ(g^α), gde τ_α – avtomorfizm polØ

Q^{ab}, opredelennyæ v 3.4.16.

e) Vse znaqeniØ virtual~nogo haraktera χ vewestvenny v tom i tol~ko tom sluqae, esli χ(g) = χ(g^{−1}) pri vseh g ∈ G. Vse znaqeniØ χ prinadleßat Zv tom i tol~ko tom sluqae, esli χ(g^α) = χ(g) pri vseh g ∈ G i α ∈ ^Z^∗.

Dokazatel~stvo. Otmetim snaqala, qto e) nemedlenno sleduet iz c) i d), poskol~ku uslovie χ(g) = χ(g^{−1}) (sootv. χ(g^α) = χ(g)) okazyvaetsØ po d) ravnosil~nym uslovi¸ χ(g) = χ(g) (sootv.

τ_αχ(g) = χ(g) dlØ vseh α ∈ ^Z^∗), qto po soobraßeniØm teorii Ga-

lua ravnosil~no vewestvennosti (sootv. racional~nosti) χ(g). Krome togo, soglasno punktu c) znaqenie χ(g) vsegda ØvlØetsØ celym algebraiqeskim, i potomu χ(g) ∈ Q ⇔ χ(g) ∈ Z.

DlØ togo, qtoby dokazat~ punkty a)–d), vospol~zuemsØ priemom iz zameqaniØ 3.4.13, qtoby svesti dokazatel~stvo fftih utverßdeniæ k sluqa¸ G = ^C. Pri fftom soglasno 3.4.13 v punktah a) i b) dostatoqno proverit~, qto χ_G ØvlØetsØ λgomomorfizmom, t.e. qto λ_t ∘ χ_G = ^G^t(χ_G) ∘ λ_t : K^·(G, C ) →

^Gt(Cen(G, C )). Dostatoqno proverit~, qto ffti otobraßeniØ so-

vpada¸t na fflementah vida ξ_c, poskol~ku takie fflementy poroßda¸t abelevu gruppu K^·( ^C, C ), a sovpadenie fftih otobraßeniæ na fflementah vida ξ_c nemedlenno sleduet iz formul 3.4.14.2. Analogiqno, proverka svoæstv c) i d) nemedlenno svoditsØ k sluqa¸ G = ^C, χ = χ b_C , kotoryæ takße legko razbiraetsØ s pomow~¸ formul iz 3.4.14.2.

Sledstvie 3.4.18. Pust~ G – prokoneqnaØ gruppa, M – koneqno-

mernyæ C -G-modul~. Togda dlØ l¸bogo n ≥ 1 i l¸bogo g ∈ G vypolneny ravenstva:

χ_∧n_M (g) = 1 n n∑ k=1 (−1)^{k−1}χ_M (g^k)χ_∧n−k_M (g),

(3.4.18.1)

χ_Sn_M (g) = 1 n n∑ k=1 χ_M (g^k)χ_Sn−k_M (g). (3.4.18.2)

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 181

Dokazatel~stvo. Soglasno predyduwemu predloßeni¸ χG ØvlØetsØ λ-gomomorfizmom; ostalos~ vospol~zovat~sØ formulami (3.3.8.4), (3.3.8.5), opredeleniem (3.4.7.3) operaciæ Adamsa na

Cen(G, C ), opredeleniem 3.4.4 i zameqaniem 3.4.4.3.

3.5. Virtual~nye podgruppy Opredelenie 3.5.1. Pust~ G – prokoneqnaØ gruppa, A – G-kol~co,

X – koneqnoe G-mnoßestvo. Oboznaqim qerez L_{A,G}(X) ili qerez A^{(X)} svobodnyæ A-G-modul~, poroßdennyæ X (sm. 3.1.15). Oboznaqim qerez [X] klass cl A^{(X)} lokal~no proektivnogo A-G-modulØ A^{(X)} v K^·(G, A) (sm. 3.4.4). Esli A – postoØnnoe kol~co, to oboznaqim qerez χ_X ∈ Cen(G, A) harakter A-G-modulØ A^{(X)} (sm. 3.4.8).

Zameqanie 3.5.1.1. ZnaqeniØmi haraktera χX vsegda ØvlØ¸tsØ celye neotricatel~nye qisla v diapazone ot 0 do card X ili obrazy fftih celyh qisel v prostom podkol~ce kol~ca A. DlØ dokazatel~stva vyberem v A-module L = A^{(X)} standartnyæ bazis

(e_x)_{x∈X} i zametim, qto fflement g ∈ G deæstvuet na fflementah

fftogo bazisa po pravilu ge_x = e_{gx} (sm. 3.1.15). Pofftomu χ_X (g), t.e. sled avtomorfizma g_L, raven koliqestvu fflementov x ∈ X, osta¸wihsØ nepodvißnymi pod deæstviem g: χ_X (g) = card{x ∈ X : gx = x}. Ots¸da po 3.4.17e) sleduet, qto dlØ l¸bogo g ∈ G i α ∈ ^Z^∗ vypolneno ravenstvo χ_X (g^α) = χ_X (g).

Opredelenie 3.5.2. Pust~ G – prokoneqnaØ gruppa, X – G-

mnoßestvo. DlØ l¸bogo n ≥ 0 opredelim n-u¸ simmetriqesku¸ stepen~ G-mnoßestva X sledu¸wim obrazom: s^nX := X^n/S_n, gde simmetriqeskaØ gruppa S_n deæstvuet na X^n perestanovkami komponent, a deæstvie G na s^nX inducirovano obyqnym pokomponentnym deæstviem G na X^n. Obraz v s^nX fflementa (x_1, x_2, . . . , x_n) ∈ X^n my budem zapisyvat~ v vide proizvedeniØ x_1x_2 · · · x_n; takim obrazom, s^nX est~ “mnoßestvo odnoqlenov stepeni n ot peremennyh X”. Oboznaqim qerez τ^nX G-podmnoßestvo v s^nX, obrazovannoe fflementami vida x_1x_2 · · · x_n, u kotoryh vse komponenty x_i razliqny.

Al~ternativnoe opisanie τ^nX takovo: ffto mnoßestvo nfflementnyh podmnoßestv mnoßestva X s estestvennym deæstviem gruppy G.

182 N. V. DUROV

Sledu¸wee predloßenie summiruet osnovnye svoæstva svobodnyh A-G-moduleæ A^{(X)}, a takße fflementov [X] ∈ K^·(G, A) i harakterov χ_X .

Predloßenie 3.5.3. Pust~ G – prokoneqnaØ gruppa, X, Y – ko-

neqnye G-mnoßestva, n ≥ 0 – celoe qislo. Togda:

a) Suwestvu¸t kanoniqeskie izomorfizmy A^{(X×Y )} ∼= A^{(X)} ⊗_A A^{(Y )}, A^{(X⊔Y )} ∼= A^{(X)} ⊕ A^{(Y )}, a takße S^n A^{(X)} ∼= A^{(snX)}.

b) V λ-kol~ce K^·(G, A) vypolneny ravenstva [X × Y ] = [X] · [Y ], [X ⊔ Y ] = [X] + [Y ], [s^nX] = s^n[X]. Esli G-kol~co A postoØnno i soderßit pole racional~nyh qisel Q (naprimer, A = C ), to vypolneny ravenstva χ_{X×Y} = χ_X χ_Y , χ_{X⊔Y} = χ_X + χ_Y , χ_sn_X = s^nχ_X .

c) Esli f: H → G – nepreryvnyæ gomomorfizm prokoneqnyh grupp, to suwestvuet kanoniqeskiæ izomorfizm f^∗A-H-moduleæ (f^∗A)^{(f ∗ X)} ∼= f^∗(A^{(X)}), i v K^·(H, f^∗A) vypolneno ravenstvo [f^∗X] = f^∗[X]. Esli A postoØnno, to χ_f ∗_X = Cen(f, A)(χ_X ).

d) Esli f: H → G – otkrytyæ nepreryvnyæ gomomorfizm prokoneqnyh grupp, to dlØ l¸bogo koneqnogo H-mnoßestva Z suwestvuet kanoniqeskiæ izomorfizm A^{(f!Z)} ∼= f^{ab}_! ( (f^∗A)^{(Z)} ) . Esli porØdok Ødra f obratim v A (sm. 3.2.5), to A^{(f! Z)} ∼= f^{ab}_! ( (f^∗A)^{(Z)} ) ∼ = f_∗ ( (f^∗A)^{(Z)} ) , i v K^·(G, A) vypolneno ravenstvo [f_!Z] = f_∗[Z]. Esli, krome togo, A postoØnno, to χ_{f!Z} = Ind(f, A)(χ_Z ) (sm. 3.4.7).

Dokazatel~stvo. Punkt a) nemedlenno sleduet iz opredeleniæ; pervaØ qast~ punkta b) sleduet iz punkta a) i iz opredeleniØ operaciæ na K^·(G, A) (sm. 3.4.4 i 3.4.4.3). VtoraØ qast~ punkta b) sleduet iz pervoæ i iz togo fakta, qto χ_G: K^·(G, A) → Cen(G, A) ØvlØetsØ gomomorfizmom λ-kolec; fftot fakt veren vsegda, odnako my ego dokazali tol~ko v nußnom nam sluqae A = C (sm. 3.4.17); pofftomu my moßem pol~zovat~sØ utverßdeniem pro simmetriqeskie stepeni tol~ko dlØ A = C ; vproqem, soglasno 3.5.1.1 znaqeniØmi harakterov χ_X i χ_sn_X ØvlØ¸tsØ celye qisla, ne zavisØwie ot kol~ca A, i potomu iz ravenstva χ_sn_X = s^nχ_X dlØ A = C sleduet ffto ße ravenstvo dlØ proizvol~nogo postoØnnogo kol~ca A, soderßawego Q.

Dalee, punkt c) sleduet iz suwestvovaniØ kanoniqeskogo izomorfizma L_H ∘ f^∗ ∼= f^{∗,ab} ∘ L_G (sm. 3.1.5) i iz kommutativnosti diagrammy 3.4.8.2. Analogiqno, punkt d) sleduet iz suwestvovaniØ kanoniqeskogo izomorfizma L_G ∘ f_! ∼= f^{ab}_! ∘ L_H (sm. 3.1.15),

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 183 iz suwestvovaniØ kanoniqeskogo izomorfizma N_f : f^{ab}_! → f^{ab}_∗ v sluqae obratimosti porØdka Ødra f (sm. 3.2.8.1) i iz kommutativnosti diagrammy 3.4.10.1 v sluqae A = C ; dlØ proizvol~nogo postoØnnogo kol~ca A nado snova zametit~, qto vse znaqeniØ rassmatrivaemyh harakterov ØvlØ¸tsØ celymi qislami, a vse znamenateli, vstreqa¸wiesØ pri vyqislenii Ind(f, A), leßat v A, poskol~ku my predpolagaem obratimost~ porØdka Ødra f v A, i pofftomu obwiæ sluqaæ sleduet iz sluqaØ A = C . Zameqanie 3.5.3.1. Punkt d) predyduwego predloßeniØ pokazyvaet, qto net nikakih xansov vyrazit~ [f_∗Z] qerez [Z] ili χ_f ∗_Z qerez χ_Z ; ewe odna operaciØ, kotoru¸ nel~zØ vyrazit~ takim obrazom – ffto Hom(X, Y ). Odnako, kak my vskore uvidim, [τ^nX] vyraßaetsØ qerez [X], kak i χ_τ n_X qerez χ_X , hotØ, koneqno ße, obyqno [τ^nX] ≠ λ^n[X], nesmotrØ na ravenstvo razmernosteæ. Zameqanie 3.5.3.2. Predyduwee predloßenie pokazyvaet, qto my moßem proizvodit~ mnogie operacii s koneqnymi G-mnoße-stvami s pomow~¸ ih harakterov χ_X . K soßaleni¸, mogut byt~ neizomorfnye G-mnoßestva s odinakovymi harakterami; primery fftogo budut privedeny dalee. Krome togo, voznika¸t sledu- ¸wie voprosy:

• Kak po χ_X vosstanovit~ (hotØ by qastiqno) X? • Kak po virtual~nomu harakteru χ ∈ X(G) uznat~, imeet li on vid χ_X dlØ kakogo-nibud~ G-mnoßestva X?

Vskore my uvidim, qto na pervyæ vopros est~ polnyæ otvet v sluqae, kogda G – procikliqeskaØ gruppa ^C (sm. 3.4.11). V sledu¸wem punkte my dadim dovol~no horoxee neobhodimoe uslovie togo, qtoby virtual~nyæ harakter imel vid χ_X . Zameqanie 3.5.3.3. KakaØ informaciØ o koneqnom G-mnoßestve X zavedomo opredelØetsØ po [X] ∈ K^·(G, A) ili po χ_X ∈ Cen(G, A)? Preßde vsego, koliqestvo fflementov |X| mnoßestva X ravno rangu lokal~no proektivnogo A-G-modulØ A^{(X)}; pofftomu |X| =

rank A^{(X)} = rank[X] (zdes~ qerez rank oboznaqena takße additiv-

naØ funkciØ K^·(G, A) → H^0(Spec A, Z); esli Spec A svØzen i nepust, to ffta funkciØ prinimaet svoi znaqeniØ v Z). Esli kol~co A postoØnno, to χ_X (e) = rank A^{(X)} · 1 = |X| · 1, t.e. χ_X (e) est~ obraz |X| v prostom podkol~ce kol~ca A. Esli harakteristika kol~ca A ravna nul¸ (naprimer, A = C ), to A soderßit kol~co celyh qisel Z, i potomu χ_X odnoznaqno opredelØet |X|.

184 N. V. DUROV

Krome togo, koliqestvo komponent svØznosti (t.e. G-orbit) G-mnoßestva X takße odnoznaqno opredelØetsØ po χ_X , esli A soderßit Q. Deæstvitel~no, esli oboznaqit~ qerez χ_0 : G → A glavnyæ harakter gruppy G, t.e. harakter, toßdestvenno ravnyæ edinice, to (χ_X , χ_0) = |X/G|. DlØ dokazatel~stva fftogo fakta rassmotrim gomomorfizm q : G → 1, oboznaqim qerez χ^′_0 glavnyæ harakter ediniqnoæ gruppy i zametim, qto soglasno 3.1.6,

X/G ∼= q_!X, i po predloßeni¸ 3.5.3d χ_{X/G} = χ_{q!X} = q_∗χ_X , gde q_∗ = Ind(q, C ). Ots¸da |X/G| = χ_{X/G}(e) = (χ_{X/G}, χ^′_0) = (q_∗χ_X , χ^′_0) = (χ_X , q^∗χ^′_0) = (χ_X , χ_0). Zdes~ q^∗ = Cen(q, C ), i my vospol~zovalis~

tem, qto q_∗ i q^∗ soprØßeny (sm. 3.4.10a), a takße tem, qto znaqeniØ vseh rassmatrivaemyh harakterov leßat v Z, i potomu moßno sqitat~, qto A = C .

Zameqanie 3.5.3.4. Proizvol~noe G-mnoßestvo X moßno razloßit~ v summu orbit: X = ∐ 1≤i≤s Xi; vyberem v kaßdom Xi kaku¸-

nibud~ toqku x_i i poloßim U_i := Stab_G(x_i). Togda G/U_i ∼= X_i, i soglasno 3.5.3a) vypolneno ravenstvo χ_X = ∑ 1≤i≤s χXi = ∑ 1≤i≤s χG/Ui . Takim obrazom, dlØ postroeniØ vsevozmoßnyh ha-

rakterov χ_X dostatoqno znat~ haraktery χ_{G/U} dlØ vsevozmoßnyh otkrytyh podgrupp U ⊂ G.

Opredelenie 3.5.4. Pust~ G – prokoneqnaØ gruppa, U ⊂ G – ot-

krytaØ podgruppa v G. Nazovem harakter χ_{G/U} ∈ X(G) ⊂ Cen(G, C ) virtual~noæ podgruppoæ G, opredelennoæ U . Inogda my budem oboznaqat~ χ_{G/U} takße qerez χ_U .

Predloßenie 3.5.5. Pust~ G – prokoneqnaØ gruppa, U ⊂ G – ot-

krytaØ podgruppa v G. Togda:

a) Esli U^′ ⊂ G soprØßena s U , to χ_{G/U} ′ = χ_{G/U} . b) χ_{G/U} (e) = (G : U ), gde e – edinica gruppy G. c) (χ_{G/U} , χ_0) = 1, gde χ_0 – glavnyæ harakter gruppy G, t.e.

harakter, toßdestvenno ravnyæ edinice. d) Esli U = G, to χ_{G/U} = χ_0.

e) DlØ l¸bogo neprivodimogo haraktera χ_λ gruppy G (sm. 3.4.9.1) skalØrnoe proizvedenie harakterov (χ_{G/U} , χ_λ) ØvlØetsØ celym neotricatel~nym qislom. Vse znaqeniØ haraktera χ_{G/U} ØvlØ¸tsØ celymi neotricatel~nymi qislami, ne prevoshodØwimi (G : U ). DlØ l¸bogo g ∈ G i α ∈ ^Z^∗ vypolneno ravenstvo χ_{G/U} (g^α) = χ_{G/U} (g).

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 185

f) Esli gruppa G koneqna, to χ_{G/1} – ffto funkciØ, ravnaØ porØdku gruppy G v toqke e i nul¸ v ostal~nyh toqkah.

g) Esli f: H → G – otkrytyæ nepreryvnyæ gomomorfizm prokoneqnyh grupp i V ⊂ H – otkrytaØ podgruppa, to χ_{G/f(V )} = f_∗(χ_{H/V} ), gde f_∗ = Ind(f, C ) (sm. 3.4.7).

h) Esli i: U → G – otkrytoe vloßenie, χ^′_0 – glavnyæ harakter gruppy U , to χ_{G/U} = i_∗χ^′_0. DlØ l¸bogo g ∈ G znaqenie χ_{G/U} (g) moßet byt~ vyqisleno po formule

χ_{G/U} (g) = (G : U ) μ_G ( {σ ∈ G : σgσ^{−1} ∈ U } ) . i) Esli gruppa G koneqna, to dlØ l¸bogo g ∈ G imeet mesto ravenstvo

χ_{G/U} (g) = (G : U ) · |C_μ ∩ U | |C_μ| , gde qerez C_μ oboznaqen klass soprØßennyh fflementov gruppy G, soderßawiæ g.

Dokazatel~stvo. a) Esli U^′ = sU s^{−1}, to otobraßenie g → sg induciruet izomorfizm G-mnoßestv G/U i G/U^′, i potomu χ_{G/U} = χ_{G/U} ′ . b) Soglasno 3.5.3.3 (G : U ) = |G/U | = χ_{G/U} (e).

c) ˚sno, qto G/U sostoit rovno iz odnoæ orbity; teper~ vospol~zuemsØ 3.5.3.3.

d) Esli G = U , to χ_{G/U} sootvetstvuet odnomernomu C -Gmodul¸ s trivial~nym deæstviem G; ego harakter i est~ χ_0.

e) Soglasno 3.4.9.1, skalØrnoe proizvedenie (χ_{G/U} , χ_λ) ravno koliqestvu prostyh C -G-moduleæ s harakterom χ_λ v razloßenii poluprostogo C -G-modulØ v summu prostyh. Pofftomu ffto skalØrnoe proizvedenie ØvlØetsØ celym neotricatel~nym. Ostal~nye utverßdeniØ – ffto qastnye sluqai 3.5.1.1.

f) ˚sno, qto G/1 = G_s; esli g ≠ e, to otobraßenie x → gx mnoßestva G v sebØ ne imeet nepodvißnyh toqek, otkuda soglasno 3.5.1.1 χ_{Gs} (g) = 0.

g) Soglasno 3.1.10d, suwestvuet kanoniqeskiæ izomorfizm Gmnoßestv f_!(H/V ) ∼= G/f(V ). Ostalos~ primenit~ 3.5.3d).

h) Primenim g) k V = H = U i f = i, a zatem vospol~zuemsØ d). DlØ dokazatel~stva formuly vospol~zuemsØ opredeleniem i_∗ =

186 N. V. DUROV

Ind(i, C ) iz 3.4.7:

χ_{G/U} (g) = (i_∗χ^′_0)(g) = (G : U ) ∫ G dμ_G(σ) ∫ i^−1 (σgσ^−1 )

χ^′_0(h) : dμ(h)

= (G : U )μ_G ( {σ ∈ G : σgσ^{−1}} ) , poskol~ku vnutrenniæ integral raven nul¸ ili edinice v zavisimosti ot togo, leßit li fflement σgσ^{−1} v U ili net.

i) Oboznaqim qerez p: G → C_μ ⊂ G otobraßenie, perevodØwee σ v σgσ^{−1}. Soglasno punktu h) χ_{G/U} (g) = (G : U )μ_G ( p^{−1}(U ) ) , qto po opredeleni¸ ravno (G : U ) · |p^{−1}(U )|/|G|. Poskol~ku proobraz kaßdogo fflementa C_μ otnositel~no p sostoit rovno iz |G|/|C_μ| fflementov, my vidim, qto |p^{−1}(U )| = |U ∩ C_μ| · |G|/|C_μ|, otkuda χ_{G/U} (g) = (G : U ) · |C_μ ∩ U |/|C_μ|. Zameqanie 3.5.6. Pust~ G – koneqnaØ gruppa, G =^∐_{μ∈M} Cμ – ee razloßenie na klassy soprØßennyh fflementov, H – podgruppa G. Vyxe my opredelili virtual~nu¸ podgruppu, sootvetstvu¸wu¸ H, kak harakter χ_{G/H} . Odnako v razdele 1 bylo dano drugoe opredelenie: tam virtual~noæ podgruppoæ nazyvalos~ to, qto my teper~ budem nazyvat~ funkcieæ raspredeleniØ: ffto funkciØ p_H : M → [0, 1] ∩ Q, opredelennaØ ravenstvom p_H (μ) = |H ∩ C_μ|/|H|. Pokaßem, qto χ_{G/H} i p_H odnoznaqno opre-

delØ¸t drug druga, qto v kakoæ-to mere opravdaet poØvivxeesØ protivoreqie v terminologii. Preßde vsego, i χ_{G/H} , i p_H pozvolØ¸t opredelit~ porØdok gruppy H, poskol~ku χ_{G/H} (e) = (G : H) (3.5.5,b) i p_H (μ_0) = 1/|H|, gde C_{μ0} – klass ediniqnogo fflementa. Dalee, soglasno 3.5.5,i) dlØ l¸bogo g ∈ C_μ vypolneno ravenstvo χ_{G/H} (g) = (G : H) · |H ∩ C_μ|/|C_μ|, qto po opredeleni¸ ravno

p_H (μ) · |G|/|C_μ|. �ta formula pozvolØet legko naæti p_H po χ_{G/H} ,

i naoborot.

Primer 3.5.7. Pust~ G =^^C – procikliqeskaØ gruppa, t.e. (3.4.11) additivnaØ gruppa ^Z, zapisyvaemaØ mul~tiplikativno. DlØ l¸bogo natural~nogo n v ^C est~ rovno odna otkrytaØ podgruppa indeksa n, a imenno, ^C^n (t.e. n^Zv additivnoæ zapisi). Oboznaqim qerez T_n sootvetstvu¸wee svØznoe ^C-mnoßestvo. ˚sno, qto T_n – ffto n-fflementnoe mnoßestvo, na kotorom topologiqeskaØ obrazu¸waØ σ gruppy ^C deæstvuet cikliqeskoæ perestanovkoæ. L¸boe koneqnoe ^C-mnoßestvo X zapisyvaetsØ v

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 187 vide X = ∐ 1≤i≤s Tλi , odnoznaqno s toqnost~¸ do perestanovki

slagaemyh; ffto razloßenie po suwestvu est~ razloßenie na nepereseka¸wiesØ cikly podstanovki, inducirovannoæ na X deæstviem topologiqeskoæ obrazu¸weæ σ. Takim obrazom, zadanie n-fflementnogo G-mnoßestva X ravnosil~no zadani¸ razbieniØ

λ = (λ_i)_{i≥1} qisla n na slagaemye (napomnim, qto razbienie na slagaemye λ celogo neotricatel~nogo qisla n – ffto nevozrasta- ¸waØ posledovatel~nost~ celyh neotricatel~nyh qisel (λ_i)_{i≥1}, summa kotoryh ravna n).

Nesloßno opisat~ harakter χ_{Td} : on raven d na fflementah ^C^d i raven 0 na vseh ostal~nyh fflementah ^C (poskol~ku vse takie fflementy ne ime¸t nepodvißnyh toqek na T_d; sm. formulu 3.5.1.1). V qastnosti, dlØ l¸bogo celogo n znaqenie χ_{Td} (σ^n) ravno d ili 0 v zavisimosti ot togo, delitsØ li n na d ili net.

Esli X zadaetsØ razbieniem λ = (λ_i)_{i≥1}, t.e. X ∼= ∐ i≥1 T_{λi} (my sqitaem T_0 = ?, tak qto v deæstvitel~nosti ffta summa koneqna), to iz predyduwego poluqaem, qto χ_X (σ^n) = ∑ λ_i|n λi. Predloßenie 3.5.8. Pust~^^C – procikliqeskaØ gruppa. Togda vsØ-

koe koneqnoe ^C-mnoßestvo X odnoznaqno s toqnost~¸ do izomorfizma opredelØetsØ znaqeniØmi haraktera χ_X na fflementah vida σ^n, gde n probegaet mnoßestvo celyh qisel ≥ 1. Bolee toqno, esli X ∼= ∐ d≥1 c_dT_d, gde T_d – ffto svØznoe d-fflementnoe ^C-mnoßestvo iz primera 3.5.7, c_d ≥ 0 – celye qisla, poqti vse ravnye nul¸, a c_dT_d oznaqaet summu c_d ffkzemplØrov T_d, to dlØ l¸bogo celogo n vypolneno ravenstvo

χ_X (σ^n) = ∑ d|n c_d. DlØ l¸bogo n ≥ 1 vypolneno ravenstvo

c_n = ∑ d|n μ ( n d ) χ_X (σ^d),

gde qerez μ oboznaqena funkciØ Mebiusa.

Esli zaranee izvestno, qto X sostoit iz ≤ n fflementov, to X odnoznaqno opredelØetsØ naborom znaqeniæ ( χ_X (σ^k) ) 1≤k≤n. Dokazatel~stvo. PervaØ formula po suwestvu byla dokazana v 3.5.7; vtoraØ formula nemedlenno sleduet iz nee s pomow~¸

188 N. V. DUROV formuly obraweniØ Mebiusa. Iz vtoroæ formuly nemedlenno sleduet, qto nabor (c_k)_{1≤k≤n} odnoznaqno opredelØetsØ naborom ( χ_X (σ^k) ) 1≤k≤n; esli zaranee izvestno, qto X sostoit iz ne bolee

qem n fflementov, to zavedomo c_k = 0 pri vseh k > n, i potomu stroenie X odnoznaqno opredelØetsØ naborom ( χ_X (σ^k) ) 1≤k≤n. Zameqanie 3.5.9. Pust~ G – koneqnaØ gruppa, M – mnoßestvo klassov soprØßennosti fflementov gruppy G, (C_μ)_{μ∈M} – sami ffti klassy, d_μ := |C_μ| – koliqestvo fflementov v sootvetstvu¸wem klasse, (χ_λ)_{λ∈Λ} – mnoßestvo neprivodimyh harakterov gruppy G. Oboznaqim qerez λ_0 ∈ Λ indeks, sootvetstvu¸wiæ glavnomu harakteru gruppy G (t.e. harakteru, toßdestvenno ravnomu edinice), i pust~ μ_0 ∈ M – klass soprØßennosti ediniqnogo fflementa e gruppy G. Oboznaqim qerez c = (c_{λμ}) matricu harakterov gruppy G; takim obrazom, c_{λμ} = χ_λ(μ).

Pust~ H – proizvol~naØ podgruppa v G. Oboznaqim qerez x_λ kofffficient, s kotorym χ_λ vhodit v razloßenie χ_{G/H} ; iz sootnoxeniæ ortogonal~nosti harakterov 3.4.9.1 nemedlenno poluqaem, qto x_λ = (χ_{G/H} , χ_λ). Poloßim y_μ := |H ∩ C_μ|, y^′_μ = χ_{G/H} (C_μ); pust~ takße p_H : M → [0, 1] ∩ Q – funkciØ raspredeleniØ, sootvetstvu¸waØ H, t.e. p_H (μ) = |H ∩ C_μ|/|H|. Vypixem izvestnye nam sootnoxeniØ meßdu fftimi dannymi (sm. 3.5.5 i 3.4.9.1):

1. x_λ ≥ 0; x_λ ∈ Z; 2. ∑ λ x_λ · deg χ_λ = χ_{G/H} (e) = deg χ_{G/H} = (G : H);

3. x_{λ0} = 1;

4. 0 ≤ y_μ ≤ d_μ; y_μ ∈ Z; 5. y_{μ0} = 1 = d_{μ0} ; 6. ∑ μ y_μ = |H|; 7. y^′_μ = χ_{G/H} (μ) = (G : H) ·^{yμ}_{dμ} ∈ Z; 0 ≤ y^′_μ ≤ (G : H); 8. y^′_μ = χ_{G/H} (μ) = ∑ λ x_λχ_λ(μ) = ∑ λ x_λc_{λμ}; 9. y^′_μ = χ_{G/H} (μ) delitsØ na (G : H)/ gcd((G : H), d_μ); 10. y_μ delitsØ na d_μ/ gcd((G : H), d_μ); 11. x_λ = (χ_{G/H} , χ_λ) =^1_{|G|} ∑ μ d_μχ_{G/H} (μ)χ_λ(μ) =^1_{|H|} ∑ μ c_{λμ}y_μ; 12. p_H (μ) = y_μ/|H| = y^′_μd_μ/|G|. �ti sootnoxeniØ pokazyva¸t, qto χ_{G/H} , p_H , (x_λ)_{λ∈Λ}, (y_μ)_{μ∈M} i

(y^′_μ)_{μ∈M} odnoznaqno opredelØ¸t drug druga, esli tol~ko izvest-

na tablica harakterov (c_{λμ}) i qisla (d_λ). Krome togo, l¸boæ iz fftih naborov odnoznaqno opredelØet porØdok gruppy H i ee indeks (sm. 3.5.6).

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 189

Zameqanie 3.5.10. Vypisannye vyxe sootnoxeniØ da¸t sledu- ¸wiæ sposob postroeniØ spiska vseh virtual~nyh podgrupp dannoæ gruppy G, tablica harakterov kotoroæ izvestna. A imenno, dlØ “malen~kih” grupp H (toqnee, porØdkov gruppy H) my moßem perebirat~ nabory celyh neotricatel~nyh qisel (y_μ)_{μ∈M} , udovletvorØ¸wih usloviØm 4)–6) i 10), nahodit~ po kaßdomu takomu naboru sootvetstvu¸wiæ nabor (x_λ) po formule 11), i proverØt~ usloviØ 1)–3); vproqem, dostatoqno proverØt~ uslovie 1), poskol~ku usloviØ 2) i 3) sledu¸t iz uße proverennyh. Esli ße gruppa H “bol~xaØ”, to ee indeks mal, i moßno perebirat~ nabory (x_λ), udovletvorØ¸wie usloviØm 1)–3), nahodit~ dlØ kaßdogo takogo nabora (y^′_μ) po formule 8), i proverØt~ usloviØ 7) i 9); zatem moßno bylo by naæti (y_μ) iz 7) i proverit~ usloviØ 4)–6) i 10), odnako v fftom net neobhodimosti, poskol~ku ffti usloviØ okaßutsØ vypolnennymi avtomatiqeski.

�tot sposob, v qastnosti, pozvolØet (na komp~¸tere) naæti spisok, soderßawiæ vse virtual~nye podgruppy grupp S_n pri

n ≤ 7; dlØ b&ol~xih n fftot metod okazyvaetsØ nedostatoqno fff-

fektivnym i nußno primenØt~ metody iz razdela 4.

Krome togo, postroennyæ takim obrazom spisok moßet soderßat~ “nesuwestvennye” virtual~nye podgruppy, t.e. nabory dannyh, ne sootvetstvu¸wie ni odnoæ nastoØweæ podgruppe gruppy G. Poskol~ku takie virtual~nye podgruppy tol~ko zamedlØ¸t rabotu naxego metoda opredeleniØ gruppy Galua, nam nußno postarat~sØ izbavit~sØ ot nih. Odin iz kriteriev, pozvolØ¸wih ffto delat~ – τ -kriteriæ, – budet rassmotren v sledu¸wem podrazdele (sm. 3.6.6). 3.6. τ -operacii i τ -kriteriæ

Pust~ G – prokoneqnaØ gruppa. Napomnim, qto v 3.5.2 my opredelili dlØ l¸bogo G-mnoßestva X ego n-u¸ simmetriqesku¸ stepen~ s^nX, kotoru¸ moßno neformal~no opisat~ kak mnoßestvo “odnoqlenov stepeni n ot kommutiru¸wih peremennyh X” s pokomponentnym deæstviem G. My takße opredelili Gpodmnoßestvo τ^nX ⊂ s^nX, sostoØwee iz odnoqlenov x_1 · · · x_n, takih, qto fflementy x_1, . . . , x_n ∈ X poparno razliqny. Naxa blißaæxaØ cel~ – dlØ koneqnogo G-mnoßestva X nauqit~sØ vyraßat~ χ_τ n_X qerez χ_X (sm. 3.5.1 i 3.5.3,a).

Lemma 3.6.1. Pust~ G – prokoneqnaØ gruppa, X – G-mnoßestvo.

a) SimmetriqeskaØ stepen~ s^nX otoßdestvlØetsØ so mno-

190 N. V. DUROV ßestvom funkciæ a: X → N_0, summa znaqeniæ kotoryh ravna n. Pri fftom funkcii a sopostavlØetsØ “odnoqlen” ∏ x∈X x^{a(x)}. �to otoßdestvlenie soglasuetsØ s deæstviem G, esli, kak obyqno, opredelit~ deæstvie G na funkciØh po pravilu (ga)(x) = a(g^{−1}x) (sm. 3.1.19).

b) Pri fftom otoßdestvlenii τ^nX ⊂ s^nX otoßdestvlØetsØ so mnoßestvom funkciæ a: X → {0, 1}, summa znaqeniæ kotoryh ravna n.

c) DlØ l¸bogo n ≥ 0 suwestvuet kanoniqeskiæ izomorfizm Gmnoßestv s^nX ∼= ⌊n/2⌋∐

k=0 s^kX × τ^{n−2k}X. Dokazatel~stvo. Punkty a) i b) nemedlenno sledu¸t iz opredeleniØ 3.5.2; nado tol~ko zametit~, qto odnoqlenu x_1 · · · x_n sopostavlØetsØ funkciØ a, znaqenie kotoroæ a(x) na proizvol~nom fflemente x ∈ X ravno koliqestvu x_i, ravnyh x.

DlØ dokazatel~stva punkta c) rassmotrim otobraßenie θ, kotoroe sopostavlØet funkcii a ∈ Hom(X, N_0) paru funkciæ (b, c) ∈

Hom(X, N_0) × Hom(X, {0, 1}), opredelennyh sledu¸wim obrazom: b(x) = ⌊a(x)/2⌋, c(x) = a(x) − 2b(x) dlØ vseh x ∈ X, gde qerez ⌊t⌋

oboznaqena celaØ qast~ vewestvennogo qisla t. Otobraßenie θ in¨ektivno, poskol~ku a = 2b + c; ego obrazom ØvlØetsØ kak raz diz¨¸nktnoe ob¨edinenie ∐ 0≤k≤n/2 s kX × τ^{n−2k}X (zdes~ k – ffto

summa znaqeniæ funkcii b). Nakonec, Øsno, qto θ ØvlØetsØ Gotobraßeniem.

Opredelenie 3.6.2. Pust~ K – pred-λ-kol~co (sm. 3.3.3). Kak

obyqno, dlØ l¸bogo x ∈ K poloßim λ_t(x) := 1+xt+· · ·+λ^n(x)t^n+· · · (sm. zameqanie posle 3.3.3), i pust~ s_t(x) = 1 + xt + · · · + s^n(x)t^n + · · · = λ_{−t}(x)^{−1} – rØd, ispol~zovannyæ v 3.3.7 dlØ opredeleniØ simmetriqeskih operaciæ s^n. Vvedem novyæ rØd τ_t(x) s pomow~¸ ravenstva

τ_t(x) = s_t(x)/s_t2 (x) = λ_{−t}2 (x)/λ_{−t}(x) (3.6.2.1)

i novye operacii τ^n, n ≥ 0, po formule

τ_t(x) = ∑ n≥0 τ^n(x)t^n. (3.6.2.2)

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 191

Zameqanie 3.6.3. Iz opredeleniØ nemedlenno sleduet, qto

s_t2 (x)τ_t(x) = s_t(x); iz sravneniØ kofffficientov pri t^n v fftom

ravenstve my nemedlenno poluqaem, qto

s^n(x) = ⌊n/2⌋∑

k=0 s^k(x)τ^{n−2k}(x). (3.6.3.1)

Ots¸da my poluqaem, qto τ^0(x) = 1, τ^1(x) = x, τ^2(x) = s^2(x) − x,

τ^3(x) = s^3(x)−x^2, τ^4(x) = s^4(x)−xs^2(x)+x^2 −s^2(x) . . . V obwem slu-

qae τ^n(x) = T_n ( x, s^2(x), . . . , s^n(x) ) , gde T_n – nekotorye universal~- nye mnogoqleny s celymi kofffficientami. Analogiqnym obrazom τ^n(x) vyraßaetsØ i qerez x,λ^2(x), . . . ,λ^n(x). Naoborot, τ - operacii odnoznaqno opredelØ¸t simmetriqeskie i λ-operacii. DlØ fftogo dostatoqno zametit~, qto iz (3.6.2.1) nemedlenno poluqaetsØ ravenstvo

s_t(x) = ∏ k≥0 τ_{t2}k (x) = τ_t(x)τ_t2 (x)τ_t4 (x) · · · . (3.6.3.2)

Iz fftogo ravenstva sleduet suwestvovanie universal~nyh mnogoqlenov s celymi neotricatel~nymi kofffficientami S_n, dlØ kotoryh s^n(x) = S_n ( x, τ^2(x), . . . , τ^n(x) ) . Takim obrazom, na kommutativnom kol~ce K moßno opredelit~ strukturu pred-λ-kol~ca, zadav τ -operacii. DlØ togo, qtoby byli vypolneny usloviØ opredeleniØ pred-λ-kol~ca 3.3.3, neobhodimo i dostatoqno, qtoby τ^0(x) = 1, τ^1(x) = x i τ^n(x + y) = ∑ p+q=n τ p(x)τ^q(y) pri vseh x, y ∈ K, n ≥ 0. Poslednee ravenstvo

nemedlenno sleduet iz ravenstva τ_t(x + y) = τ_t(x)τ_t(y), ravnosil~nogo po formulam (3.6.2.1) i (3.6.3.2) ravenstvu λ_t(x + y) =

λ_t(x)λ_t(y).

Esli, krome togo, K ØvlØetsØ λ-kol~com, to iz usloviæ posle opredeleniØ 3.3.4, a takße iz vozmoßnosti vyrazit~ τ^n(x) qerez

(λ^k(x))_{1≤k≤n} s pomow~¸ universal~nyh mnogoqlenov s celymi

kofffficientami i vozmoßnosti vyrazit~ λ^n(x) qerez τ^k(x) pri

1 ≤ k ≤ n analogiqnym obrazom sleduet suwestvovanie univer-

sal~nyh mnogoqlenov Q^′_{i,j} = Q^′_{i,j}(X_1, X_2, . . . , X_{ij}) s celymi kofffficientami, oblada¸wih tem svoæstvom, qto τ^j ( τ^i(x) ) = Q^′_{i,j} ( x, τ^2(x), . . . , τ^{ij}(x) )

192 N. V. DUROV dlØ l¸bogo x ∈ K i i, j ≥ 1. Vypolnenie fftih usloviæ v deæstvitel~nosti neobhodimo i dostatoqno, qtoby pred-λ-kol~co bylo λ-kol~com.

Primer 3.6.4. Rassmotrim Zkak λ-kol~co otnositel~no edinstvenno vozmoßnoæ na nem struktury λ-kol~ca (sm. 3.3.6). Togda

λ_t(n) = (1 + t)^n dlØ l¸bogo celogo n, otkuda po (3.6.2.1) polu-

qaem τ_t(n) = λ_{−t}2 (n)/λ_{−t}(n) = (1 − t^2)^n/(1 − t)^n = (1 + t)^n = λ_t(n), qto oznaqaet, qto τ^k(n) = λ^k(n) = (_n k ) pri vseh k ≥ 0. V obwem sluqae sovpadenie λ-operaciæ i τ -operaciæ kraæne redko. Naprimer, esli v proizvol~nom λ-kol~ce K vypolneno ravenstvo

λ_t(ξ) = 1 + ξt dlØ nekotorogo ξ ∈ K, to τ_t(ξ) = (1 − ξt^2)/(1 − ξt) = 1 + ξt + (ξ^2 − 1)t^2 + (ξ^3 − ξ)t^3 + · · · + (ξ^n − ξ^{n−2})t^n + · · · , t.e. τ^n(ξ) = ξ^n − ξ^{n−2} dlØ vseh n ≥ 2.

Predloßenie 3.6.5. Pust~ G – prokoneqnaØ gruppa, X – koneqnoe

G-mnoßestvo, n ≥ 0 – celoe qislo, τ^nX – koneqnoe G-mnoßestvo, opredelennoe v 3.5.2.

a) Pust~ A – proizvol~noe G-kol~co. Vvedem na λ-kol~ce K^·(G, A) (sm. 3.4.4) τ -operacii soglasno opredeleni¸ 3.6.2. Togda v kol~ce K^·(G, A) imeet mesto ravenstvo [τ^nX] = τ^n[X] (sm. 3.5.1).

b) Vvedem na λ-kol~ce harakterov X(G) ⊂ Cen(G, C ) τ -operacii soglasno opredeleni¸ 3.6.2. Togda χ_τ n_X = τ^nχ_X .

Dokazatel~stvo. a) DlØ dokazatel~stva zametim, qto iz 3.6.1c i 3.5.3b sleduet, qto dlØ l¸bogo n ≥ 0 vypolneno ravenstvo s^n[X] = ∑ 0≤k≤n/2 s k[X] · [τ^{n−2k}X]. Sravnim ffto ravenstvo

s (3.6.3.1) dlØ x = [X] i zametim, qto [τ^0X] = 1 = τ^0[X]; iz fftih sootnoxeniæ indukcieæ po n poluqaem [τ^nX] = τ^n[X], poskol~ku

s^0[X] = 1.

b) Dokazatel~stvo soverxenno analogiqno – snaqala zametim, qto s^nχ_X = ∑ 0≤k≤n/2 s kχ_X · χ_τ n−2k_X , zatem sravnim ffto ravenstvo

s (3.6.3.1) dlØ x = χ_X ; ostalos~ provesti indukci¸ po n ≥ 0. Zameqanie 3.6.5.1. Formuly (3.3.8.5), (3.4.7.3) i (3.6.3.1) da¸t vozmoßnost~ posledovatel~no vyqislØt~

s^0(x), τ^0(x), s^1(x), τ^1(x), . . . , s^n(x), τ^n(x), . . . ;

pri vyqislenii oqerednogo qlena fftoæ posledovatel~nosti ispol~zu¸tsØ uße vyqislennye predyduwie.

Teper~ my v sostoØnii sformulirovat~ τ -kriteriæ.

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 193

Predloßenie 3.6.6 (“τ -kriteriæ”). Pust~ G – koneqnaØ gruppa

i (χ_λ)_{λ∈Λ} – mnoßestvo ee neprivodimyh harakterov. DlØ togo, qtoby dannaØ central~naØ funkciØ χ ∈ Cen(G, C ) byla harakterom vida χ_X dlØ nekotorogo koneqnogo G-mnoßestva X neobhodimo vypolnenie sledu¸wih usloviæ:

1. Kofffficienty x_λ = (χ, χ_λ) razloßeniØ funkcii χ po ortonormirovannomu bazisu (χ_λ) ØvlØ¸tsØ celymi neotricatel~nymi qislami.

2. Vse znaqeniØ χ(g) ØvlØ¸tsØ celymi neotricatel~nymi qislami.

3. UsloviØ 1) i 2) vypolneny dlØ vseh τ^nχ (n ≥ 1), gde τ - operacii na Cen(G, C ) opredeleny s pomow~¸ 3.6.2, (3.8.5) i (3.4.7.3).

4. Esli oboznaqit~ d := deg χ = χ(e), to τ^nχ = τ^{d−n}χ dlØ vseh

0 ≤ n ≤ d, i τ^nχ = 0 pri n > d.

Dokazatel~stvo. Nam nado dokazat~, qto esli χ = χX dlØ nekotorogo koneqnogo G-mnoßestva X, to vypolneny usloviØ 1)–4). Uslovie 1) sleduet iz togo, qto χ_X est~ harakter poluprostogo

C -G-modulØ C^{(X)} , i potomu xλ ravno koliqestvu prostyh C -G-

moduleæ s harakterom χ_λ v razloßenii C^{(X)} v summu prostyh

C -G-moduleæ. Uslovie 2) sleduet iz 3.5.1.1. Nakonec, uslovie 3)

sleduet iz uße dokazannogo i iz ravenstva τ^nχ_X = χ_τ n_X , ustanovlennogo v 3.6.5,b). Uslovie 4) poluqaetsØ iz opisaniØ τ^nX kak mnoßestva n-fflementnyh podmnoßestv mnoßestva X (sm. 3.5.2), i iz suwestvovaniØ kanoniqeskogo izomorfizma τ^nX ∼= τ^{d−n}X, opredelennogo sopostavleniem l¸bomu n-fflementnomu podmnoßestvu ego dopolneniØ.

Zameqanie 3.6.6.1. Zametim, qto iz usloviØ 1) sleduet, qto χ leßit v kol~ce harakterov X(G); poskol~ku X(G) ØvlØetsØ λkol~com, vse simmetriqeskie stepeni s^nχ takße leßat v X(X), a znaqit, i τ^nχ leßat v X(X), poskol~ku oni vyraßa¸tsØ qerez simmetriqeskie operacii s pomow~¸ universal~nyh mnogoqlenov s celymi kofffficientami T_n (sm. 3.6.3). V qastnosti, vse znaqeniØ (τ^nχ)(g) ØvlØ¸tsØ celymi algebraiqeskimi qislami (sm. 3.4.17,c). Krome togo, iz usloviØ 2) sleduet, qto vse znaqeniØ χ racional~ny; vospol~zovavxis~ (3.4.7.3), (3.3.8.5) i (3.6.3.1), my vidim, qto vse znaqeniØ Ψ^nχ, s^nχ i τ^nχ takße racional~ny; poskol~ku oni ØvlØ¸tsØ k tomu ße celymi alge-

194 N. V. DUROV braiqeskimi, moßno zakl¸qit~, qto oni ØvlØ¸tsØ celymi racional~nymi, t.e. prinadleßat Z.

Itak, iz usloviæ 1) i 2) sleduet, qto vse kofffficienty

(τ^nχ, χ_λ) i vse znaqeniØ (τ^nχ)(g) prinadleßat Z; pofftomu pri

proverke usloviØ 3) dostatoqno proverØt~ neotricatel~nost~ fftih qisel.

Zameqanie 3.6.6.2. Koneqno ße, na praktike nevozmoßno proverit~ usloviØ 3) i 4) dlØ vseh n ≥ 0; avtor obyqno ograniqivalsØ rassmotreniem na komp~¸tere sluqaev 0 ≤ n ≤ 128.

Zameqanie 3.6.6.3. Kak moßno uluqxit~ τ -kriteriæ? Zametim, qto popytka ispol~zovat~ uslovie, analogiqnoe uslovi¸ 3), dlØ simmetriqeskih operaciæ s^nχ niqego novogo ne dast, poskol~ku simmetriqeskie operacii vyraßa¸tsØ qerez τ -operacii s pomow~¸ universal~nyh mnogoqlenov S_n s celymi neotricatel~nymi kofffficientami (sm. 3.6.3). Ewe odin put~ – pytat~sØ primenit~ τ -kriteriæ k τ^nχ; moßet okazat~sØ, qto ffto takße bessmyslenno, esli kofffficienty mnogoqlenov Q^′_{i,j} iz 3.6.3 neotricatel~ny. Daße esli ffto ne tak, takaØ raznovidnost~ τ -kriteriØ kaßetsØ ploho prisposoblennoæ k primeneni¸ na praktike iz-za oqen~ bystrogo rosta kofffficientov i znaqeniæ voznika¸wih harakterov.

Drugoæ podhod takov. Moßno rassmotret~ obobwenie τ - operaciæ, opredelennoe sledu¸wim obrazom: dlØ l¸bogo Gmnoßestva X i l¸bogo razbieniØ ν = (ν_1, ν_2, . . . , ν_l) my opredelim G-mnoßestvo τ^νX kak G-podmnoßestvo v s^{ν1} X × · · · × s^{νl} X, obrazovannoe naborami iz l “odnoqlenov”, takimi, qto fflementy, vhodØwie vo vse ffti odnoqleny, poparno razliqny. OkazyvaetsØ, qto na proizvol~nom λ-kol~ce moßno opredelit~ obobwennye τ -operacii τ^ν, tak, qtoby χ_τ ν_X = τ^ν χ_X . Posle fftogo moßno obobwit~ τ -kriteriæ, rassmatrivaØ v uslovii 3) vsevozmoßnye

τ^ν χ.

Osnovnoæ nedostatok takogo podhoda – proizvol~nye τ^ν dovol~no sloßno vyqislØt~, hotØ oni i zada¸tsØ universal~- nymi mnogoqlenami s celymi kofffficientami; krome togo, ih slixkom mnogo. Avtor pytalsØ ispol~zovat~ operacii τ^{(n,1)} v kaqestve dopolneniØ k τ -kriteri¸. �ti operacii legko vyqislØ¸tsØ, poskol~ku τ^nX × X ∼= τ^{(n−1,1)}X ⊔ τ^{(n,1)}X, otkuda ∑ n≥0 τ^{(n,1)}(a)t^n = aτ_t(a)/(1+t). Odnako takie sluqai, qtoby neko-

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 195 toryæ harakter χ proxel obyqnyæ τ -kriteriæ i ne proxel posle fftogo rasxirennyæ takim obrazom τ -kriteriæ, kraæne redki.

˚sno, qto τ -kriteriæ moßet ispol~zovat~sØ dlØ proverki “virtual~nyh podgrupp”, poluqennyh metodom zameqaniØ 3.5.10. Seæqas my rassmotrim neskol~ko drugih ego primeneniæ. Predloßenie 3.6.7. Pust~ G – koneqnaØ gruppa, X i Y – koneq-

nye G-mnoßestva, χ_X i χ_Y – sootvetstvu¸wie haraktery. Togda:

a) Esli suwestvuet G-monomorfizm i: X → Y , to harakter χ_Y − χ_X imeet vid χ_Z dlØ nekotorogo koneqnogo Gmnoßestva Z i, v qastnosti, udovletvorØet usloviØm τ -kriteriØ 3.6.6.

b) Esli suwestvuet G-otobraßenie f: X → Y , to grafik Γ_f = (1_X , f): X → X × Y ØvlØetsØ G-monomorfizmom, harakter χ_X (χ_Y − 1) imeet vid χ_Z dlØ nekotorogo koneqnogo G-mnoßestva Z i potomu udovletvorØet usloviØm τ -kriteriØ.

c) Esli suwestvuet G-ffpimorfizm f: X → Y , to dlØ l¸bogo neprivodimogo haraktera χ_λ gruppy G vypolneno neravenstvo (χ_X , χ_λ) ≥ (χ_Y , χ_λ).

d) Esli suwestvuet G-ffpimorfizm f: X → Y i stepen~ f ravna nekotoromu natural~nomu qislu d (t.e. card f^{−1}(y) = d dlØ l¸bogo y ∈ Y ), to dlØ l¸bogo k ≥ 1 suwestvuet Gmonomorfizm i: τ^kY → τ^{kd}X, harakter τ^{kd}χ_X − τ^kχ_Y imeet vid χ_Z dlØ nekotorogo koneqnogo G-mnoßestva Z i udovletvorØet usloviØm τ -kriteriØ. V qastnosti, harakter τ^dχ_X − χ_Y imeet vid χ_Z i udovletvorØet usloviØm τ -kriteriØ.

Dokazatel~stvo. a) Voz~mem Z := Y − i(X); togda Y^∼= X ⊔ Z i potomu χ_Y = χ_X + χ_Z .

b) ˚sno, qto grafik Γ_f ØvlØetsØ G-monomorfizmom; primenim teper~ punkt a) i zametim, qto χ_{X×Y} − χ_X = χ_X (χ_Y − 1).

c) Deæstvitel~no, f induciruet ffpimorfizm C -G-moduleæ

L(f): C^{(X)} → C^{(Y )}; poskol~ku oni poluprosty, ffto oznaqaet, qto

C^{(Y )} izomorfen prØmomu slagaemomu v C^{(X)} , i potomu prostoæ C -

G-modul~ s harakterom χ_λ vhodit v razloßenie C^{(X)} ne men~xee qislo raz, qem v razloßenie C^{(Y )}.

d) Napomnim, qto τ^nX moßno rassmatrivat~ kak mnoßestvo

196 N. V. DUROV vseh n-fflementnyh podmnoßestv mnoßestva X s estestvennym deæstviem G. Monomorfizm i: τ^kY → τ^{kd}X moßno teper~ opredelit~ formuloæ i(A) := f^{−1}(A) dlØ l¸bogo k-fflementnogo podmnoßestva A ⊂ Y ; Øsno, qto i deæstvitel~no in¨ektivno i ØvlØetsØ G-otobraßeniem, i potomu moßno primenit~ punkt a). Vtoroe utverßdenie punkta – qastnyæ sluqaæ pervogo pri k = 1. Lemma 3.6.8. Pust~ G – prokoneqnaØ gruppa, U , V – otkrytye

podgruppy v G, X := G/U , Y := G/V . DlØ togo, qtoby podgruppa U soderßalas~ v kakoæ-libo iz podgrupp gV g^{−1}, soprØßennyh s V , neobhodimo i dostatoqno, qtoby suwestvoval G-morfizm f: X → Y . Esli takoæ G-morfizm f suwestvuet, to on obØzatel~no ØvlØetsØ ffpimorfizmom stepeni d = |X|/|Y | = (G : U )/(G : V ).

Dokazatel~stvo. Pust~ x0 – vydelennaØ toqka X = G/U (t.e. obraz edinicy gruppy G), y_0 – vydelennaØ toqka Y = G/V . Esli suwestvuet G-morfizm f: X → Y , to f(x_0) = gy_0 dlØ nekotorogo g ∈ G, otkuda U = Stab_G(x_0) ⊂ Stab_G(f(x_0)) = gV g^{−1}. Naoborot, esli U ⊂ gV g^{−1}, to opredelim f kak kompozici¸ otobraßeniØ X = G/U → G/gV g^{−1} i kanoniqeskogo izomorfizma G-mnoßestv G/gV g^{−1} → G/V , inducirovannogo umnoßeniem sprava na g^{−1}. Nakonec, zametim, qto l¸boæ G-morfizm

f: X → Y ØvlØetsØ ffpimorfizmom, poskol~ku f(X) ØvlØetsØ ne-

pustym G-podmnoßestvom svØznogo G-mnoßestva Y i potomu sovpadaet s Y . Krome togo, pust~ d := card f^{−1}(y_0); nesloßno videt~, qto dlØ l¸bogo g ∈ G otobraßenie x → gx osuwestvlØet biekci¸ meßdu f^{−1}(y_0) i f^{−1}(gy_0) i potomu card f^{−1}(y) = d dlØ l¸bogo y ∈ Y , poskol~ku l¸boæ fflement y ∈ Y imeet vid

gy_0. �to oznaqaet, qto f: X → Y ØvlØetsØ ffpimorfizmom stepe-

ni d. ˚sno, qto card X = ∑ y∈Y card f^{−1}(y), t.e. |X| = d|Y |, otkuda d = |X|/|Y | = (G : U )/(G : V ). Predloßenie 3.6.9. Pust~ G – koneqnaØ gruppa, (χλ)λ∈Λ – mno-

ßestvo ee neprivodimyh harakterov, U i V – podgruppy v G, χ = χ_{G/U} i χ̃ = χ_{G/V} – sootvetstvu¸wie virtual~nye podgruppy (sm. 3.5.4). DlØ togo, qtoby U soderßalas~ v kakoæ-libo iz podgrupp gV g^{−1}, soprØßennyh s V , neobhodimo vypolnenie sledu¸wih usloviæ:

1. d := deg χ/ deg χ̃ ØvlØetsØ celym qislom; 2. χ(g) ≤ dχ̃(g) dlØ vseh g ∈ G; 3. (χ, χ_λ) ≥ (χ̃, χ_λ) dlØ vseh λ ∈ Λ;

VYQISLENIE GRUPPY GALUA 197 4. χ(χ̃ − 1) udovletvorØet usloviØm τ -kriteriØ; 5. τ^{kd}χ − τ^kχ̃ udovletvorØet usloviØm τ -kriteriØ pri vseh k ≥ 1. Dokazatel~stvo. Vse ffti usloviØ, za iskl¸qeniem vtorogo, sledu¸t iz lemmy 3.6.8 i iz predloßeniØ 3.6.7. DlØ dokazatel~stva vtorogo punkta predpoloßim, qto U ⊂ V (tak moßno sqitat~, poskol~ku pri zamene podgruppy na soprØßennu¸ sootvetstvu¸waØ virtual~naØ podgruppa ne izmenØetsØ), i vospol~- zuemsØ formuloæ iz 3.5.5,i) dlØ vyqisleniØ znaqeniæ harakterov χ i χ̃; poskol~ku U ⊂ V , |U ∩ C_μ| ≤ |V ∩ C_μ| dlØ l¸bogo klassa soprØßennyh fflementov C_μ ⊂ G.

Literatura

1. ȷ.-P. Serr, Lineænye predstavleniØ koneqnyh grupp. — Mir, M. (1970). 2. G. Dßeæms, TeoriØ predstavleniæ simmetriqeskih grupp. — Mir, M.

(1982).

3. Dß. Kassels, A. Frœlih, AlgebraiqeskaØ teoriØ qisel. — Mir, M. (1969). 4. J. Dieudonné, A. Grothendieck, Eléments de Géométrie Algèbrique: Le language

des schémas. — Publ. Math. IHES, No. 4 (1960).

5. J. Dieudonné, A. Grothendieck , Eléments de Géométrie Algèbrique: Étude locale

des schémas et des morphismes de schémas. — Publ. Math. IHES, No. 20 (1964), No. 24 (1965), No. 28 (1966), No. 32 (1967).

6. A. Grothendieck et al., Revêtements étales et Groupe Fondamental. — Lecture

Notes in Math., 224, Springer-Verlag, Heidelberg (1971).

7. M. Artin, A. Grothendieck, J. L. Verdier et al., Théorie des Topos et Cohomologie

Étale des Schémas. — Lecture Notes in Math., 269, 270, 305, Springer-Verlag, Heidelberg (1972–1973).

8. P. Berthelot, L. Illusie et al., Théorie des Intersections et Théorème de Riemann–

Roch. — Lecture Notes in Math., 225, Springer-Verlag, Heidelberg (1971).

9. N. Burbaki, Algebra. Gl. X. GomologiqeskaØ algebra. — Nauka, M. (1987).

Durov N. V. Computation of the Galois group of a polynomial with rational coefficients.

A new method, which enables us to compute rather efficiently the Galois group of a polynomial over Q, respectively, over Zis presented. Reductions of this polynomial with respect different prime modules are studied, and the information obtained is used for the calculation of the Galois group of the initial polynomial. This method uses an original modification of the Chebotarev density theorem and it is in essence a probability method. The irreducibility of the polynomial under consideration is not assumed. The appendix to this paper contains tables which

198 N. V. DUROV enable one to find the Galois group of polynomials of degree less than or equal to 10 as a subgroup of the symmetric group.

Here the first part of the paper is published. The second part (the tables included) will be published in the next issue.

Postupilo 25 i¸nØ 2004 g. S-.Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet