Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 319, 2004 g.

V. G. Kazakeviq, A. K. Stavrova

PODGRUPPY, NORMALIZUEMYE KOMMUTANTOM PODGRUPPY LEVI

V nastoØweæ rabote opisyva¸tsØ podgruppy v unipotentnom radikale maksimal~noæ paraboliqeskoæ podgruppy v gruppe Xevalle nad polem, normalizuemye kommutantom podgruppy Levi.

§1. Vvedenie

Pust~ Φ — privedennaØ neprivodimaØ sistema korneæ, G — gruppa Xevalle tipa Φ nad polem K i P = U L — maksimal~- naØ paraboliqeskaØ podgruppa v G s unipotentnym radikalom U i podgruppoæ Levi L. Togda L = T L^′, gde T — maksimal~nyæ tor G, L^′ = [L, L] — podgruppa v L, poroßdennaØ unipotentnymi fflementami. Izuqeni¸ deæstviØ podgruppy Levi na gruppe U i faktorah nißnego central~nogo rØda U (vnutrennih modulØh Xevalle) posvØweno znaqitel~noe koliqestvo rabot, sm., naprimer, [4, 5, 6]. Izvestno (naprimer, [7]), qto U ne imeet sobstvennyh podgrupp, normalizuemyh T (i, tem bolee, podgrupp, normalizuemyh L) uße pri samyh slabyh ograniqeniØh na osnovnoe pole K, takih kak |K| ≥ 5. Odnako v bol~xinstve sluqaev gruppa U imeet netrivial~nu¸ rexetku podgrupp, normalizuemyh L^′. V nastoØweæ rabote my polnost~¸ klassificiruem podgruppy unipotentnogo radikala U , normalizuemye kommutantom podgruppy Levi L^′, pri standartnyh ograniqeniØh na harakteristiku osnovnogo polØ:

NVB^1 char K ≠ 2 v sluqae Φ = B_l, C_l, F_4; char K ≠ 2, 3 v sluqae Φ = G_2.

Zametim, qto vse poluqennye rezul~taty opira¸tsØ tol~ko na vyqisleniØ s fflementarnymi obrazu¸wimi x_α(ξ) i na sootnoxeniØ Steænberga (v osobennosti na kommutacionnu¸ formulu

1V angloØzyqnyh rabotah ffto uslovie obyqno formuliru¸t kak “char K

is not a very bad prime for G”. 199

200 V. G. KAZAKEVIQ, A. K. STAVROVA Xevalle). Tak kak oni ne zavisØt ot vybora rexetki vesov, my moßem v dal~neæxem sqitat~ gruppu G odnosvØznoæ.

Qtoby sformulirovat~ osnovnoæ rezul~tat raboty, vvedem nekotorye oboznaqeniØ. Zafiksiruem v Φ sistemu prostyh korneæ Π = {α_1, . . . , α_l} (numeraciØ sleduet Burbaki [1]), ~α ∈ Φ — maksimal~nyæ koren~ otnositel~no Π. Soglasno klassiqeskomu rezul~tatu Titsa, standartnye paraboliqeskie podgruppy nahodØtsØ v biektivnom sootvetstvii s podmnoßestvami v Π, v qastnosti, maksimal~nye paraboliqeskie podgruppy P_r, 1 6 r 6 l, sootvetstvu¸t podmnoßestvam Π\{α_r}. Unipotentnyæ radikal i podgruppa Levi podgruppy P_r oboznaqa¸tsØ qerez U_r i L_r sootvetstvenno. DlØ l¸bogo β ∈ Φ oboznaqim qerez m_r (β) kofffficient, s kotorym prostoæ koren~ α_r vhodit v razloßenie β.

V massovom sluqae podgruppy v U_r, normalizuemye L^′_r, parametrizu¸tsØ podmnoßestvami v mnoßestve {1, . . . , m_r (~α)}, zamknutymi otnositel~no sloßeniØ. Podmnoßestvo S ⊂ {1, . . . , n} nazyvaetsØ zamknutym, esli dlØ l¸byh i, j ∈ S takih, qto

i + j 6 n, vypolnØetsØ i + j ∈ S. Sopostavim zamknutomu pod-

mnoßestvu S ⊆ {1, . . . , m_r (~α)} podgruppu U_S = ⟨x_α(ξ), m_r (α) ∈ S, ξ ∈ K⟩ . Struktura takih podgrupp izuqaetsØ v §3. Neposredstvenno iz kommutacionnoæ formuly Xevalle vytekaet, qto L^′_r normalizuet U_S . V iskl¸qitel~nyh sluqaØh (§5) pri parametrizacii voznika¸t, krome togo, additivnye podgruppy v K. DlØ l¸boæ podgruppy A 6 K^+ my oboznaqaem X_β (A) = {x_β(ξ) | ξ ∈ A}.

Teper~ my moßem sformulirovat~ osnovnoæ rezul~tat nasto- Øweæ raboty. Kak i vyxe, predpolagaem, qto P_r — maksimal~naØ paraboliqeskaØ podgruppa v gruppe Xevalle tipa Φ nad K. Teorema. Pust~ vypolneno NVB. Pust~ H — sobstvennaØ pod-

gruppa v U_r , normalizuemaØ L^′_r. Togda

• Massovyæ sluqaæ. Esli Φ = Al ili koren~ αr ne soedinen s

−~α v rasxirennoæ diagramme Dynkina, to H = U_S dlØ nekotorogo zamknutogo mnoßestva S ⊂ {1, 2, . . . , m_r(~α)}.

• Iskl¸qitel~nyæ sluqaæ. Esli αr — edinstvennyæ ko-

ren~, soedinennyæ s −~α v rasxirennoæ diagramme Dynkina, to H = Xe_α (A) dlØ nekotoroæ A 6 K^+.

• Patologiqeskiæ sluqaæ. Esli Φ = G2 i αr = α1, to H =

X_{2α1+α2} (A) ili H = X_{2α1+α2} (A)U_{{3}}, gde A 6 K^+.

PODGRUPPY, NORMALIZUEMYE KOMMUTANTOM 201 Polnyæ spisok voznika¸wih v fftoæ teoreme podgrupp priveden v tablice 1. V fftoæ tablice H oboznaqaet sobstvennu¸ podgruppu v U_r , normalizuemu¸ L^′_r , a A — l¸bu¸ additivnu¸ podgruppu v K.

§2. Predvaritel~nye utverßdeniØ

1. Osnovnye oboznaqeniØ. Pust~ Φ — privedennaØ neprivodimaØ sistema korneæ v l-mernom evklidovom prostranstve so skalØrnym proizvedeniem ( , ). Fiksiruem Π = {α_1, . . . , α_l} — fundamental~nu¸ sistemu korneæ (alias sistemu prostyh korneæ) v Φ. Togda l¸boæ koren~ α ∈ Φ edinstvennym obrazom predstavlØetsØ v vide α = ∑ m_r(α)α_r. Budem govorit~, qto α ∈ Φ^+ — koren~ r-kratnosti m (ili prosto kratnosti m), esli m_r (α) = m. Sum-

ma h(α) = ∑ m_r (α) nazyvaetsØ vysotoæ kornØ α; edinstvennyæ

koren~ maksimal~noæ vysoty (otnositel~no Π) oboznaqaetsØ ~α. Pust~ Φ^+ i Φ^− — mnoßestva poloßitel~nyh i otricatel~nyh korneæ sootvetstvenno.

Pust~ K — proizvol~noe pole, K^∗ i K^+ — ego mul~tiplikativnaØ i additivnaØ podgruppy. Kak i preßde, G = G(Φ, K) — gruppa Xevalle tipa Φ nad K. DlØ l¸byh α ∈ Φ i ξ ∈ K my oboznaqaem qerez x_α(ξ) sootvetstvu¸wiæ fflementaryæ kornevoæ unipotent v G; fflementarnaØ kornevaØ podgruppa v G, sootvetstvu¸waØ α, oboznaqaetsØ X_α.

L¸baØ maksimal~naØ paraboliqeskaØ podgruppa v G soprØßena s edinstvennoæ paraboliqeskoæ podgruppoæ P_r ≤ G, sootvetstvu¸weæ prostomu korn¸ α_r ∈ Π. Unipotentnyæ radikal podgruppy P_r raven U_r = ⟨x_α(ξ), α ∈ Σ_r , ξ ∈ K⟩ , gde Σ_r = {α ∈ Φ^+ | m_r (α) > 0}, a podgruppa Levi L_r sovpadaet s proizvedeniem maksimal~nogo tora gruppy G i svoego kommutanta L^′_r = [L_r , L_r] = ⟨x_α(ξ), α ∈ Δ_r, ξ ∈ K⟩ , gde Δ_r = {α ∈ Φ | m_r (α) = 0}. My polagaem Δ^±_r = Δ_r ∩ Φ^± i

Σ_r(m) = {α ∈ Φ^+ | m_r(α) = m} dlØ l¸bogo 1 ≤ m ≤ m_r (~α). Horoxo

izvestno (sm., naprimer, [4]), qto dlØ l¸bogo 1 ≤ m ≤ m_r (α̃) v mnoßestve Σ_r(m) suwestvuet edinstvennyæ koren~ maksimal~noæ vysoty, my oboznaqaem ego ~α_m.

202 V. G. KAZAKEVIQ, A. K. STAVROVA Tablica 1. Sobstvennye podgruppy unipotentnogo radikala, normalizuemye kommutantom podgruppy Levi. Φ r mr(eα) H A_l, l ˘ 1 1 ˇ r ˇ l 1 net

B_l, l ˘ 2 r = 1 1 net r = 2 2 Xe_α (A) 2 < r ˇ l 2 Uf2g

C_l, l ˘ 2 r = 1 2 Xe_α (A)

2 ˇ r < l 2 U_{f2g}

r = l 1 net

D_l, l ˘ 3 r = 1, l � 1, l 1 net r = 2 2 Xe_α (A) 2 < r ˇ l � 2 2 Uf2g

E_6 r = 1, 6 1 net

r = 2 2 Xe_α (A) r = 3, 5 2 Uf_2g r = 4 3 Uf_3g, Uf_2g, Uf_{2,3}g

E_7 r = 1 2 Xe_α (A)

r = 2, 6 2 Uf_2g r = 3, 5 3 Uf_3g, Uf_2g, Uf_{2,3}g r = 4 4 Uf_4g, Uf_3g, Uf_{3,4}g, Uf_{2,4}g, Uf_{2,3,4}g r = 7 1 net

E_8 r = 1 2 Uf_2g

r = 2, 7 3 Uf_3g, Uf_2g, Uf_{2,3}g r = 3, 6 4 Uf_4g, Uf_3g, Uf_{3,4}g, Uf_{2,4}g, Uf_{2,3,4}g r = 4 6 Uf_6g, Uf_5g, Uf_4g, Uf_{5,6}g, Uf_{4,6}g, Uf_{4,5}g, Uf_{3,6}g, Uf_{4,5,6}g , Uf_{3,4,6}g, Uf_{3,5,6}g, Uf_{2,4,6}g , Uf_{3,4,5,6}g , Uf_{2,4,5,6}g , Uf_{2,3,4,6}g , Uf_{2,3,4,5,6}g r = 5 5 Uf_5g, Uf_4g, Uf_3g, Uf_{4,5}g, Uf_{3,5}g, Uf_{3,4}g, Uf_{2,4}g, Uf_{3,4,5}g , Uf_{2,4,5}g, Uf_{2,3,4}g, Uf_{2,3,4,5}g r = 8 2 Xe_α (A)

F_4 r = 1 2 Xe_α (A)

r = 2 3 Uf_3g, Uf_2g, Uf_{2,3}g r = 3 4 Uf_4g, Uf_3g, Uf_{3,4}g, Uf_{2,4}g, Uf_{2,3,4}g r = 4 2 Uf_2g

G_2 r = 1 3 X_{2α1+α2} (A), X_{2α1+α2} (A)Uf_3g r = 2 2 Xe_α (A)

PODGRUPPY, NORMALIZUEMYE KOMMUTANTOM 203

2. Nekotorye svoæstva sistem korneæ. Sledu¸wie utverßdeniØ spravedlivy dlØ l¸boæ privedennoæ neprivodimoæ sistemy korneæ Φ.

Lemma 1. Pust~ α, β ∈ Φ^+, α ≠ β i dlØ l¸bogo 1 ≤ r ≤ l vypol-

neno m_r (α) ≤ m_r (β). Togda suwestvuet takaØ posledovatel~nost~ korneæ β_1, β_2, . . . , β_n ∈ Π, qto α + β_1 + . . . + β_n = β i, krome togo, α + β_1 + . . . + β_i — koren~ dlØ l¸bogo 1 ≤ i ≤ n.

Dokazatel~stvo. Provedem indukci¸ po h(β) − h(α) = n. Pri

n = 0 utverßdenie oqevidno. Predpoloßim, qto n ≥ 1. Tak kak (β − α, β − α) > 0, to suwestvuet takoæ koren~ α_j ∈ Π, qto (β − α, α_j) > 0, to est~ (β, α_j ) > (α, α_j). Esli (α, α_j) < 0, to α + α_j —

koren~ i moßno primenit~ indukcionnoe predpoloßenie k α + α_j i β. V protivnom sluqae (β, α_j ) > 0, pofftomu β − α_j — koren~, indukcionnoe predpoloßenie primenimo k α i β − α_j.

Vo vseh posledu¸wih utverßdeniØh my predpolagaem, qto v Φ fiksirovan nekotoryæ prostoæ koren~ α_r.

Sledstvie 1.1. DlØ l¸byh korneæ α, β ∈ Σr(m), α ≠ β, suwestvu-

et takaØ posledovatel~nost~ korneæ β_1, β_2, . . . , β_n ∈ Π \ {α_r}, ili Π\{α̂_r} qto α+β_1+. . .+β_n = β i, krome togo, α+β_1 +. . .+β_i ∈ Σ_r(m) dlØ l¸bogo 1 ≤ i ≤ n.

Lemma 2. DlØ l¸byh 1 ≤ n < m ≤ mr (α̃) imeem ~αm − ~αn ∈ Φ. Dokazatel~stvo. Dostatoqno dokazat~, qto (~αm, ~αn) > 0. Tak kak

~α_m i ~α_n — korni maksimal~noæ vysoty v Σ_r(m) i Σ_r (n) sootvet-

stvenno, to (~α_m, α) ≥ 0 i (~α_n, α) ≥ 0 dlØ l¸bogo α ∈ Π \ {α_r}. Oqevidno, qto ~α_m =^m_n ~α_n + Σλ_iα_i − Σμ_jβ_j , gde λ_i, μ_j ≥ 0, a

α_i i β_j – razliqnye fflementy Π \ {α_r}. Poloßim δ_1 = Σλ_iα_i

i δ_2 =^m_n ~α_n − Σμ_jβ_j . Netrudno videt~, qto (δ_1, δ_2) ≥ 0. Togda

(~α_m, δ_2) = (δ_1 + δ_2, δ_2) > 0, i poskol~ku iz m_r (~α_m) > 0 sleduet δ_2 ≠ 0. No togda i^m_n (~α_m, ~α_n) = (~α_m, δ_2) + Σμ_j(~α_m, β_j) > 0.

Lemma 3. Vo vseh sluqaØh, za iskl¸qeniem sledu¸wih:

• Φ ≠ A_l, koren~ α_r soedinen s −~α v rasxirennoæ diagramme Dynkina i m = m_r(~α);

• Φ = G_2, α_r = α_1 i m = 2;

mnoßestvo korneæ Σ_r (m) soderßit po kraæneæ mere dva fflemen- ta. Dokazatel~stvo. Pri Φ = G2 utverßdenie proverØetsØ neposredstvenno. Pust~ Φ ≠ G_2 i Σ_r (m) = {~α_m}. Togda dlØ l¸bogo

204 V. G. KAZAKEVIQ, A. K. STAVROVA

β ∈ Π \ {α_r } imeem ~α_m ± β ∉ Φ. Po lemme 3.6 [3] dlØ l¸bogo kornØ α ∈ Φ^+ \ Π suwestvuet koren~ α_i ∈ Π takoæ, qto α − α_i ∈ Φ i α + α_i ∉ Φ. Sledovatel~no, ~α_m + α_r ∉ Φ. No esli ~α_m ≠ ~α, to iz

lemmy 1 sleduet, qto ~α_m + α_r ∈ Φ, znaqit, ~α_m = ~α. Netrudno videt~, qto α_r ØvlØetsØ edinstvennym prostym kornem v Φ, dlØ kotorogo (~α_m, α_r) > 0.

My obrawaem vnimanie na ffti sluqai potomu, qto naliqie odnofflementnogo Σ_r(m) suwestvenno vliØet na opisanie podgrupp v U_r , normalizuemyh L^′_r (§5).

Lemma 4. Pust~ Φ — privedennaØ neprivodimaØ sistema korneæ,

α_r ∈ Π, priqem α_r ≠ α_1 v sluqae Φ = G_2. Togda dlØ l¸boæ pary ~α_m, ~α_n, 1 ≤ n ≠ m ≤ m_r (α̃), suwestvuet koren~ β ∈ Δ^−_r takoæ, qto rovno odin iz vektorov ~α_m + β, ~α_n + β ØvlØetsØ kornem.

Dokazatel~stvo. Esli mr (~α) = 1, to par m, n, udovletvorØ¸wih uslovi¸, ne suwestvuet, pofftomu sqitaem, qto m_r (~α) ≥ 2. Pri

Φ = B_l ili Φ = C_l ffto oznaqaet, sootvetstvenno, qto 2 ≤ r ≤ l

ili 1 ≤ r ≤ l − 1. V pervom sluqae pri l¸bom r za β moßno vzØt~ koren~ −α_1, a vo vtorom sluqae — koren~ −α_{r+1}.

Pust~ teper~ Φ = D_l , E_6, E_7, E_8. DlØ l¸boæ sistemy korneæ bez kratnyh svØzeæ, korni kotoroæ ime¸t dlinu √ 2, imeem (α, α^′) ∈

{0, 1, −1} dlØ l¸byh korneæ α i α^′, priqem α+α^′ ØvlØetsØ kornem

togda i tol~ko togda, kogda (α, α^′) = −1. Ne umalØØ obwnosti, predpoloßim, qto m > n. Soglasno lemme 2, suwestvuet koren~

δ ∈ Σ_r (m − n), takoæ, qto ~α_m = ~α_n + δ. Tak kak ~α_m i ~α_n — korni

naibol~xeæ vysoty v Σ_r (m) i Σ_r(n) sootvetstvenno, to (~α_m, α) ≥ 0 i (~α_n, α) ≥ 0 dlØ l¸bogo α ∈ Δ^+_r i, s drugoæ storony, (~α_m, α) ≤ 0 i (~α_n, α) ≤ 0 dlØ l¸bogo α ∈ Δ^−_r . Netrudno videt~, qto esli iskomogo kornØ β ne suwestvuet, to dlØ l¸bogo α ∈ Δ_r vypolneno

(~α_n, α) = (~α_m, α) = (~α_n + δ, α), to est~ (δ, α) = 0, qto nevozmoßno

po sledstvi¸ 1.1.

Pust~ Φ = F_4. Sootvetstvu¸wie korni β pereqisleny v sledu¸weæ tablice:

r = 4 r = 3 r = 2 r = 1

m, n 1,2 1,2 1,3 1,4 2,3 2,4 3,4 1,2 1,3 2,3 1,2

β �α4 �α3 �α4 �α1 �α3 �α4 �α4 �α4 �α1 �α2 �α3

PODGRUPPY, NORMALIZUEMYE KOMMUTANTOM 205 V sluqae Φ = G_2 po uslovi¸ r = 2 i edinstvennaØ vozmoßnaØ para — ffto m = 1, n = 2, togda iskomyæ koren~ β = −α_1. 3. Normalizuemye podgruppy, soderßawie kornevye fflementy.

Lemma 5. Pust~ G – gruppa Xevalle tipa Φ nad kommutativ-

nym kol~com R s ediniceæ, udovletvorØ¸wim uslovi¸

NVB^′

2 ∈ R^∗ v sluqae Φ = B_l, C_l, F_4; 2, 3 ∈ R^∗ v sluqae Φ = G_2.

Pust~ H — podgruppa v G. Predpoloßim, qto gruppa X_β (I), gde I — ideal v R, normalizuet H. Togda esli x_α(ξ) ∈ H dlØ nekotorogo ξ ∈ R i α + β ∈ Φ, to X_{α+β} (ξI) ≤ H.

Dokazatel~stvo. Tak kak Xβ (I) normalizuet H, to x = [xα(ξ),

x_β(η)] ∈ H dlØ l¸bogo η ∈ I. Dalee v dokazatel~stve veliqiny c_i, i = 1, 2, . . ., vsegda oboznaqa¸t podhodØwie strukturnye kon-

stanty gruppy Xevalle ili ih proizvedeniØ, priqem uslovie

NVB^′ garantiruet, qto c_i ∈ R^∗. V sootvetstvii s kommutacion-

noæ formuloæ Xevalle imeet mesto odin iz sledu¸wih variantov:

(1) x = x_{α+β}(c_1ξη). Ots¸da sleduet, qto X_{α+β}(ξI) ≤ H, tak kak η — l¸boæ fflement ideala I, a c_1 ∈ R^∗.

(2) x = x_{α+β}(c_1ξη)x_{α+2β}(c_2ξη^2). Tak kak X_β(I) normalizuet H, to H soderßit [x_β(1), x] = x_{α+2β}(c_3ξη), otkuda kak v predyduwem sluqae zakl¸qaem, qto X_{α+2β}(ξI) ≤ H. No togda x_{α+β}(c_1ξη) = x · ( x_{α+2β}(c_2ξη^2) )_{−1} ∈ H dlØ l¸bogo η ∈ I.

(3) x = x_{α+β}(c_1ξη)x_{2α+β}(c_2ξ^2η). Togda H soderßit [x_α(ξ), x] =

x_{2α+β}(c_3ξ^2η), otkuda sleduet, qto X_{2α+β}(ξ^2I) ≤ H, dalee

analogiqno predyduwemu sluqa¸.

(4) x = x_{α+β} (c_1ξη)x_{α+2β}(c_2ξη^2)x_{2α+β}(c_3ξ^2η). Togda H soderßit

[x_β(1), x] = x_{α+2β}(c_4ξη), sledovatel~no, X_{α+2β}(ξI) 6 H, otku-

da vytekaet, qto x· ( x_{α+2β}(c_2ξη^2) )_{−1} = x_{α+β} (c_1ξη)x_{2α+β}(c_3ξ^2η)

∈ H, dalee deæstvuem, kak v sluqae (3).

(5) x = x_{α+β}(c_1ξη)x_{2α+β}(c_2ξ^2η)x_{3α+β}(c_3ξ^3η)x_{3α+2β}(c_4ξ^3η^2). Togda H soderßit [x_α(ξ), [x_α(ξ), x]] = x_{3α+β}(c_5ξ^3η) i [x_β(1), x] =

x_{3α+2β}(c_6ξ^3η), otkuda v silu proizvol~nosti η ∈ I ime-

em X_{3α+β} (ξ^3I), X_{3α+2β}(ξ^3I) 6 H. Poskol~ku H soderßit

[x_α(ξ), x] = x_{2α+β}(c_7ξ^2η)x_{3α+β}(μ)x_{3α+2β}(ν), gde μ, ν ∈ ξ^3I, za-

kl¸qaem, qto X_{2α+β}(ξ^2I) 6 H. DomnoßaØ x na sootvetstvu-

206 V. G. KAZAKEVIQ, A. K. STAVROVA

¸wie fflementy, poluqim, qto x_{α+β} (c_1ξη) ∈ H dlØ l¸bogo

η ∈ I, to est~ X_{α+β} (ξI) 6 H.

(6) x = x_{α+β}(c_1ξη)x_{α+2β}(c_2ξη^2)x_{α+3β}(c_3ξη^3)x_{2α+3β}(c_4ξ^2η^3). Togda

y = [[x, x_β(1)], x_β(1)] = x_{α+3β}(c_5ξη) ∈ H, otkuda sleduet, qto X_{α+3β}(ξI) 6 H. Krome togo, [x_α(ξ), y] = x_{2α+3β}(c_6ξ^2η) ∈ H,

otkuda poluqaem, qto X_{2α+3β}(ξ^2I) 6 H. Dalee rassmatrivaem [x, x_β(1)] i deæstvuem analogiqno (5).

Zametim, qto poslednie tri varianta voznika¸t tol~ko v sluqae Φ = G_2.

VernemsØ k predpoloßeni¸, qto G — gruppa Xevalle tipa Φ nad polem K, udovletvorØ¸wim NVB. Dalee U = U_r i L^′ = L^′_r — unipotentnyæ radikal i kommutant podgruppy Levi maksimal~- noæ paraboliqeskoæ podgruppy P_r ≤ G, sootvetstvu¸weæ fundamental~nomu korn¸ α_r.

Sledstvie 5.1. Pust~ H ≤ U — podgruppa, normalizuemaØ L^′,

α — koren~ r-kratnosti n ≥ 1, priqem Σ_r (n) soderßit ne menee dvuh fflementov. Togda esli x_α(ξ) ∈ H dlØ nekotorogo ξ ≠ 0, to X_γ ≤ H dlØ l¸bogo γ ∈ Σ_r (n).

Dokazatel~stvo. Neposredstvenno vytekaet iz suwestvovaniØ kornØ ~α_n i sledstviØ 1.1.

Sledstvie 5.2. Pust~ H ≤ U — podgruppa, normalizuemaØ L^′,

α — koren~ r-kratnosti n ≥ 1, β — koren~ r-kratnosti m ≥ 1, priqem m + n ≤ m_r (~α). Togda esli x_α(ξ) ∈ H i x_β(η) ∈ H dlØ nekotoryh ξ, η ≠ 0, to X_γ ≤ H dlØ l¸bogo γ ∈ Σ_r(n + m).

Dokazatel~stvo. Po lemme 3 hotØ by odno iz mnoßestv Σr (n),

Σ_r(m) soderßit ne menee dvuh fflementov, pust~ ffto Σ_r (n). Togda Xe_{αn} ≤ H po sledstvi¸ 5.1. Po lemme 2 imeem δ = ~α_{n+m} − ~α_n ∈ Σ_r(m). Esli Σ_r(m) soderßit odin fflement, to δ = β i x_δ(η) ∈ H,

v protivnom sluqae x_δ(η) ∈ H po sledstvi¸ 5.1. Tak kak X_{eαn} normalizuet H, iz lemmy 5 sleduet, qto X_{eαn+δ} = X_{eαn+m} ≤ H. Esli Σ_r(n + m) soderßit bol~xe odnogo fflementa, to, vtoriqno primenØØ sledstvie 5.1, zakl¸qaem, qto X_γ ≤ H dlØ l¸bogo γ ∈

Σ_r(n + m).

§3. Podgruppy vida US Pust~ G — gruppa Xevalle tipa Φ nad K, priqem vypolneno NVB. Na protØßenii dannogo paragrafa α_r ∈ Π — fik-

PODGRUPPY, NORMALIZUEMYE KOMMUTANTOM 207 sirovannyæ prostoæ koren~, L^′ = L^′_r i U = U_r — kommutant podgruppy Levi i unipotentnyæ radikal maksimal~noæ paraboliqeskoæ podgruppy P_r ≤ G sootvetstvenno. Poloßim n = m_r (~α) i N = {1, 2, . . . , n}. DlØ dannogo zamknutogo S ⊆ N fflement m ∈ S nazyvaetsØ osnovnym, esli mnoßestvo S \ {m} zamknuto v N. Mnoßestvo osnovnyh fflementov M (S), oqevidno, poroßdaet S po sloßeni¸.

DlØ l¸byh mnoßestv S_1, S_2 ⊆ N opredelim mnoßestva

S_1 +S_2 = {k_1+k_2 | k_1 ∈ S_1, k_2 ∈ S_2} i S_1 ⊎S_2 = S_1∪(S_1+S_2)∪S_2.

DlØ l¸bogo zamknutogo S ⊆ N mnoßestvo korneæ Σ_r(S) = {α ∈

Σ_r | m_r (α) ∈ S} ØvlØetsØ zamknutym podmnoßestvom v Σ_r i zadaet

sledu¸wu¸ podgruppu gruppy U : U_S = ⟨x_α(ξ), α ∈ Σ_r(S), ξ ∈ K⟩ . Kak izvestno (naprimer, [2]), l¸boæ fflement x ∈ U moßno edinstvennym obrazom predstavit~ v vide x = ∏ α∈Σ_r x_α(ξ_α), gde umnoßenie proizvoditsØ v l¸bom fiksirovannom porØdke. DlØ dannogo x rassmotrim {m_r(α) | ξ_α ≠ 0} ⊆ N. �to mnoßestvo, voobwe govorØ, zavisit ot porØdka poloßitel~nyh korneæ v proizvedenii x = ∏ x_α(ξ_α), odnako iz kommutacionnoæ for-

muly Xevalle sleduet, qto ego zamykanie v N pri izmenenii porØdka korneæ ostaetsØ postoØnnym. Oboznaqim ego S(x). Zametim, qto dlØ l¸bogo zamknutogo S ⊆ N imeet mesto ravenstvo U_S = {x ∈ U | S(x) ⊆ S}. Osnovnye fflementy S(x) nazyva¸tsØ takße osnovnymi kratnostØmi dlØ x. Mnoßestvo M (S(x)) budem dlØ kratkosti oboznaqat~ prosto M (x). Oqevidno, qto esli α — koren~ osnovnoæ kratnosti, to kofffficient ξ_α ne zavisit ot porØdka korneæ (v [7] takie korni nazyva¸tsØ suwestvennymi dlØ x). Zameqanie. Vse dal~neæxie utverßdeniØ, ispol~zu¸wie razloßenie x = ∏ x_α(ξ_α), v deæstvitel~nosti kasa¸tsØ tol~ko mno-

ßestv S(x) i M (x) ili somnoßiteleæ x, sootvetstvu¸wih kornØm

208 V. G. KAZAKEVIQ, A. K. STAVROVA osnovnyh kratnosteæ, i ne zavisØt ot porØdka na Φ^+. DlØ udobstva my fiksiruem nekotoryæ lineænyæ porØdok na Φ^+, prodolßa¸wiæ sledu¸wiæ qastiqnyæ porØdok:

α < β, esli m_r (α) < m_r (β) ili m_r (α) = m_r (β) i h(α) < h(β).

Sledu¸wie utverßdeniØ neposredstvenno vyteka¸t iz kommutacionnoæ formuly Xevalle.

Lemma 6. Pust~ x ∈ U i xβ(ξ) ∈ L^′. Togda S([xβ(ξ), x]) ⊆ S(x).

Sledstvie 6.1. DlØ l¸bogo zamknutogo S ⊆ N podgruppa US nor-

malizuetsØ gruppoæ L^′.

Sledstvie 6.2. DlØ l¸bogo zamknutogo S ⊆ N U_S = ⟨x_α(ξ), m_r (α) ∈ M (S), ξ ∈ K⟩^{L0} . Dokazatel~stvo. Neposredstvenno vytekaet iz sledstviØ 5.2 i togo fakta, qto M (S) poroßdaet S po sloßeni¸.

Lemma 7. Pust~ x, y ∈ U . Togda S(xy) ⊆ S(x) ⊎ S(y).

Lemma 8. Pust~ S1, S2 ⊆ N — zamknutye mnoßestva. Togda ⟨U_{S1} , U_{S2} ⟩ = U_{S1⊎S2} . Dokazatel~stvo. Po lemme 7 ⟨US_1 , US_2 ⟩ ≤ US_1⊎S_2 . Po sledstvi¸ 6.1 L^′ normalizuet U_{S1} i U_{S2} , pofftomu L^′ normalizuet

⟨U_{S1} , U_{S2} ⟩, togda po sledstvi¸ 5.2 ⟨U_{S1} , U_{S2} ⟩ ≥ X_α dlØ l¸bogo α ∈ Σ_r (S_1 + S_2), otkuda zakl¸qaem, qto ⟨U_{S1} , U_{S2} ⟩ ≥ U_{S1⊎S2} .

Pust~ S_1 ⊂ S – zamknutye podmnoßestva v N. V fftom sluqae na faktor-gruppe U_S / U_{S1} opredelena struktura K[L^′] – modulØ: deæstvie L^′ perenositsØ s U_S ; dlØ l¸bogo λ ∈ K polagaem λ · x_α(ξ) = x_α(λξ). Esli S_1 = S \ {m} dlØ nekotorogo m – osnovnogo fflementa v S, to V_m = U_S / U_{S1} , oqevidno, izomorfno prØmomu proizvedeni¸ vseh X_α, α ∈ Σ_r (m) (faktiqeski, V_m ne zavisit ot S). Moduli fftogo tipa nazyva¸tsØ vnutrennimi modulØmi Xevalle (internal Chevalley modules). V [4] bylo pokazano, qto V_m ØvlØetsØ neprivodimym K[L^′]-modulem. Nam potrebuetsØ qut~ bolee toqnyæ rezul~tat.

PODGRUPPY, NORMALIZUEMYE KOMMUTANTOM 209

Lemma 9. Pust~ S — zamknutoe podmnoßestvo v N, m — osnov-

noæ fflement v S, priqem Σ_r(m) soderßit po kraæneæ mere dva fflementa. Togda V_m = U_S / U_{S\{m}} — neprivodimyæ Z[L^′]-modul~.

Dokazatel~stvo. Pust~ W — netrivial~nyæ podmodul~ Vm. Dokaßem, qto W soderßit fflement x_{eαm} (ξ) dlØ nekotorogo ξ ≠ 0. Togda, primeniv sledstvie 5.1 k polnomu proobrazu W v U_S , poluqim, qto W = V_m.

Pust~ x — fflement modulØ W , otliqnyæ ot edinicy, x = ∏ x_α(ξ_α). Provedem indukci¸ po ubyvani¸ naimen~xeæ iz vy-

sot korneæ, vhodØwih v ffto proizvedenie s nenulevym kofffficientom. Pust~ α — koren~ kratnosti m, takoæ, qto ξ_α ≠ 0 i

h(α) = h minimal~naØ vozmoßnaØ. Esli α = ~α_m, to vse dokazano.

V protivnom sluqae po sledstvi¸ 1.1 suwestvuet poloßitel~- nyæ koren~ β ∈ Δ_r takoæ, qto α + β ∈ Φ. Togda W soderßit fflement x_1 = [x_β(1), x] = ∏ x_α(η_α). Iz kommutacionnoæ formuly

Xevalle sleduet, qto η_{α+β} ≠ 0, priqem vysota l¸bogo kornØ γ, takogo, qto η_γ ≠ 0, ne men~xe h + h(β) > h, pofftomu k x_1 primenimo indukcionnoe predpoloßenie.

§4. Normalizuemye podgruppy: sluqai standartnogo opisaniØ

Pust~ G — gruppa Xevalle tipa Φ ≠ G_2 nad K, priqem vypolneno NVB. Pust~ α_r ∈ Π ne ØvlØetsØ edinstvennym kornem, soedinennym s −~α v rasxirennoæ diagramme Dynkina dlØ Φ. My pokaßem, qto v fftom sluqae imeet mesto standartnoe opisanie podgrupp unipotentnogo radikala U_r = U , normalizuemyh podgruppoæ Levi L^′_r = L^′. Kak i preßde, poloßim n = m_r (~α) i N = {1, . . . , n}. Lemma 10. Pust~ S ⊆ N — zamknutoe mnoßestvo, m i k —

osnovnye fflementy S. Togda V_{m,k} = U_S / U_{S\{m,k}} ∼= V_m ⊕ V_k — vpolne privodimyæ Z[L^′]–modul~, edinstvennymi netrivial~nymi podmodulØmi kotorogo ØvlØ¸tsØ V_m i V_k.

Dokazatel~stvo. Pust~ W — netrivial~nyæ podmodul~ v Vm,k. Tak kak V_m ØvlØetsØ neprivodimym podmodulem v V , to W soderßit fflement x = x_{eαm} (ξ) · y, gde ξ ≠ 0, y ∈ V_k.

Esli y = 1, to tak kak modul~ V_m neprivodim, zakl¸qaem, qto V_m ≤ W . Esli pri fftom V_m ≠ W , to iz togo, qto modul~ V_k neprivodim i V_{m,k} = V_m ⊕ V_k, oqevidno sleduet, qto W = V_{m,k}.

210 V. G. KAZAKEVIQ, A. K. STAVROVA

Esli y ≠ 1, to y = ∏ x_α(η_α), gde α ∈ Σ_r(k) i hotØ by odno η_α ≠

0. Togda esli suwestvuet koren~ α kratnosti k, takoæ, qto η_α ≠ 0 i α ≠ ~α_k, to rassmotrim fflement x_1 = [x_β(1), x] ∈ W , gde β ∈ Δ_r i α + β ∈ Φ. Iz kommutacionnoæ formuly Xevalle sleduet, qto

x_1 ∈ V_k, pofftomu V_k ≤ W i kak vyxe poluqaem, qto W = V_k

ili W = V_{m,k}. Esli ße takogo kornØ α net, to x = x_{eαm} (ξ)x_{eαk} (η), gde ξ, η ≠ 0. Po lemme 4 suwestvuet β ∈ Δ^−_r takoæ, qto rovno odin iz vektorov ~α_m + β i ~α_k + β ØvlØetsØ kornem. Rassmotrim

x_2 = [x_β(1), x], togda x_2 prinadleßit V_m ili V_k (priqem x_2 ≠ 1),

i, deæstvuØ kak vyxe, poluqaem, qto W ravno V_m, V_k ili V_{m,k}.

Teorema 1. Pust~ G — gruppa Xevalle tipa Φ ≠ G2 nad K, pri-

qem vypolneno NVB. Pust~ α_r ∈ Π, priqem α_r ne ØvlØetsØ edinstvennym kornem, soedinennym s −~α v rasxirennoæ diagramme Dynkina. Pust~ x ∈ U_r . Oboznaqim qerez H(x) naimen~xu¸ podgruppu v U_r , normalizuemu¸ podgruppoæ L^′_r i soderßawu¸ x. Togda H(x) = U_{S(x)}.

Dokazatel~stvo. Po sledstvi¸ 6.1 podgruppa L^′ normalizuet

U_{S(x)}, sledovatel~no, H(x) ≤ U_{S(x)}. Obratnoe vkl¸qenie my do-

kaßem indukcieæ po veliqine mnoßestva S(x). Baza: pust~ S(x) – minimal~noe vozmoßnoe, to est~ S(x) = {m} = M (x), togda po lemme 9 modul~ U_{S(x)} / U_{S(x)\{m}} ∼= U_{S(x)} ne imeet netrivial~nyh

Z[L^′]-podmoduleæ, pofftomu H(x) = US(x). Dalee, pust~ x ∈ U i

dlØ vseh y ∈ U takih, qto S(y) ⊂ S(x), vypolneno U_{S(y)} ≤ H(y).

Predpoloßim snaqala, qto x imeet hotØ by dve razliqnye osnovnye kratnosti. Fiksiruem m, k ∈ M (x), m ≠ k. Oboznaqim qerez W obraz H(x) v U_{S(x)} / U_{S(x)\{m,k}} ∼= V_{m,k}. Togda W , oqevid-

no, ØvlØetsØ Z[L^′]-podmodulem V_{m,k}. Tak kak obraz x pri faktorizacii ne raven 1 i ne soderßitsØ v V_m ili V_k, to po lemme 10 poluqaem, qto W = V_{m,k}. Togda, v qastnosti, H(x) soderßit fflement x_1, dlØ kotorogo S(x_1) ⊆ S(x), priqem m ∈ S(x_1), k ∉ S(x_1). K x_1 primenimo indukcionnoe predpoloßenie, sledovatel~no, po kraæneæ mere H(x) ≥ H(x_1) ≥ X_α dlØ l¸bogo α ∈ Σ_r(m). Tak kak m — proizvol~nyæ fflement M (x), to po sledstvi¸ 6.2 imeem H(x) ≥ U_{S(x)}. Teper~ pust~ M (x) = {m}. Togda S(x) = {m, 2m, . . . , km}, gde km – naibol~xee kratnoe m, ne prevoshodØwee n (k ≥ 2). Iz lemmy 9 vytekaet, qto V_m ∼= U_{S(x)} / U_{S(x)\{m}} – neprivo-

dimyæ Z[L^′]-modul~, pofftomu H(x)/ H(x) ∩ U_{S(x)\{m}} sovpadaet

PODGRUPPY, NORMALIZUEMYE KOMMUTANTOM 211 s U_{S(x)} / U_{S(x)\{m}} i, v qastnosti, H(x) soderßit fflement y = xe_{αm} (ξ) · y_1, gde ξ ≠ 0 i S(y_1) ⊆ S(x) \ {m}. Esli y_1 = 1, to

po sledstviØm 5.1 i 6.2 imeem U_{S(x)} ≤ H(x). Esli y_1 ≠ 1, to pust~ naimen~xiæ fflement mnoßestva S(y_1) raven dm. Dokaßem, qto H(x) soderßit fflement vida x_{eαm} (ξ) · y_2, gde naimen~- xiæ fflement mnoßestva S(y_2) po kraæneæ mere (d + 1)m (togda posle neskol~kih xagov my poluqim y_2 = 1). Rassmotrim

Z[L^′]-modul~ US(x)^/ U{(d+1)m,... ,n} = V . Oboznaqim qerez W pod-

modul~ v V , ØvlØ¸wiæsØ proekcieæ H(x). Dostatoqno dokazat~, qto x_{eαm} (ξ) ∈ W .

Obraz fflementa y v W imeet vid x_{eαm} (ξ) · y^′ = x_{eαm} (ξ) · ∏ x_α(ζ_α),

gde α ∈ Σ_r (dm) i hotØ by odno ζ_α ≠ 0. Esli suwestvuet koren~ α, takoæ, qto ζ_α ≠ 0 i α ≠ ~α_{dm}, to po sledstvi¸ 1.1 naædetsØ koren~ β ∈ Δ_r takoæ, qto α + β ∈ Φ. Togda W soderßit fflement x_1 = [x_β(1), x_{eαm} (ξ) · y^′], priqem iz kommutacionnoæ formuly Xevalle sleduet, qto x_1 ∈ V_{dm}. Tak kak po lemme 9 modul~

V_{dm} neprivodim, imeem W ≥ V_{dm}, otkuda W soderßit xe_{αm} (ξ).

Esli ße takogo kornØ α net, to W soderßit x_{eαm} (ξ)x_{eαdm} (ζ), gde

ξ, ζ ≠ 0. Po lemme 4 suwestvuet β ∈ Δ^−_r takoæ, qto rovno odin iz

vektorov ~α_m + β i ~α_{dm} + β ØvlØetsØ kornem. Esli kornem ØvlØetsØ ~α_{dm} + β, to [x_β(1), x_{eαm} (ξ)x_{eαdm} (ζ)] ∈ V_{dm}, i kak vyxe zakl¸- qaem, qto x_{eαm} (ξ) ∈ W . V protivnom sluqae dlØ l¸bogo η ≠ 0 vypolneno [x_β(η), x_{eαm} (ξ)x_{eαdm} (ζ)] = [x_β(η), x_{eαm} (ξ)] ∈ W . PovtorØØ dokazatel~stvo lemmy 5 (s zamenoæ vo vseh sluqaØh kommutirovaniØ s x_α(ξ) = x_{eαm} (ξ) na kommutirovanie s x_{eαm} (ξ)x_{eαdm} (ζ)), poluqaem, qto z = x_{eαm+β} (θ) ∈ W dlØ l¸bogo θ ≠ 0. Togda

[x_{−β}(1), z] = xe_{αm} (±θ) ∈ W i, v qastnosti, xe_{αm} (ξ) ∈ W .

Teorema 2. Pust~ G – gruppa Xevalle tipa Φ ≠ G2 nad K, pri-

qem vypolneno NVB. Pust~ α_r ∈ Π, priqem α_r ne ØvlØetsØ edinstvennym kornem, soedinennym s −~α v rasxirennoæ diagramme Dynkina. Togda vse podgruppy v U_r, normalizuemye L^′_r , ime¸t vid U_S , gde S – zamknutoe podmnoßestvo v N = {1, 2, . . . , m_r (~α)}.

Dokazatel~stvo. Pust~ L^′_r normalizuet podgruppu H ≤ Ur . Poloßim S = ⊎ x∈H S(x). Togda U_S ≥ U_{S(x)} dlØ l¸bogo x ∈ H, otkuda

sleduet, qto U_S ≥ H. Zametim, qto tak kak N – koneqnoe mnoße-

stvo, to S =^m ⊎ i=1 S(x_i) dlØ nekotoryh x_1, . . . , x_m ∈ H, sledovatel~-

no, po lemme 8 imeem U_S = ⟨ U_{S(x1)}, . . . , U_{S(xm)} ⟩ . No iz teoremy 1

212 V. G. KAZAKEVIQ, A. K. STAVROVA sleduet, qto U_{S(x)} ≤ H dlØ l¸bogo x ∈ H, znaqit, U_S ≤ H.

§5. Normalizuemye podgruppy: nestandartnoe opisanie

V nastoØwem paragrafe my zaverxaem dokazatel~stvo sformulirovannoæ vo vvedenii teoremy.

1. Sluqaæ, kogda αr – edinstvennyæ koren~, soedinennyæ s −~α v rasxirennoæ diagramme Dynkina.

Pust~ G — gruppa Xevalle tipa Φ ≠ A_l nad K, priqem vypolneno NVB. Pust~ α_r ∈ Π — koren~, soedinennyæ s −~α v rasxirennoæ diagramme Dynkina. Kak bylo pokazano v lemme 3, za iskl¸qeniem Φ = G_2, α_r = α_1, tol~ko v fftom sluqae suwestvuet takaØ r-kratnost~ m, qto Σ_r (m) sostoit iz odnogo fflementa (i, v qastnosti, ne imeet mesta utverßdenie sledstviØ 5.1), a imenno, m = m_r (~α) i Σ_r(m) = {~α}. Izvestno (naprimer, [1]), qto dlØ takih α_r vsegda m_r (~α) = 2 i N = {1, . . . , m_r(~α)} = {1, 2}.

Zametim, qto esli A – l¸baØ additivnaØ podgruppa polØ K, to X_{eα} (A) — central~naØ podgruppa v U_r , na kotoroæ gruppa L^′_r deæstvuet trivial~no.

Teorema 3. Pust~ G – gruppa Xevalle tipa Φ nad K, priqem vy-

polneno NVB. Pust~ α_r ∈ Π — edinstvennyæ koren~, soedinennyæ s −~α v rasxirennoæ diagramme Dynkina. Togda vse sobstvennye podgruppy v U_r , normalizuemye L^′_r , ime¸t vid Xe_α (A), gde A – additivnaØ podgruppa polØ K.

Dokazatel~stvo. Pust~ H ≤ Ur – podgruppa, normalizuemaØ L^′_r . Esli l¸boæ fflement x ∈ H imeet vid x = x_{eα} (ξ), ξ ∈ K, to est~ S(x) = {2}, to, oqevidno, gruppa H imeet vid X_{eα} (A) dlØ nekotoroæ A ≤ K^+. Dokaßem, qto esli suwestvuet fflement x ∈ H takoæ, qto S(x) = {1, 2}, to H = U_r.

Po lemme 9 V_1 = U_{{1,2}} / U_{{2}} – neprivodimyæ Z[L^′]-modul~, sle-

dovatel~no, H/ H ∩ U_{{2}} = V_1, otkuda H soderßit fflement vida

x = xe_{α1} (ξ)xe_α(ζ). Po lemme 4 suwestvuet takoæ koren~ β ∈ Δ_r,

qto ~α_1 + β ∈ Φ i ~α + β ∉ Φ (tak kak Σ_r (2) = {~α}). Poskol~ku H soderßit [x_β(η), x] = [x_β(η), x_{eα1}(ξ)] dlØ l¸bogo η ∈ K, povtorØØ dokazatel~stvo lemmy 5 (s zamenoæ vo vseh sluqaØh kommutirovaniØ s x_α(ξ) = x_{eα1} (ξ) na kommutirovanie s x_{eα1} (ξ)x_{eα} (ζ)), poluqaem, qto X_{eα1+β} ≤ H. Togda po sledstvi¸ 5.1 poluqaem X_γ ≤ H dlØ l¸bogo γ ∈ Σ_r(1) i po sledstvi¸ 6.2 imeem H ≥ U_{{1,2}} = U_r .

PODGRUPPY, NORMALIZUEMYE KOMMUTANTOM 213

2. Sluqaæ Φ = G2, r = 1. Qast~ sformulirovannyh vyxe rezul~tatov verna i dlØ grupp tipa G_2. Sluqaæ U_2 opisan v teoreme 3. K soßaleni¸, dlØ podgruppy U_1 neverna lemma 4, ØvlØ¸- waØsØ odnim iz kl¸qevyh dlØ dokazatel~stva osnovnoæ teoremy faktov, qto delaet zatrudnitel~nym obobwenie teoremy na fftot sluqaæ. No, poskol~ku iskl¸qitel~nyæ sluqaæ nevelik, my razberem ego Øvno.

Sledu¸wee utverßdenie neposredstvenno vytekaet iz sledstviæ 5.1 i 5.2.

Lemma 11. Pust~ H ≤ U – podgruppa, normalizuemaØ L^′, α – ko-

ren~ 1-kratnosti n ≥ 1, x_α(ξ_0) ∈ H. Togda (1) esli n = 1, to H = U ;

(2) esli n = 2 (t.e. α = 2α_1 + α_2), to X_α(A) 6 H, gde A — additivnaØ podgruppa K, poroßdennaØ ξ_0;

(3) esli n = 3, to U_{{3}} 6 H.

Voobwe govorØ, ravenstvo kofffficientov ξ_α nul¸ zavisit ot porØdka korneæ. Odnako v §3 my naloßili nekotorye ograniqeniØ na ispol~zuemyæ porØdok.

Lemma 12. Pust~ x =^∏ xα(ξα) ∈ H, ξα ∈ K^∗, gde H 6 U , norma-

lizuemaØ L^′. Togda dlØ l¸bogo α verno x_α(ξ_α) ∈ H.

Dokazatel~stvo. Soglasno lemme 11, dostatoqno dokazat~, qto dlØ l¸bogo 1 6 i 6 3 suwestvuet koren~ α ∈ Σ(i), dlØ kotorogo

x_α(ξ_α) ∈ H. Dalee v dokazatel~stve c_j oboznaqa¸t podhodØwie

strukturnye konstanty, kotorye ne obnulØ¸tsØ v silu NVB. Rassmotrim vse ime¸wiesØ varianty.

Pust~ v razloßenii x prisutstvuet koren~ kratnosti 1. Esli x = x_{α1} (ξ)x^′, to [[x, x_{α2}(η)], x_{α2}(1)] = x_{3α1+2α2} (c_1ξ^3η) ∈ H, t.e., soglasno lemme 11, domnoßiv [x, x_{α2}(η)] na sootvetstvu¸wie fflementy U_{{3}}, poluqim x_{α1+α2} (c_2ξη)x_{2α1+α2} (c_3ξ^2η) ∈ H.

Dalee, [x_{α1+α2} (c_2ξη)x_{2α1+α2} (c_3ξ^2η), x] = x_{2α1+α2} (c_4ξ^2η)x^′, gde x^′ ∈

U_{{3}}. V silu proizvol~nosti argumenta X_{2α1+α2} 6 H, otkuda leg-

ko poluqit~, qto X_{α1} , X_{α1+α2} 6 H.

Esli ße v razloßenii x net mnoßitelØ vida x_{α1} (ξ), no est~ mnoßitel~ x_{α1+α2} (ξ), to [x, x_{−α2}(1)] = x_{α1}(c_1ξ)x^{′′} ∈ H, gde c_1ξ ≠ 0 i snova popadaem v predyduwiæ sluqaæ.

Pust~ teper~ v razloßenii x otsutstvu¸t fflementy, sootvetstvu¸wie α ∈ Σ(1). Zdes~ takße vozmoßno neskol~ko variantov.

214 V. G. KAZAKEVIQ, A. K. STAVROVA

• x = x_{2α1+α2} (ξ)x_{3α1+α2} (η)x_{3α1+2α2} (ζ). Togda [x, x_{α2}(1)] = x_{3α1+2α2} (c_1ξ) ∈ H, t.e., soglasno lemme 11, X_{3α1+α2} , X_{3α1+2α2}

6 H. Domnoßiv na sootvetstvu¸wie fflementy U{3}, zakl¸-

qaem, qto X_{2α1+α2} (A) 6 H, gde A — additivnaØ podgruppa K, poroßdennaØ ξ.

• x = x_{2α1+α2} (ξ)x_{3α1+α2} (η). �tot sluqaæ polnost~¸ analogi-

qen predyduwemu.

• x = x_{2α1+α2} (ξ)x_{3α1+2α2} (η). Togda [x, x_{−α2}(1)] = x_{3α1+α2} (c_1η),

posle qego rassußdaem kak v pervyh dvuh sluqaØh.

• x = x_{3α1+α2} (η)x_{3α1+2α2} (ζ). Rassmotrev [x, x_{α2}(1)] = x_{3α1+2α2} (c_1η), zameqaem, kak i vyxe, qto X_{3α1+α2} , X_{3α1+2α2}

6 H.

Teorema 4. Pust~ G – gruppa Xevalle tipa G2 nad K, r = 1,

NVB, H – podgruppa U_1, normalizuemaØ L_1. Togda dlØ H imeet mesto sledu¸waØ al~ternativa:

libo H = U_S = ⟨ x_α(ξ), α ∈ Σ^1(S), ξ ∈ K ⟩ , gde S = {1, 2, 3} ili S = {3}, libo H = U_{S,A} = X_{2α1+α2} (A) · U_{{3}}, gde A – proizvol~naØ nenulevaØ additivnaØ podgruppa polØ K.

Dokazatel~stvo. Pust~ H 6 U1 – podgruppa, normalizuemaØ L^′. Esli suwestvuet x ∈ H takoæ, qto 1 ∈ S(x), to, soglasno lemme 12, poluqim H = U_1. Esli dlØ l¸bogo x ∈ H vypolneno

S(x) ⊆ {2, 3}, i suwestvuet x ∈ H takoæ, qto S(x) = {2, 3}, to iz

lemmy 12 zakl¸qaem H = X_{2α1+α2} (A)·U_{{3}}, gde A 6 K^+ – podgruppa, poroßdennaØ vsemi argumentami ξ fflementov vida x_{2α1+α2} (ξ). Nakonec, esli dlØ l¸bogo x ∈ H verno S(x) = {2} ili S(x) = {3}, to, vnov~ ispol~zuØ lemmu 12, vidim, qto H = X_{2α1+α2} (A), gde

A 6 K^+ – podgruppa, poroßdennaØ vsemi argumentami ξ fflemen-

tov vida x_{2α1+α2} (ξ) ili H = U_{{3}} sootvetstvenno.

Itak, diagramma podgrupp unipotentnogo radikala, normalizuemyh L^′, imeet vid (dlØ sravneniØ privodim diagrammy dlØ

U_1 i U_2):

PODGRUPPY, NORMALIZUEMYE KOMMUTANTOM 215

U_1 U_2 ↓ ↓ U_{{3}} · X_{2α1+α2} (A) Xe_α (A) ↙ ↘ ↓ X_{2α1+α2} (A) U_{{3}} {e} ↘ ↙ {e} Zdes~ A proizvol~naØ sobstvennaØ additivnaØ podgruppa K. Otmetim, qto pri K = F_p, p ≠ 2, 3, podgruppy unipotentnogo radikala, normalizuemye L^′, ime¸t standartnoe opisanie.

Avtory vyraßa¸t blagodarnost~ N. A. Vavilovu za ide¸ nastoØwego issledovaniØ i pomow~ v rabote nad rukopis~¸ stat~i.

Literatura

1. N. Burbaki, Gruppy i algebry Li. Gruppy Kokstera i sistemy Titsa. Gruppy, poroßdennye otraßeniØmi. Sistemy korneæ. Mir, Moskva (1972).

2. R. Steænberg, Lekcii o gruppah Xevalle. Mir, Moskva (1975). 3. E. Abe, Chevalley groups over local rings. — Tôhoku Math. J. 21, No. 3 (1969),

474–494.

4. H. Azad, M. Barry, G. Seitz, On the structure of parabolic subgroups. — Comm.

in Algebra 18, No. 2 (1990), 551–562.

5. R. Richardson, G. Röhrle, R. Steinberg, Parabolic subgroups with abelian unipotent

radical. — Invent. Math. 110 (1992), 649–671.

6. G. E. Röhrle, On the structure of parabolic subgroups in algebraic groups. — J.

Algebra 157, No. 1 (1993), 80–115.

7. N. Vavilov, Unipotent elements in subgroups which contain a split maximal torus.

— J. Algebra 176 (1995), 356–367.

Kazakevich V. G., Stavrova A. K. Subroups normalized by the commutator subgroup of the Levi subgroup.

We describe subgroups of the unipotent radical of a maximal parabolic subgroup of a Chevalley group over a field normalized by the commutator subgroup of the Levi subgroup over a field K. It is shown that in the typical case such subgroups are in one-to-one correspondence with the closed subsets of {1, 2, . . . , n} for a natural n. In the exceptional cases the classification also involves additive subgroups of K. See the table in the paper for a detailed list of the possibilities.

Postupilo 20 sentØbrØ 2004 g.

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet