Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 319, 2004 g.

M. ı. Mitrofanov

ROL^ MATROIDOV V OPISANII MELKIH KLETOK BRıA

1. Vvedenie

Odnim iz naibolee suwestvennyh faktov klassiqeskoæ strukturnoæ teorii algebraiqeskih grupp ØvlØetsØ razloßenie Br¸a, otkrytoe Gel~fandom, Naæmarkom i Harix–Qandroæ i dokazannoe v obwem sluqae Xevalle i Titsom (sm., naprimer, [2, 10]). V poslednie gody poØvilos~ znaqitel~noe koliqestvo rabot, posvØwœnnyh, v toæ ili inoæ mere, izuqeni¸ svØzi meßdu razliqnymi razloßeniØmi vida G = B_1W B_2 v odnoæ gruppe G, gde B_1 i B_2 – borelevskie podgruppy G, soderßawie nekotoryæ fiksirovannyæ maksimal~nyæ tor T . Rassmotrenie razloßeniæ takogo vida, s menØ¸wimisØ B_1 i B_2, okazyvaetsØ poleznym v raznyh oblastØh matematiki, vkl¸qaØ teori¸ predstavleniæ, geometri¸, kombinatoriku, a takße, razumeetsØ, samu strukturnu¸ teori¸.

Pervye issledovaniØ v fftoæ oblasti byli predprinØty L¸- stigom i Deodharom (sm. [7, 11]), kotorye izuqali pereseqeniØ kletok Br¸a vida B^−w_1B∩Bw_2B, gde B^− – borelevskaØ podgruppa, protivopoloßnaØ B. V qastnosti, v rabote [7] byl poluqen sledu¸wiæ rezul~tat: pereseqenie ukazannogo vida nepusto v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda w_2 6 w_1 v porØdke Br¸a. Tem samym, uße v fftom ves~ma qastnom sluqae byla ustanovlena vaßnost~ porØdka Br¸a v dannoæ oblasti.

V dal~neæxem Q. Kertis (sm. [6]) obobwil fftot rezul~tat, poluqiv toqnyæ kriteriæ nepustoty pereseqeniØ kletok vida

B^′w_1B ∩Bw_2B. �tot kriteriæ, faktiqeski, okazalsØ ffkvivalent-

nym nekotoromu qastnomu sluqa¸ usloviæ (3), privedennyh niße v fftoæ stat~e. V svØzi s fftim M. Putqa, N. A. Vavilov i avtor nezavisimo sformulirovali gipotezu, soglasno kotoroæ usloviØ (3) ØvlØ¸tsØ kak neobhodimymi, tak i dostatoqnymi

Rabota podderßana grantom INTAS 03-55-1982. 244

ROL^ MATROIDOV V OPISANII MELKIH KLETOK BRıA245

dlØ togo, qtoby pereseqenie kletok vida B^′w_B0B, gde B^′ probegaet vse borelevskie podgruppy, soderßawie fiksirovannyæ maksimal~nyæ tor, bylo nepusto (sm. [13]). Kak budet vidno iz dal~neæxego, ffti usloviØ na samom dele ne ØvlØ¸tsØ dostatoqnymi.

Sleduet takße upomØnut~ rabotu S. Fomina i A. Zelevinskogo [8], izuqavxih pereseqeniØ vida B^−w_1B^− ∩ Bw_2B. V qastnosti, v fftoæ rabote bylo pokazano, qto takoe pereseqenie vsegda nepusto.

Vopros o nepustote pereseqeniØ dvuh kletok Br¸a byl polnost~¸ rassmotren v rabote N. A. Vavilova i avtora ([15]), poluqivxih kombinatornyæ kriteriæ, ØvlØ¸wiæsØ qastnym sluqaem privedennyh niße usloviæ (4). �tot rezul~tat pobudil avtorov vyskazat~ gipotezu, analogiqnu¸ vyxeprivedœnnoæ, o dostatoqnosti usloviæ (4) v obwem sluqae. Odnako, kak my uvidim v konce stat~i, priroda ustroena, v dannom sluqae, neskol~- ko sloßnee naxih predstavleniæ o neæ. Po-vidimomu, poluqit~ kombinatornyæ kriteriæ nepustoty podobnyh pereseqeniæ hotØ by nad kakim-nibud~ beskoneqnym polem nevozmoßno.

Dalee, stat~Ø ustroena sledu¸wim obrazom. V razdele 2 vvodØtsØ osnovnye svedeniØ ob odnom iz naibolee interesnyh i krasivyh ob¨ektov sovremennoæ kombinatoriki – matroidah. Razdel 3 posvØwœn opisani¸ razloßeniØ Br¸a v gruppe GL_n(k) s poziciæ lineænoæ algebry, bez upominaniØ ponØtiæ algebraiqeskoæ geometrii. V razdele 4 izloßeny osnovnye rezul~taty rabot A. V. Borovika i I. M. Gel~fanda, proØsnØ¸wie svØz~ meßdu matroidami i razloßeniem Br¸a. Nakonec, v razdele 5 izloßeny rezul~taty, poluqennye avtorom. V qastnosti, vvedeno ponØtie bimatroida, obobwa¸wee vvedœnnoe Borovikom i Gel~fandom ponØtie flagovogo matroida i igra¸wee dlØ dvustoronnih pereseqeniæ kletok Br¸a tu ße rol~, kotoru¸ igra- ¸t flagovye matroidy v opisanii odnostoronnih pereseqeniæ.

2. Matroidy

V fftom razdele my napomnim nekotorye horoxo izvestnye ponØtiØ teorii matroidov.

Opredelenie 1. Matroidom na koneqnom mnoßestve X nazyva-

etsØ semeæstvo B podmnoßestv X (nazyvaemyh bazisami matro-

246 M. ı. MITROFANOV

ida), dlØ kotorogo vypolnØetsØ sledu¸wee uslovie (uslovie zameny):

DlØ l¸byh bazisov A, B i fflementa α ∈ A \ B suwestvuet fflement β ∈ B \ A, takoæ, qto (A \ α) ∪ β takße ØvlØetsØ bazisom.

Zdes~ i dalee vezde vmesto {α} pixetsØ α.

Suwestvuet takße ponØtie matroida na beskoneqnom mnoßestve, odnako my ne budem rassmatrivat~ ego zdes~.

DlØ prostoty, mnoßestvo X vmeste s matroidom na nœm budet v dal~neæxem oboznaqat~sØ toæ ße bukvoæ X. Mnoßestvo bazisov matroida budet oboznaqat~sØ simvolom B(X).

Esli rassmatriva¸tsØ razliqnye matroidy na odnom mnoßestve X, oni budut oboznaqat~sØ bukvoæ X s kakimi-libo indeksami, naprimer: X_1, X^+ i t.p.

Neobhodimye v dal~neæxem opredeleniØ nezavisimogo mnoßestva, zamknutogo mnoßestva, sistemy obrazu¸wih i t.p. moßno naæti v monografiØh [1, 12].

Qitatel~, ne znakomyæ s teorieæ matroidov, moßet pol~- zovat~sØ analogieæ s odnim iz osnovnyh primerov matroidov: imenno, mnoßestvo bazisov vektornogo prostranstva V nad nekotorym polem k udovletvorØet uslovi¸ zameny iz opredeleniØ 1. Pri fftom zamknutye mnoßestva matroida ØvlØ¸tsØ podprostranstvami V , nezavisimye mnoßestva – lineæno nezavisimymi mnoßestvami i t.p.

Opredelenie 2. Predstavleniem matroida X nad polem k na-

zyvaetsØ otobraßenie q : X → V , gde V – vektornoe prostranstvo nad k, takoe, qto mnoßestvo A ØvlØetsØ bazisom v X togda i tol~ko togda, kogda sußenie q|_A in¨ektivno i q(A) – bazis V .

Inaqe govorØ, mul~timnoßestvo q(A) dolßno byt~ bazisom prostranstva V , esli A – bazis X. Takße dlØ oboznaqeniØ predstavleniØ matroida primenØetsØ termin “geometriqeskaØ realizaciØ”.

Daleko ne kaßdyæ matroid imeet hotØ by odno predstavlenie nad kakim-nibud~ polem. V suwnosti, izvestny lix~ nemnogie – i ves~ma slabye – kriterii predstavimosti matroidov. Bolee podrobno sm. [14], a takße [1].

ROL^ MATROIDOV V OPISANII MELKIH KLETOK BRıA247

Opredelenie 3. Esli X1 i X2 – dva matroida na mnoßestve

X, to govorØt, qto matroid X_2 ØvlØetsØ geometriqeskim fak-

torom^1 matroida X1, esli l¸boe mnoßestvo, zamknutoe v X2,

ØvlØetsØ zamknutym v X_1.

Termin “geometriqeskiæ faktor” predstavlØetsØ naibolee estestvennym v dannom kontekste: imenno, esli q – predstavlenie matroida X v prostranstve V , a V^′ – nekotoroe podprostranstvo V , to kompoziciØ X^q→ V → V /V^′ ØvlØetsØ predstavleniem nekotorogo geometriqeskogo faktora matroida X.

Sledu¸wie svoæstva geometriqeskih faktorov xiroko izvestny, sm., naprimer, [16, Glava 8].

Predloßenie 1. Esli X2 – geometriqeskiæ faktor X1, to 1. Mnoßestva, nezavisimye v X_2, nezavisimy v X_1; 2. Sistemy obrazu¸wih X_1 ØvlØ¸tsØ sistemami obrazu¸wih

X_2;

3. Zamykanie l¸bogo mnoßestva v X_1 soderßitsØ v zamykanii togo ße mnoßestva v X_2;

4. Rang X_2 strogo men~xe ranga X_1, iskl¸qaØ sluqaæ, kogda matroidy X_1 i X_2 ravny.

3. Razloßenie Br¸a �tot razdel ØvlØetsØ kratkim vvedeniem v razloßenie Br¸a v gruppe GL_n(k). Bolee podrobnoe izloßenie s polnymi dokazatel~stvami sm. [5, Glava 4].

Predloßenie 2. L¸baØ matrica g ∈ GLn(k), gde k – proizvol~-

noe pole, moßet byt~ predstavlena v vide g = b_1wb_2, gde b_1, b_2 – fflementy gruppy B verhnetreugol~nyh matric, a w – matrica perestanovki. Pri fftom matrica w odnoznaqno opredelena matriceæ g.

Takoe predstavlenie matricy nazyvaetsØ eœ razloßeniem Br¸a. Inaqe predloßenie 2 moßet byt~ izloßeno v vide ravenstva

GL_n(k) = ∐ w∈W BwB, (1) 1Avtoru ne udalos~ obnarußit~ v russkoØzyqnoæ literature primer upotrebleniØ fftogo ponØtiØ; pofftomu, perevod angliæskogo termina ‘quo-

tient’ vybran do nekotoroæ stepeni proizvol~no.

248 M. ı. MITROFANOV

gde W – gruppa matric perestanovok. V dal~neæxem, gruppa W budet otoßdestvlØt~sØ s gruppoæ S_n posredstvom izomorfizma, sopostavlØ¸wego perestanovke π ∈ S_n matricu w = (w_{ij}), gde

w_{ij} = δ_{i,π(j)}. Mnoßestvo BwB nazyvaetsØ (standartnoæ) kletkoæ Br¸a v GL_n(k).

DlØ togo, qtoby opredelit~ kletku Br¸a, v kotoru¸ popadaet vybrannaØ matrica g = (g_{ij}), moßno vospol~zovat~sØ sledu¸weæ induktivnoæ formuloæ: pust~ g ∈ BwB; togda w(i) = max{j | Δ_{w([1,i−1])∪j,[1,i]}(g) ≠ 0} (2) pri vseh i. Zdes~ qerez Δ_{I,J} (g) oboznaqen minor matricy g, nomera strok kotorogo sostavlØ¸t mnoßestvo I, a stolbcov – mnoßestvo J; qerez [i, j] oboznaqaetsØ mnoßestvo {i, i+1, . . . , j−1, j} ⊆ N.

Opredelenie 4. Pust~ A, B ⊆ [1, n] – dva ravnomownyh mnoße-

stva. Zanumeruem ih fflementy po porØdku: A = {a_1 < a_2 < . . . < a_l}, B = {b_1 < b_2 < . . . < b_l}. Poloßim A 6 B, esli a_i 6 b_i pri vseh i = 1, 2, . . . , l. �kvivalentno, A 6 B, esli #(B ∩ [1, j]) 6 #(A ∩ [1, j]) pri vseh j = 1, . . . , n.

Pust~ w_1, w_2 ∈ W . GovorØt, qto w_1 6 w_2 v porØdke Br¸a, esli w_1([1, i]) 6 w_2([1, i]) pri vseh i = 1, 2, . . . , n.

Zameqanie 1. PonØtie porØdka Br¸a ØvlØetsØ odnim iz naibolee fundamental~nyh v izuqenii razloßeniØ Br¸a. V qastnosti, nesloßno pokazat~, qto esli g ∈ BwB i Δ_{I,[1,i]}(g) ≠ 0, to

I 6 w([1, i]).

V razdele 4 vaßnu¸ rol~ budet igrat~ sledu¸wiæ ob¨ekt.

Opredelenie 5. Melkoæ kletkoæ Xuberta, opredelœnnoæ funk-

cieæ f : W → W , nazyvaetsØ mnoßestvo C_f = {g ∈ GL_n(k) | g ∈^wB f(w)B pri vseh w ∈ W }, gde^wB = wBw^{−1}.

Esli mnoßestvo C_f nepusto, to, v silu edinstvennosti razloßeniØ Br¸a v predloßenii 2, funkciØ f odnoznaqno vosstanavlivaetsØ po l¸bomu fflementu g ∈ C_f . Deæstvitel~no, dlØ opredeleniØ f(w) dostatoqno opredelit~ kletku Br¸a Bw^′B, soderßawu¸ fflement w^{−1}g; togda f(w) = ww^′. Oqevidno, mnoßestva

C_f obrazu¸t razbienie gruppy GL_n(k) analogiqno (1). Razdel 4

ROL^ MATROIDOV V OPISANII MELKIH KLETOK BRıA249

posvØwœn, v osnovnom, poisku usloviæ, ffkvivalentnyh nepustote C_f .

Odno iz takih usloviæ, neobhodimoe, odnako ne dostatoqnoe, legko vyvesti iz zameqaniØ 1:

Predloßenie 3. Esli melkaØ kletka Xuberta Cf nepusta, to

funkciØ f udovletvorØet neravenstvu

w^{−1}f(w^′) 6 w^{−1}f(w) (3)

pri vseh w, w^′ ∈ W .

Dokazatel~stvo. Deæstvitel~no, poskol~ku w^{′−1}g∈ Bw^{′−1}f(w^′)B,

Δ_w0�1_{f(w}0_{)([1,i]),[1,i]}(w^{′−1}g) ≠ 0.

Tak kak stroki matricy w^{′−1}g s nomerami iz mnoßestva w^{′−1}(I) – ffto v toqnosti to ße, qto i stroki matricy g s nomerami iz mnoßestva I, i, sledovatel~no, to ße, qto i stroki w^{−1}g s nomerami iz mnoßestva w^{−1}(I), to

Δ_w�1_{f(w}0_{)([1,i]),[1,i]}(w^{−1}g) ≠ 0.

Ots¸da, soglasno zameqani¸ 1, w^{−1}f(w^′)([1, i]) 6 w^{−1}f(w)([1, i]). Po opredeleni¸ porØdka Br¸a, w^{−1}f(w^′) 6 w^{−1}f(w). �

Otobraßenie f : W → W , udovletvorØ¸wee neravenstvu (3), nazyvaetsØ matroidnym otobraßeniem, ili formal~noæ melkoæ kletkoæ Xuberta. Esli mnoßestvo C_f ⊆ GL_n(k) nepusto, to govorØt, qto melkaØ kletka f realizuetsØ nad polem k.

V razdele 5 analogiqnu¸ – i daße bolee vaßnu¸ – rol~ budet igrat~ sledu¸wee ponØtie “melkoæ kletki Br¸a”, ili, dlØ kratkosti, prosto “melkoæ kletki”, vosstanavliva¸wee nekotoru¸ asimmetri¸ opredeleniØ 5.

Opredelenie 6. Melkoæ kletkoæ Br¸a, opredelœnnoæ posred-

stvom funkcii f : W × W → W , nazyvaetsØ mnoßestvo

D_f = {g ∈ GL_n(k) | g ∈^{w1}B f(w_1, w_2)B^{w2} pri vseh w_1, w_2 ∈ W }.

Kak i ran~xe, mnoßestva D_f obrazu¸t razbienie gruppy

GL_n(k), i funkciØ f odnoznaqno opredelØetsØ l¸bym fflementom

mnoßestva D_f , pri uslovii, qto poslednee nepusto.

Analogiqno predloßeni¸ 3 moßno dokazat~

250 M. ı. MITROFANOV

Predloßenie 4. Esli melkaØ kletka Df nepusta, to funkciØ f

udovletvorØet neravenstvam

w^{−1}_1 f(w^′, w_2)w^{−1}_2 6 w^{−1}_1 f(w_1, w_2)w^{−1}_2

w^{−1}_1 f(w_1, w^′)w^{−1}_2 6 w^{−1}_1 f(w_1, w_2)w^{−1}_2 (4) pri vseh w_1, w_2, w^′ ∈ W .

Otobraßenie f : W × W → W , udovletvorØ¸wee fftim neravenstvam, nazyvaetsØ formal~noæ melkoæ kletkoæ (Br¸a). Esli mnoßestvo D_f ⊆ GL_n(k) nepusto, to govorØt, qto melkaØ kletka f realizuetsØ nad polem k.

4. Flagovye matroidy Osnovnoe naznaqenie fftogo razdela – kratkiæ pereskaz osnovnyh rezul~tatov rabot [3, 4]. Oni budut ispol~zovat~sØ v razdele 5.

Opredelenie 7. GovorØt, qto posledovatel~nost~ X = (X0, X1,

. . . , X_n) matroidov na mnoßestve X ØvlØetsØ flagovym matro-

idom, esli vypolneny sledu¸wie usloviØ:

1. rk X_l = l;

2. X_i ØvlØetsØ geometriqeskim faktorom X_j pri i < j. Opredelenie 8. Pust~ X – flagovyæ matroid na mnoßestve X,

#X = n, a V – vektornoe prostranstvo razmernosti n nad polem k, nadelœnnoe polnym flagom podprostranstv 0 = V_0 < V_1 < . . . < V_n = V . Predstavleniem flagovogo matroida X v prostranstve V nazyvaetsØ otobraßenie q : X → V , takoe, qto otobraßenie q_i : X^q→ V → V /V_i ØvlØetsØ predstavleniem matroida X_{n−i} pri l¸bom i.

Zameqanie 2. Otmetim, qto dim V /Vi = n − i = rk Xn−i. Teorema 1. Pust~ X = (X0, X1, . . . , Xn) – flagovyæ matroid na

mnoßestve X = [1, n]. Togda suwestvuet edinstvennaØ formal~- naØ melkaØ kletka Xuberta f, takaØ, qto kakovy by ni byli fflementy w ∈ W i l ∈ [0, n], f(w)([1, l]) predstavlØet soboæ bazis I matroida X_l, takoæ, qto, mnoßestvo w^{−1}(I) maksimal~no v porØdke opredeleniØ 4. Obratno, l¸baØ formal~naØ melkaØ kletka Xuberta moßet byt~ poluqena takim obrazom iz nekotorogo flagovogo matroida.

ROL^ MATROIDOV V OPISANII MELKIH KLETOK BRıA251

Nabrosok dokazatel~stva. FunkciØ f privedœnnym usloviem opredelena odnoznaqno. Proverka togo, qto ffto opredelenie korrektno, to est~ deæstvitel~no zadaœt nekotoru¸ funkci¸ W → W , a takße, qto ffta funkciØ predstavlØet soboæ formal~nu¸ melku¸ kletku Xuberta, ØvlØetsØ qisto tehniqeskoæ. Naoborot, esli dana nekotoraØ funkciØ f, udovletvorØ¸waØ uslovi¸ 3, to v kaqestve bazisov matroida X_l moßno vzØt~ obrazy mnoßestva

[1, l] pod deæstviem vseh perestanovok f(w), gde w probegaet grup-

pu W . �

Zameqanie 3. Moßno takße postroit~ matroid Xl inym obrazom; imenno, mnoßestvo A ØvlØetsØ bazisom X_l, esli suwestvuet takoæ fflement w ∈ W , qto

1. f(w) = ww_0, gde w_0 – naibol~xiæ fflement W , to est~ perestanovka, dlØ kotoroæ w_0(i) = n − i + 1;

2. w([n − l + 1, n]) = A.

V samom dele, esli f(w) = A, to, polagaØ w^′ = f(w)w_0, poluqaem w_0 = w^{′−1}f(w) 6 w^{′−1}f(w^′), otkuda

f(w) = f(w^′) = w^′w_0 i w^′([n − l + 1, n]) = w^′w_0([1, l]) = f(w)([1, l]) = A.

Teorema 2. Dopustim, qto flagovyæ matroid X na mnoßestve

X = [1, n] i formal~naØ melkaØ kletka Xuberta f sootvetstvu- ¸t drug drugu kak v teoreme 1. Pust~ q : X → V – nekotoroe predstavlenie flagovogo matroida X v prostranstve V nad polem k, nadelœnnom nekotorym polnym flagom. Vyberem bazis e_1, e_2, . . . , e_n v prostranstve V takim obrazom, qto e_i ∈ V_{n−i+1} \ V_{n−i}. Togda matrica Q = ‖q_{ij}‖, takaØ, qto q(i) = n∑ j=1 q_{ij}e_j, prinadleßit melkoæ kletke Xuberta C_f . Obratno, l¸baØ matrica Q ∈ C_f ØvlØetsØ matriceæ nekotorogo predstavleniØ flagovogo matroida X.

252 M. ı. MITROFANOV

Dokazatel~stvo. Deæstvitel~no, pust~ w^{−1}Q ∈ BuB, gde u ∈ W . Pust~, krome togo, Q ∈ C_f0, gde f^′ – melkaØ kletka Xuberta, realizu¸waØsØ nad k. Togda, soglasno zameqani¸ 1, u([1, l]) – maksimal~noe (v porØdke iz opredeleniØ 4) mnoßestvo I, dlØ kotorogo

Δ_{I,[1,l]}(w^{−1}Q) ≠ 0. No poslednee neravenstvo v toqnosti oznaqa-

et, qto obrazy fflementov q(i), gde i ∈ w(I), v faktorprostranstve V /V_{n−l} obrazu¸t bazis fftogo prostranstva. Poskol~ku q – predstavlenie flagovogo matroida, to, takim obrazom, u([1, l]) – maksimal~noe mnoßestvo, takoe, qto w(I) – bazis matroida X_l. Ots¸da f^′(w)([1, l]) = wu([1, l]) – takoæ bazis J matroida X_l, dlØ kotorogo w^{−1}(J) maksimal~no. No poslednee mnoßestvo – ne qto inoe, kak f(w)([1, l]). Takim obrazom, f = f^′ i Q ∈ C_f . �

5. Melkie kletki Br¸a

V fftom razdele budut izloßeny osnovnye rezul~taty, poluqennye avtorom.

Opredelenie 9. GovorØt, qto na mnoßestve X vvedena struk-

tura bimatroida, esli kaßdomu podmnoßestvu A ⊆ X sopostavleny dva matroida na X (oboznaqaemye sootvetstvenno X^+_A i X^−_A ), tak, qto vypolnØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ:

1. Esli A ⊆ B ⊆ X, to X^+_B (sootv. X^−_B ) ØvlØetsØ geometriqeskim faktorom X^+_A (sootv. X^−_A ).

2. DlØ l¸byh A, B ⊆ X A ∈ B(X^+_B ) togda i tol~ko togda, kogda

B ∈ B(X^−_A ).

Vs¸du v dal~neæxem qerez X oboznaqeno mnoßestvo [1, n] s nekotoroæ strukturoæ bimatroida na nœm.

Lemma 1. Esli A ⊂ B ⊆ X, to matroidy X^+_A i X^+_B (sootvet-

stvenno, X^−_A i X^−_B ) razliqny.

Dokazatel~stvo. Deæstvitel~no, pust~ C – nekotoryæ bazis

X^+_A . Togda A – bazis X^−_C . Poskol~ku razliqnye bazisy ne mo-

gut vkladyvat~sØ drug v druga, to B – ne bazis X^−_C . Znaqit, C – ne bazis X^+_B , no bazis X^+_A , otkuda sleduet, qto ffti matroidy razliqny. � Lemma 2. 1. rk X^+_A = rk X^−_A = n − #A;

2. Mnoßestvo A nezavisimo v X^+_B togda i tol~ko togda, kogda

B nezavisimo v X^−_A .

ROL^ MATROIDOV V OPISANII MELKIH KLETOK BRıA253

3. Mnoßestvo A ØvlØetsØ sistemoæ obrazu¸wih v X^+_B togda i tol~ko togda, kogda B ØvlØetsØ sistemoæ obrazu¸wih v X^−_A .

Dokazatel~stvo.

1. Pust~ A = {x_1, x_2, . . . , x_l}, a X \ A = {x_{l+1}, . . . , x_n}. Rassmotrim posledovatel~nost~ matroidov (X_i = X^+_{x1,x2,... ,xi} )^n_{i=0}. V qastnosti, X_l = X^+_A . Togda, po predyduweæ lemme, vse ffti matroidy razliqny. Krome togo, X_i ØvlØetsØ geometriqeskim faktorom X_j pri i > j. Pofftomu, posledovatel~nost~

rk X_0, rk X_1, . . . , rk X_n – strogo ubyva¸waØ (sm. predloßenie 1).

No, s drugoæ storony, vse qleny fftoæ posledovatel~nosti leßat v mnoßestve [0, n], otkuda rk X_i = n − i. V qastnosti, rk X^+_A =

rk X_l = n − l = n − #A.

2. Esli A nezavisimo v X^+_B , to suwestvuet bazis C v X^+_B , soderßawiæ A. Togda B ØvlØetsØ bazisom, i, v qastnosti, nezavisimym mnoßestvom v X^−_C . Poskol~ku X^−_C ØvlØetsØ geometriqeskim faktorom X^−_A , mnoßestvo B nezavisimo v X^−_A . Takim ße obrazom dokazyvaetsØ obratnaØ implikaciØ.

3. Dokazatel~stvo analogiqno 2. � Sledstvie 1. Esli w – kakaØ-libo perestanovka mnoßestva

X = [1, n] i X_i = X^+_{w([i+1,n])}, to posledovatel~nost~ X = (X_0, X_1, . . . , X_n) ØvlØetsØ flagovym matroidom.

�tot flagovyæ matroid my budem oboznaqat~ qerez X_w. Sledstvie 2. X ØvlØetsØ bazisom v X^+? i X^−?.

Dokazatel~stvo. Deæstvitel~no, rk X^+? = n = #X. � Opredelenie 10. Predstavleniem bimatroida X nad polem k

nazyvaetsØ para in¨ektivnyh otobraßeniæ (q_+, q_−) iz X v vektornoe prostranstvo V nad k, takaØ, qto mnoßestvo A ØvlØetsØ bazisom v X^+_B togda i tol~ko togda, kogda ob¨edinenie q_+(A)∪q_−(B) ØvlØetsØ bazisom v V .

Zameqanie 4. Po sledstvi¸ 2, q+(X) i q−(X) – bazisy V . Predloßenie 5. Pust~ q = (q+, q−) – predstavlenie X, a w –

perestanovka X. Nadelim prostranstvo V polnym flagom 0 = V_0 ⊂ V_1 ⊂ . . . ⊂ V_n, gde V_i = ⟨q_−(w([n − i + 1, n]))⟩. Togda q_+ – predstavlenie flagovogo matroida X_w iz sledstviØ 1.

254 M. ı. MITROFANOV

Dokazatel~stvo. �lementarnaØ proverka. Zametim, kstati, qto polnota flaga V_i obespeqivaetsØ zameqaniem 4. �

Pust~ w_2 – kakaØ-to perestanovka (priqina, po kotoroæ my oboznaqili eœ qerez w_2, budet Øsna iz dal~neæxego). Rassmotrim flagovyæ matroid X_w�1_2 . Po teoreme 1, fftomu flagovomu matroidu sootvetstvuet otobraßenie f_w�1_2 : W → W , dlØ kotorogo f_w�1_2 (w_1)([1, l]) predstavlØet soboæ bazis I matroida

X_l = X^+_w�_{12 ([l+1,n])}, takoæ, qto mnoßestvo w^{−1}_1 (I) maksimal~no.

Oboznaqim qerez f(w_1, w_2) fflement f_w�1_2 (w_1) · w_2 ∈ W . Togda f – otobraßenie iz W × W v W , dlØ kotorogo f(−, w_2)w^{−1}_2 – formal~naØ melkaØ kletka Xuberta pri l¸bom w_2. Ots¸da

w^{−1}_1 f(w^′, w_2)w^{−1}_2 6 w^{−1}_1 f(w_1, w_2)w^{−1}_2

pri l¸byh w_1, w_2, w^′ ∈ W . Zametim, qto ffto neravenstvo – v toqnosti pervoe iz neravenstv (4).

Naxa blißaæxaØ cel~ – dokazat~ vtoroe iz fftih neravenstv, tem samym pokazav, qto f – formal~naØ melkaØ kletka (Br¸a).

DlØ dostißeniØ fftoæ celi rassmotrim bimatroid X̄, poluqa- ¸wiæsØ iz X peremenoæ znakov: X̄^+_A = X^−_A i naoborot. ProizvodØ s nim analogiqnye manipulØcii, my poluqaem otobraßenie

f̄ : W × W → W , dlØ kotorogo

w_2f̄(w^{′−1}, w^{−1}_1 )w_1 6 w_2f̄(w^{−1}_2 , w^{−1}_1 )w_1.

Togda dlØ funkcii ^f , opredelœnnoæ kak

^f (w_1, w_2) = (f̄ (w^{−1}_2 , w^{−1}_1 ))^{−1},

vypolnØetsØ neravenstvo

w^{−1}_1 ^f (w_1, w^′)w^{−1}_2 6 w^{−1}_1 ^f(w_1, w_2)w^{−1}_2

– vtoroe iz neravenstv (4).

Takim obrazom, dostatoqno dokazat~ sledu¸wu¸ teoremu. Teorema 3._{f̄ (w−1}

2 , w^{−1}_1 ) · f(w_1, w_2) = e. (5)

Dokazatel~stvo. Daby izbeßat~ qrezmernoæ tØßelovesnosti oboznaqeniæ, – dokazatel~stvo teoremy i bez togo trebuet twatel~neæxeæ raboty s opredeleniØmi – my dokaßem formulu (5)

ROL^ MATROIDOV V OPISANII MELKIH KLETOK BRıA255

lix~ dlØ sluqaØ w_1 = w_2 = e. Interesu¸wiæsØ qitatel~ moßet samostoØtel~no poluqit~ dokazatel~stvo v obwem sluqae, libo vruqnu¸ rasstaviv v dal~neæxem rassußdenii simvoly w_1,

w_2, w^{−1}_1 i w^{−1}_2 , libo primeniv rassmatrivaemyæ sluqaæ k bi-

matroidu X^′, opredelennomu sledu¸wim obrazom: A ∈ B(X^{′+}_B ) i

B ∈ B(X^{′−}_A ) togda i tol~ko togda, kogda w^{−1}_1 (A) ∈ B(X^+_w�1_{2 (B)}).

Pust~ u = f(e, e), v = f̄ (e, e).

Podgotovka. Po opredeleni¸ u([1, l]) – maksimal~nyæ bazis X^+_{[l+1,n]}; analogiqno, v([1, m]) – maksimal~nyæ bazis X^−_{[m+1,n]}.

RassußdaØ indukcieæ po l, pokaßem, qto v(u(l)) = l. Pust~

v(u(i)) = i pri vseh i < l. Vvedœm oboznaqeniØ: m = u(l), I = u([1, l − 1]), J = v([1, m − 1]). Togda v(I) = [1, l − 1] i u([1, l]) = I ∪ m.

Zametim, qto

v(I ∩ [1, m − 1]) = v(I) ∩ v([1, m − 1]) = v([1, m − 1]) ∩ [1, l − 1].

V qastnosti,

#(I ∩ [1, m − 1]) = #(J ∩ [1, l − 1]). (6)

Dokaßem teper~ vspomogatel~nu¸ lemmu.

Lemma 3. Pust~ mnoßestvo H ⊆ X i fflementy s, t ∈ X tako-

vy, qto H ∪ [s, n] – sistema obrazu¸wih matroida X^+_{[t+1,n]}. Togda suwestvuet takoæ bazis D matroida X^−_{[s,n]}, qto

#(D ∩ [1, t]) 6 #(H ∩ [1, s − 1]).

Dokazatel~stvo. Deæstvitel~no, po lemme 2, [t + 1, n] – sistema obrazu¸wih X^−_{H∪[s,n]}. Pust~ E – bazis X^−_{H∪[s,n]}, soderßawiæsØ v [t + 1, n]. Poskol~ku matroid X^−_{H∪[s,n]} ØvlØetsØ geometriqeskim faktorom X^−_{[s,n]}, suwestvuet bazis D poslednego, soderßawiæ E. Dalee, D ∩ [1, t] = D \ [t + 1, n] ⊆ D \ E, i qislo fflementov fftogo pereseqeniØ ne prevoshodit

#(D \ E) = rk X^−_{[s,n]} − rk X^−_{H∪[s,n]} = #(H ∪ [s, n]) − #[s, n] = #(H ∩ [1, s − 1]), qto i trebovalos~ dokazat~. � Dokazatel~stvo teoremy teper~ razbivaetsØ na 3 xaga:

256 M. ı. MITROFANOV Xag 1. Tak kak ob¨edinenie I ∪ [m, n] soderßit I ∪ m = u([1, l]) – bazis X^+_{[l+1,n]} , – ono ØvlØetsØ sistemoæ obrazu¸wih fftogo matroida. Pofftomu, po lemme 3, suwestvuet bazis A matroida X^−_{[m,n]}, takoæ, qto #(A ∩ [1, l]) 6 #(I ∩ [1, m − 1]). Poslednee, soglasno (6), ravno #(J ∩ [1, l − 1]). No J – maksimal~nyæ bazis X^−_{[m,n]}, pofftomu

#(J ∩ [1, l]) 6 #(A ∩ [1, l]) 6 #(J ∩ [1, l − 1]),

otkuda l /∈ J.

Xag 2. Dalee, J ∪ [l + 1, n] ne soderßit ni odnogo bazisa X^−_{[m+1,n]}. Deæstvitel~no, v protivnom sluqae po lemme 3 suwestvoval by bazis B matroida X^+_{[l+1,n]}, dlØ kotorogo

#(B ∩ [1, m]) 6 #(J ∩ [1, l]) = #(J ∩ [1, l − 1]) = #([1, m − 1] ∩ I) < #([1, m] ∩ (I ∪ m)) = #([1, m] ∩ u([1, l]))

(vtoroe ravenstvo verno v silu xaga 1, tret~e – v silu (6)), qego ne moßet byt~, tak kak u([1, l]) – maksimal~nyæ bazis X^+_{[l+1,n]} .

Takim obrazom, v([1, m]) = J ∪ v(m) ne moßet soderßat~sØ v

J ∪ [l + 1, n]. Pofftomu, v(m) 6 l.

Xag 3. Tak kak ob¨edinenie I ∪ [m + 1, n] soderßit I = u([1, l − 1]) – bazis X^+_{[l,n]}, – ono ØvlØetsØ sistemoæ obrazu¸wih fftogo matroida. Po lemme 3, suwestvuet bazis C matroida X^−_{[m+1,n]}, takoæ, qto qislo fflementov C ∩ [1, l − 1] ne prevoshodit qisla fflementov I ∩[1, m] = I ∩[1, m−1]. �tot bazis dolßen byt~ men~xe, qem v([1, m]), pofftomu #(v([1, m]) ∩ [1, l − 1]) takße ne prevoshodit

#(I ∩ [1, m − 1]). No esli v(m) < l, to

#(v([1, m]) ∩ [1, l − 1]) = #(J ∩ [1, l − 1]) + 1 = #(I ∩ [1, m − 1]) + 1.

Pofftomu, v silu xaga 2, v(m) = l. � Sledstvie 3. PostroennaØ vyxe funkciØ f : W × W → W ØvlØ-

etsØ formal~noæ melkoæ kletkoæ.

Zameqanie 5. Netrudno videt~, qto, naoborot, znaØ formal~- nu¸ melku¸ kletku f, moßno postroit~ sootvetstvu¸wiæ eæ bimatroid. V samom dele, v sootvetstvii s zameqaniem 3, poloßim

A ∈ B(X^+_B ) (sootvetstvenno, B ∈ B(X^−_A )), esli suwestvu¸t takie

w_1, w_2 ∈ W , qto

ROL^ MATROIDOV V OPISANII MELKIH KLETOK BRıA257

1. f(w_1, w_2) = w_1w_0w_2;

2. w_1([n − l + 1, n]) = A, gde l = #A; 3. w^{−1}_2 ([l + 1, n]) = B.

Togda uslovie 2 iz opredeleniØ vypolnØetsØ po opredeleni¸; uslovie ße 1 bimatroida vypolnØetsØ dlØ X^+_A v silu zameqaniØ 3, a dlØ X^−_A – v silu simmetrii privedœnnyh usloviæ (zameniv f na funkci¸ f̄ , dlØ kotoroæ f̄ (w_1, w_2) = (f(w^{−1}_2 , w^{−1}_1 ))^{−1}, poluqaem te ße samye usloviØ, no s “peremenoæ znakov” u matroidov).

Po analogii s teoremoæ 2, sformuliruem teoremu o predstavlenii bimatroida:

Teorema 4. Pust~ f : W × W → W – formal~naØ melkaØ kletka,

sootvetstvu¸waØ bimatroidu X soglasno sledstvi¸ 3. Pust~ q = (q_+, q_−) – nekotoroe predstavlenie bimatroida X v prostranstve V nad polem k. Togda matrica R = ‖r_{ij}‖, takaØ, qto

q_+(i) = n∑ j=1 r_{ij}q_−(j), prinadleßit melkoæ kletke D_f . Obratno, l¸baØ matrica R ∈ D_f poluqaetsØ takim obrazom iz nekotorogo predstavleniØ bimatroida X.

Dokazatel~stvo. Deæstvitel~no, pust~ w^{−1}_1 Rw^{−1}_2 ∈ BuB, gde

u ∈ W . Pust~, krome togo, R ∈ D_f0, gde f^′ – melkaØ kletka, reali-

zu¸waØsØ nad k. Togda, soglasno zameqani¸ 1, u([1, l]) – maksimal~noe (v porØdke iz opredeleniØ 4) mnoßestvo I, dlØ kotorogo

Δ_{I,[1,l]}(w^{−1}_1 Rw^{−1}_2 ) ≠ 0. No poslednee neravenstvo v toqnosti ozna-

qaet, qto obrazy fflementov q_+(i), gde i ∈ w_1(I), v prostranstve

V /⟨q_−(w_2([l + 1, n]))⟩ obrazu¸t bazis fftogo prostranstva. A ffto, v

svo¸ oqered~, ffkvivalentno tomu, qto q_+(w_1(I)) ∪ q_−(w_2([l + 1, n])) – bazis prostranstva V . Poskol~ku (q_+, q_−) – predstavlenie bimatroida, to, takim obrazom, u([1, l]) – maksimal~noe mnoßestvo, takoe, qto w_1(I) – bazis matroida X^+_{w2([l+1,n])}. Ots¸- da f^′(w_1, w_2)w^{−1}_2 ([1, l]) = w_1u([1, l]) – takoæ bazis J matroida

X^+_{w2([l+1,n])}, dlØ kotorogo w^{−1}_1 (J) maksimal~no. No poslednee mno-

ßestvo – ne qto inoe, kak f(w_1, w_2)w^{−1}_2 ([1, l]). Takim obrazom,

f = f^′ i R ∈ R_f .

258 M. ı. MITROFANOV

ObratnaØ implikaciØ dokazyvaetsØ takim ße obrazom. �

Budem ispol~zovat~ sledu¸wie oboznaqeniØ: dlØ l¸bogo mnoßestva X qerez X_+ (sootv., X_−, X_±) budet oboznaqeno proizvedenie X × {+1} (sootv., X × {−1}, X × {−1, +1}).

Teorema 5. Pust~ X – nekotoryæ bimatroid. Togda suwestvu-

et edinstvennyæ matroid na X_±, poroßdœnnyæ bimatroidom X v tom smysle, qto A_+ ∪ B_− ∈ B(X_±) togda i tol~ko togda, kogda A ∈ B(X^+_B ). Pri fftom X_+, X_− ∈ B(X_±). Obratno, dlØ l¸bogo matroida na X_±, dlØ kotorogo X_+ i X_− ØvlØ¸tsØ bazisami, suwestvuet edinstvennyæ poroßda¸wiæ ego bimatroid na X.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno proverit~, qto dlØ semeæstva vseh mnoßestv vida A_+ ∪ B_− vypolnØetsØ uslovie zameny. Pust~ A ∈

B(X^+_B ) i C ∈ B(X^+_D ). Rassmotrim l¸boæ fflement iz (A+ ∪ B−) \

(C_+ ∪ D_−) = (A \ C)_+ ∪ (B \ D)_−. Pust~, dlØ opredelœnnosti, α ∈ A \ C. Rassmotrim dva varianta:

1. D ne soderßitsØ v zamykanii B v matroide X^−_{A\α}. Togda poloßim β ∈ D – l¸boæ fflement, ne leßawiæ v zamykanii B. Dalee, poskol~ku ob¨edinenie B ∪ β nezavisimo v X^−_{A\α} i #(B ∪ β) = #B + 1 = rk X^−_A + 1 = rk X^−_{A\α},

to B∪β ØvlØetsØ bazisom X_{A\α} i (A_+ ∪B_−)\(α, +1)∪(β, −1) =

(A \ α)_+ ∪ (B ∪ β)_− – bazis X_±.

2. D soderßitsØ v zamykanii B v matroide X^−_{A\α}. Togda D soderßitsØ v zamykanii B v ego geometriqeskom faktore – matroide X^−_{(A\α)∪C} . No fftot matroid ØvlØetsØ takße geometriqeskim faktorom X^−_C , a D ØvlØetsØ v fftom matroide sistemoæ obrazu¸wih, otkuda sleduet, qto D takße ØvlØetsØ sistemoæ obrazu¸wih X^−_{(A\α)∪C} . Pofftomu B takße ØvlØetsØ sistemoæ obrazu¸wih X^−_{(A\α)∪C} , otkuda (A \ α) ∪ C – sistema obrazu¸wih X^+_B . No A \ α – nezavisimoe mnoßestvo v X^+_B , tak kak ono soderßitsØ v bazise A. Pofftomu suwestvuet mnoßestvo E, ØvlØ¸weesØ bazisom X^+_B , i takoe, qto A \ α ⊆ E ⊆ (A \ α) ∪ C. Dalee,

#E = rk X^+_B = #A = #(A \ α) + 1,

ROL^ MATROIDOV V OPISANII MELKIH KLETOK BRıA259

pofftomu suwestvuet takoe γ ∈ C \ A, qto E = (A \ α) ∪ γ. Ots¸da (A_+ ∪ B_−) \ (α, +1) ∪ (γ, +1) = ((A \ α) ∪ γ)_+ ∪ B_− – bazis X_±.

Dokazatel~stvo obratnogo utverßdeniØ predstavlØet soboæ rutinnu¸ proverku. �

Zameqanie 6. Po postroeni¸, esli (q+, q−) – predstavlenie bimatroida, to otobraßenie q : X_± → V , dlØ kotorogo q((α, +1)) =

q_+(α), q((α, −1)) = q_−(α), ØvlØetsØ predstavleniem matroida X_±.

Takim obrazom, bolee gromozdkaØ vnexne zadaqa opisaniØ melkih kletok Br¸a svoditsØ k zadaqe o predstavleniØh odnogo matroida, v to vremØ kak zadaqa opisaniØ melkih kletok Xuberta trebuet rassmotreniØ soglasovannyh predstavleniæ posledovatel~nosti matroidov.

Literatura

1. M. Aægner, KombinatornaØ teoriØ. Mir, M. (1982). 2. A. Borel~, Lineænye algebraiqeskie gruppy. Mir, M. (1972). 3. A. V. Borovik, I. M. Gelfand, and N. White, Flag Matroids. — Manchester Centre

for Pure Mathematics, Preprint 17 (1997).

4. A. V. Borovik and I. M. Gelfand, WP-matroids and thin Schubert cells on Tits systems. — Adv. Math. 103 (1994), 162–179.

5. N. Burbaki, Gruppy i algebry Li. Mir, M. (1972).

6. C. W. Curtis, A further refinement of the Bruhat decomposition. — Proc. Amer.

Math. Soc. 102 (1988) 1, 37–42.

7. V. Deodhar, On some geometric aspects of Bruhat orderings. I. A finer decomposition of Bruhat cells. — Invent. Math. 79 (1985), 499–511.

8. S. Fomin and A. Zelevinsky, Double Bruhat cells and total positivity. — J. Amer.

Math. Soc. 12 (1999), 2, 335–380.

9. I. M. Gelfand and V. V. Serganova, Combinatorial geometries and torus strata on homogeneous compact manifolds. — Russian Math. Surveys 42 (1987), 133–168.

10. Dß. Hamfri, Lineænye algebraiqeskie gruppy. Nauka, M. (1980). 11. G. Lusztig, Coxeter orbits and eigenspaces of Frobenius. — Invent. Math. 38

(1976), 101–159.

12. J. G. Oxley, Matroid Theory. — Oxford University Press, Oxford (1992). 13. M. Putcha, Fine Bruhat decomposition of a reductive group. — Department of

Mathematics, North Carolina State University, Preprint (2000).

14. W. T. Tutte, A homotopy theorem for matroids: I, II. — Trans. Amer. Math.

Soc. 88 (1985), 144–174.

15. N. A. Vavilov, M. ı. Mitrofanov, Pereseqenie dvuh kletok Br¸a. — Dokl. RAN 377 (2001) 1, 1–4.

16. N. White, ed., Theory of Matroids. — Cambridge University Press, Cambridge

(1986).

260 M. ı. MITROFANOV

Mitrofanov M. Yu. Matroids describing Bruhat cells. The aim of this paper is to generalize results of A. V. Borovik and I. M. Gelfand to the case of two-sided small cells, which surprisingly appears to be much more simple.

Postupilo 1 oktØbrØ 2004 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet E-mail: miguelimo38@yandex.ru