Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 319, 2004 g.

A. L. Smirnov

GOMOTOPIQESKIE SVO`STVA ALGEBRAIQESKIH VEKTORNYH RASSLOENI`

Pri izuqenii vektornyh rassloeniæ na topologiqeskih prostranstvah zametnu¸ rol~ igra¸t raswepimost~ monomorfizmov i ffpimorfizmov rassloeniæ, a takße universal~nost~ tavtologiqeskogo rassloeniØ na grassmaniane. V algebraiqeskoæ geometrii ni to, ni drugoe ne imeet mesta. Naprimer, kanoniqeskoe vloßenie rassloeniæ O(−1) → O^2 na P^1 ne rasweplØetsØ, poskol~ku tavtologiqeskoe rassloenie O(−1) ne imeet netrivial~nyh global~nyh seqeniæ; neobhodimym usloviem togo, qto lineænoe rassloenie L/X moßet byt~ inducirovano tavtologiqeskim rassloeniem na P^n, ØvlØetsØ naliqie netrivial~- nyh global~nyh seqeniæ u L�^1, qto vypolneno daleko ne vsegda. Moßno skazat~, qto rabota s algebraiqeskimi vektornymi rassloeniØmi zatrudnena otsutstviem na nih, voobwe govorØ, netrivial~nyh global~nyh seqeniæ.

V fftoæ stat~e izloßena tehnika, pozvolØ¸waØ preodolet~ ffti sloßnosti i rabotat~ s rassloeniØmi v gomotopiqeskoæ algebraiqeskoæ geometrii [2, 3] stol~ ße legko, kak i v topologii. �ta tehnika byla predstavlena v preprinte I. A. Panina i avtora [1].

Pereædem k izloßeni¸ rezul~tatov. Pri fftom termin “mnogoobrazie” ispol~zuetsØ dlØ proizvol~nogo, v tom qisle i osobogo, kvaziproektivnogo mnogoobraziØ nad nekotorym fiksirovannym polem k.

Utoqnim, qto affinnoe rassloenie nad mnogoobraziem – ffto torser otnositel~no nekotorogo vektornogo rassloeniØ na fftom mnogoobrazii. Takim obrazom, affinnoe rassloenie nad X predstavlØet soboæ, pomimo proqego, nekotoroe mnogoobrazie Y vmeste so strukturnoæ proekcieæ Y → X. Kompozicieæ affinnyh rassloeniæ nazyvaetsØ otobraßenie mnogoobraziæ, kotoroe moßet byt~ razloßeno v kompozici¸ otobraßeniæ, kaßdoe iz koto-

Rabota vypolnena pri podderßke RFFI (grant 03-01-00633a). 261

262 A. L. SMIRNOV ryh predstavlØet soboæ strukturnu¸ proekci¸ nekotorogo affinnogo rassloeniØ.

Teorema 1. V fftoæ teoreme E – proizvol~noe vektornoe rasslo-

enie nad mnogoobraziem X. UtverßdaetsØ, qto 1) vloßeniØ i ffpimorfizmy vektornyh rassloeniæ gomotopiqeski raswepimy: dlØ vsØkogo vloßeniØ i : E → F (ffpimorfizma p : F → E) vektornyh X-rassloeniæ suwestvuet affinnoe rassloenie f : X̃ → X, dlØ kotorogo f�i (sootvetstvenno, f�p) raswepimo;

2) nad nekotoroæ kompozicieæ affinnyh rassloeniæ f : X̃ → X i dlØ nekotorogo n suwestvuet ffpimorfizm rassloeniæ 1^n →

f�_{(E);} 3) nad nekotoroæ kompozicieæ affinnyh rassloeniæ f : X̃ → X i dlØ nekotorogo n suwestvuet vloßenie rassloeniæ f�(E) ⊂ 1^n.

Vyxe 1^n – ffto trivial~noe vektornoe rassloenie ranga n nad X̃.

Dokazatel~stvo. V pervom utverßdenii po dvoæstvennosti do-

statoqno rassmotret~ vloßeniØ: na eX, opredelennom puqkom {q ∈ Hom(F, E) : qi = id}, tavtologiqeskaØ strelka p�F → p�E rasweplØet i, a X̃ – torser otnositel~no Hom(F/E, E).

Pereædem ko vtoromu utverßdeni¸ i predstavim X kak otkrytu¸ qast~ zamknutogo podmnogoobraziØ proektivnogo prostranstva P , a E kak faktor summy rassloeniæ vida O(d)/X. �to vozmoßno vvidu [4, 5.18] i prodolßimosti kogerentnyh puqkov s otkrytogo mnoßestva na vse mnogoobrazie [4, upr. 5.15]. Tem samym, dostatoqno proverit~ utverßdenie dlØ rassloeniØ O(d) na P . DlØ d ≥ 0 ffto rassloenie poroßdeno global~nymi seqeniØmi na samom P . DlØ d < 0 imeetsØ vloßenie O(d) ⊂ 1^m i utverßdenie sleduet iz uße proverennoæ gomotopiqeskoæ raswepimosti fftogo vloßeniØ. Tret~e utverßdenie sleduet iz vtorogo po dvoæstvennosti.

Sledstvie 1. DlØ l¸bogo vektornogo rassloeniØ E/X ranga r su-

westvuet kompoziciØ affinnyh rassloeniæ p : X̃ → X i otobraßenie f : X̃ → Gr_r(V ) dlØ nekotorogo vektornogo prostranstva V , takie, qto p�(E) = f�(τ ), gde τ – tavtologiqeskoe rassloenie.

Esli dlØ otobraßeniæ f_0 : X → Gr_r(V_0) i f_1 : X → Gr_r(V_1) rassloeniØ f�_0 (τ ) i f�_1 (τ ) izomorfny, to suwestvuet otobraßenie h : X ×A^1 → Gr_r(V ) dlØ nekotorogo vektornogo prostranstva V i

GOMOTOPIQESKIE SVO`STVA 263 lineænye vloßeniØ j_0 : Gr_r(V_0) → Gr_r(V ), j_1 : Gr_r(V_1) → Gr_r(V ) takie, qto h × 0 = j_0f_0, a h × 1 = j_1f_1.

Dokazatel~stvo. Pervoe utverßdenie ffto pereformulirovka

teoremy 1, p. 3. DlØ postroeniØ gomotopii rassmotrim nad X × A^1 vloßenie i : f�_0 (τ ) × A^1 → V_1 ⊕ V_2, zadannoe dlØ t ∈ A^1 formuloæ (1 − t)i_0 ⊕ ti_1φ, gde i_m : f�_m(τ ) ⊂ V_m – vloßenie nad X, sootvetstvu¸wee f_m, a φ : f�_0 (τ ) → f�_1 (τ ) – ime¸wiæsØ po uslovi¸ izomorfizm. Vloßenie i daet iskomu¸ gomotopi¸ h : X × A^1 → Gr_r(V_0 ⊕ V_1). �

Literatura

1. I. Panin, A. Smirnov, Push-forwards in oriented cohomology theories of algebraic

varieties. — K-theory Preprint Archives 459 (2000).

2. F. Morel, V. Voevodsky, Homotopy category of schemes over a base. — Preprint

(1997).

3. V. Voevodsky, A^1-Homotopy theory. — Doc. Math., Extra Vol. ICM 1998(I), 417–

442.

4. R. Hartshorn, AlgebraiqeskaØ geometriØ. M., Mir (1981).

Smirnov A. L. Homotopic properties of algebraic vector bundles. A technique is given which allows to work easily with vector bundles in homotopic algebraic geometry just as in topology. In particular it is proven that any monomorphism and any epimorphism of algebraic vector bundles can be split homotopically and that the tautological vector bundle on the Grassmanian is homotopically universal.

Postupilo 16 sentØbrØ 2004 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail: smirnov@pdmi.ras.ru