Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 319, 2004 g.

A. V. ˚kovlev

EWE O POGRUȷENII CIKLIQESKIH RASXIRENI` V CIKLIQESKIE

Pust~ k_1/k – cikliqeskoe rasxirenie Galua, i pust~ φ – ffpimorfizm cikliqeskoæ gruppy porØdka m na gruppu Galua rasxireniØ k_1/k. My govorim, qto rasxirenie k_1/k m-pogrußaemo (m-soglasno), esli zadaqa pogrußeniØ (k_1/k, φ) imeet rexenie (sootvetstvenno, esli dlØ fftoæ zadaqi pogrußeniØ vypolneno uslovie soglasnosti).

�toæ zadaqe byla posvØwena rabota avtora [1], v kotoroæ naædeny neobhodimye i dostatoqnye usloviØ pogrußaemosti kvadratiqnogo rasxireniØ v cikliqeskoe rasxirenie stepeni 2^n. Odnako, tam ne issledovalis~ svØzi meßdu usloviØmi soglasnosti i pogrußaemosti. DlØ poleæ algebraiqeskih qisel qastiqno ffti svØzi vyØsneny v rabote [4], kotoraØ v znaqitel~noæ stepeni stimulirovala napisanie nastoØweæ stat~i.

Teorema 1. Pust~ k – pole, harakteristika kotorogo ne ravna 2,

i pust~ n ¿ 3. Dalee, pust~ K_0 = k( √ −1), K = k(^2 n√ 1), i pust~ F i F_0 – gruppy Galua rasxireniæ K/k i K/K_0. Pust~ b ∈ K_0 – takoæ fflement, qto fflement a = Nm_{K0/k} b ∈ k ne ØvlØetsØ kvadratom. Oboznaqim qerez x, y ∈ H^0(F_0, K�) klassy fflementov a, b po modul¸ Nm_{K/K0} (K�). Predpoloßim, qto gruppa F ne cikliqeskaØ. Togda:

(1) rasxirenie k( √ a)/k 2^n-pogrußaemo togda i tol~ko togda, kogda v gruppe H^0(F_0, K�) suwestvuet takoæ fflement z, qto fflement y + 2z ∈ H^0(F_0, K�) invarianten otnositel~no gruppy F ;

(2) rasxirenie K_0( √ a)/K_0 2^n-pogrußaemo togda i tol~ko togda, kogda x ∈ 2H^0(F_0, K�);

(3) rasxirenie k( √ a)/k 2^n-soglasno togda i tol~ko togda, kogda rasxirenie K_0( √ a)/K_0 2^n-pogrußaemo

(dlØ grupp kogomoloiæ my ispol~zuem additivnu¸ zapis~).

Dokazatel~stvo. UtverßdeniØ (1) i (2) – prosto pereformuli-

rovki utverßdeniæ (d) i (c) teoremy iz raboty [1]. Pered tem, 293

294 A. V. ˚KOVLEV kak dokazyvat~ utverßdenie (3), sdelaem tri prostyh nabl¸deniØ.

– Uslovie soglasnosti neobhodimo i dostatoqno dlØ razreximosti zadaqi pogrußeniØ rasxireniØ K_0( √ a)/K_0 v cikliqeskoe rasxirenie porØdka 2^n. Deæstvitel~no, gruppa Galua rasxireniØ K_0( √ a,^2 n√ 1)/K_0 deæstvuet na gruppe harakterov Ødra fftoæ

zadaqi posredstvom cikliqeskoæ faktorgruppy, i naxe utverßdenie sleduet iz odnogo iz rezul~tatov raboty [2].

– Zadaqa pogrußeniØ rasxireniØ k( √ a)/k v cikliqeskoe rasxirenie porØdka 4 razrexima, potomu qto a = Nm_{K0/k}(b) (sm. sluqaæ (b) teoremy iz [1]).

– Uslovie soglasnosti ffkvivalentno razreximosti vseh soprovoßda¸wih brauffrovskih zadaq pogrußeniØ.

DlØ dokazatel~stva utverßdeniØ (3) ostaetsØ zametit~, qto l¸baØ soprovoßda¸waØ brauffrovskaØ zadaqa dlØ zadaqi pogrußeniØ rasxireniØ k( √ a)/k v cikliqeskoe rasxirenie porØdka 2^n ØvlØetsØ ili zadaqeæ pogrußeniØ rasxireniØ k( √ a)/k v cikliqeskoe rasxirenie porØdka 4, ili soprovoßda¸weæ zadaqeæ dlØ zadaqi pogrußeniØ rasxireniØ K_0( √ a)/K_0 v cikliqeskoe rasxirenie porØdka 2^n.

Oboznaqim dlØ kratkosti gruppu H^0(F_0, K�) qerez A; ffta gruppa ØvlØetsØ F -modulem, na kotorom gruppa F_0 deæstvuet trivial~no. Pofftomu my moßem rassmatrivat~ A kak modul~ nad cikliqeskoæ gruppoæ F/F_0 porØdka 2. Oboznaqim qerez τ fflement, poroßda¸wiæ fftu gruppu.

Sledstvie 1. Pust~ A0 – podgruppa gruppy A, sostoØwaØ iz vseh

τ -invariantnyh fflementov, i pust~ B – mnoßestvo vseh fflementov u ∈ A, takih qto (τ +1)u ∈ 2A. Esli B ≠ A_0 +2A, to suwestvuet kvadratiqnoe rasxirenie k( √ a) polØ k, kotoroe 2^n-soglasno, no ne 2^n-pogrußaemo.

Zameqanie. Oqevidno, qto B ⊇ A0 + 2A.

Dokazatel~stvo. Pust~ y ∈ B, y /∈ A0 + 2A, i pust~ b ∈ K0 – l¸-

boæ fflement, klass vyqetov kotorogo po modul¸ Nm_{K/K0} raven y ∈ A = H^0(F_0, K�). Togda x = (1 + τ )y ∈ (1 + τ )B ⊆ 2A ØvlØetsØ klassom vyqetov fflementa a = b^{1+τ} ∈ k po modul¸ Nm_{K/K0} . Poskol~ku x ∈ 2H^0(F_0, K�), a mnoßestvo y +2H^0(F_0, K�) ne soderßit ni odnogo τ -invariantnogo fflementa, iz teoremy 1 sleduet, qto rasxirenie k( √ a)/k 2^n-soglasno, no ne 2^n-pogrußaemo.

EWE O POGRUȷENII CIKLIQESKIH RASXIRENI` 295

Teorema 2. Pust~ v oboznaqeniØh i predpoloßeniØh teoremy 1

pole k ØvlØetsØ polem algebraiqeskih qisel. Esli porØdok gruppy F_0 ne men~xe 4 i H^3(F, K�) ≠ 0, to suwestvuet 2^n-soglasnoe, no ne 2^n-pogrußaemoe kvadratiqnoe rasxirenie k( √ a) polØ k.

Dokazatel~stvo. Oboznaqim qerez I, C gruppu ideleæ i gruppu

klassov ideleæ polØ K. Posledovatel~nost~ τ -moduleæ H�1_{(F0,} C_{) −→ H} 0_{(F0, K}�_{) −→ H} 0_{(F0,} I_)^α_{−→ H} 0_{(F0,} C_)

toqna. No H�^1(F_0, C) = 0, potomu qto gruppa F_0 cikliqeskaØ; sledovatel~no, A = H^0(F_0, K�) = Ker α. TeoriØ poleæ klassov pozvolØet Øvno opisat~ moduli H^0(F_0, I), H^0(F_0, C) i gomomorfizm α.

Pust~ P – mnoßestvo vseh prostyh divizorov polØ k; dlØ kaßdogo p ∈ P oboznaqim qerez F_p ⊆ F gruppu razloßeniØ l¸bogo prostogo divizora polØ K, delØwego p. Pust~ m – porØdok gruppy F_0, m_p – porØdok pereseqeniØ F_0 ∩ F_p, i pust~ q_p = m/m_p (p ∈ P ). Modul~ H^0(F_0, C) poroßdaetsØ edinstvennym fflementom e, a modul~ H^0(F_0, I) poroßdaetsØ fflementami e_p, p ∈ P ; ffti poroßda¸wie fflementy svØzany opredelØ¸wimi sootnoxeniØmi

me = 0, m_pe_p = 0 dlØ vseh p ∈ P ; τ e = e;

esli F_p * F_0, to τ e_p = e_p,

i gomomorfizm α zadaetsØ formuloæ α(e_p) = q_pe.

Esli H^3(F, K�) ≠ 0, to F_p ≠ F dlØ vseh p ∈ P ; sledovatel~- no, dlØ kaßdogo p ili τ e_p ≠ e_p, ili m_p ØvlØetsØ sobstvennym delitelem m. �to znaqit, qto α(2z) ∈ 4H^0(F_0, C) dlØ vseh teh z ∈ H^0(F_0, I), dlØ kotoryh fflementy 2z invariantny otnositel~no τ . No kaßdaØ cikliqeskaØ podgruppa gruppy F ØvlØetsØ gruppoæ razloßeniØ nekotorogo prostogo divizora polØ K. Sledovatel~no, suwestvuet divizor q ∈ P , takoæ qto F_q = F_0; togda m_q = m, i α(e_q) = e. �lement y = (τ − 1)e_q soderßitsØ v Ker α = A, i (1 + τ )y = 0 ∈ 2A. Esli z ∈ A – takoæ fflement, qto fflement y + 2z invarianten otnositel~no τ , to fflement

2(z − eq) = y + 2z − (1 + τ )eq ∈ H^0(F^0, I) toße invarianten otnosi-

tel~no τ , i α(2(z −e_q)) = −2e /∈ 4H^0(F_0, C), qto nevozmoßno. Takim obrazom, ni odin iz fflementov mnoßestva y + 2A ne ØvlØetsØ τ - invariantnym. Po sledstvi¸ 1, suwestvuet 2^n-soglasnoe, no ne

2^n-pogrußaemoe kvadratiqnoe rasxirenie k( √ a) polØ k.

296 A. V. ˚KOVLEV

Teorema 3. Pust~ v oboznaqeniØh i predpoloßeniØh teoremy 1

pole k ØvlØetsØ polem algebraiqeskih qisel, H^3(F, K�) ≠ 0 i n = 3. Esli rasxirenie k( √ a)/k 8-pogrußaemo, to suwestvu¸t takie fflementy c ∈ k, u ∈ K, qto a = c^2 Nm_{K/k} u.

Dokazatel~stvo. Pole K poluqaetsØ prisoedineniem k pol¸ k

pervoobraznogo kornØ vos~moæ stepeni iz edinicy ζ. Ego gruppa Galua – necikliqeskaØ gruppa porØdka 4, poroßdennaØ avtomorfizmami σ, τ , takimi qto ζ^τ = ζ�^1, ζ^σ = ζ^5. Po teoreme Gil~berta 90 F -modul~ K� kogomologiqeski trivialen v razmernosti 1. Pofftomu po teoreme 2 iz raboty [3] F -modul~ K� kogomologiqeski ffkvivalenten prØmoæ summe moduleæ, kaßdyæ iz kotoryh ili izomorfen celoqislennomu gruppovomu kol~cu nekotoroæ faktorgruppy gruppy F (takih faktorgrupp pØt~), ili izomorfen I ⊗ I, gde I – Ødro kanoniqeskogo ffpimorfizma

Z[F ] → Z. Esli H^3(F, K^�) ≠ 0, to vse gruppy razloßeniØ divi-

zorov polØ K ØvlØ¸tsØ sobstvennymi podgruppami F , i potomu vtoraØ gruppa kogomologiæ K�, kotoraØ izomorfno vkladyvaetsØ vo vtoru¸ gruppu kogomologiæ gruppy ideleæ, ne soderßit fflementov porØdka 4. Poskol~ku H^2(F, I ⊗ I) – cikliqeskaØ gruppa porØdka 4, gruppa K� kogomologiqeski ffkvivalentna prØmoæ summe moduleæ, kaßdyæ iz kotoryh izomorfen celoqislennomu gruppovomu kol~cu odnoæ iz pØti faktorgrupp gruppy F . Ots¸- da sleduet, qto v predpoloßeniØh teoremy 3 H�^1(F, K�) = 0.

Po teoreme iz [1], esli rasxirenie k( √ a)/k 8-pogrußaemo, to suwestvu¸t takie fflementy b_1 ∈ K_0, v ∈ K, qto b^{τ +1}_1 = a, b^τ�^1_1 = v^{1+σ} . Ots¸da sleduet, qto Nm_{K0/k} v = v^{(σ+1)(τ +1)} = (b^τ�^1_1 )^{τ +1} = 1, i, poskol~ku H�^1(F, K�) = 0, naædutsØ fflementy u, w ∈ K, takie qto v = u^τ�^1w^σ�^1. Togda b^τ�^1_1 = v^{σ+1} = u^{(σ+1)(τ}�^{1)} . Sledovatel~- no, fflement c = b_1/u^{σ+1} invarianten otnositel~no τ . S drugoæ storony, fflement c invarianten otnositel~no σ, potomu qto invariantny otnositel~no σ fflementy b_1 i u^{σ+1}. Znaqit, c ∈ k, i a = b^{τ +1}_1 = (cu^{σ+1})^{τ +1} = c^2 Nm_{K/k} u.

Sledstvie 2. Pust~ K – pole, poluqennoe prisoedineniem vseh

korneæ 8-oæ stepeni iz 1 k pol¸ algebraiqeskih qisel k, i pust~ F – gruppa Galua rasxireniØ K/k. Esli H^3(F, K�) ≠ 0, to suwestvuet fflement a ∈ Nm_{K/k}(K�), takoæ qto rasxirenie k( √ a)/k 16-soglasno, no ne 16-pogrußaemo.

Dokazatel~stvo. Pust~ K1 ⊃ K – pole, poluqennoe prisoedine-

EWE O POGRUȷENII CIKLIQESKIH RASXIRENI` 297 niem pervoobraznogo kornØ 16-æ stepeni iz 1, i pust~ F_1 – gruppa Galua rasxireniØ K_1/k. Poskol~ku H^3(F, K�) ≠ 0, oqevidno, qto i H^3(F_1, K�_1 ) ≠ 0. Po teoreme 2 suwestvuet 16-soglasnoe, no ne 16-pogrußaemoe kvadratiqnoe rasxirenie k(√a_1) polØ k. �to rasxirenie 8-soglasno, i, poskol~ku Ødro zadaqi pogrußeniØ kvadratiqnogo rasxireniØ v cikliqeskoe rasxirenie porØdka 8 – cikliqeskaØ gruppa porØdka 4, ono 8-pogrußaemo. Po teoreme 3 suwestvu¸t fflementy c ∈ k, u ∈ K, takie qto a_1 = c^2 Nm_{K/k} u. Pust~ a = Nm_{K/k} u; togda kvadratiqnoe rasxirenie k( √ a) = k( √ a_1) polØ k 16-soglasno, no ne 16-pogrußaemo.

Vyskazyvalos~ predpoloßenie, qto, pri vypolnenii usloviØ soglasnosti, prinadleßnost~ fflementa a gruppe norm iz polØ korneæ 2^n�^1-æ stepeni iz 1 dostatoqna dlØ 2^n-pogrußaemosti rasxireniØ k( √ a)/k. Kak my tol~ko qto uvideli, ffto ne tak uße v sluqae, kogda k – pole algebraiqeskih qisel, a n = 4. Ukaßem teper~ neobhodimye i dostatoqnye usloviØ 2^n-pogrußaemosti

2^n-soglasnogo kvadratiqnogo rasxireniØ.

Teorema 4. Pust~ n ¿ 4 i pust~ K1, K – polØ, poluqennye pri-

soedineniem vseh korneæ 2^n-oæ stepeni iz 1 i 2^n�^1-oæ stepeni iz 1 k pol¸ k, a K_0 = k( √ −1). Predpoloßim, qto gruppa Galua rasxireniØ K/k ne cikliqeskaØ. Pust~, dalee, k( √ a)/k – 2^n-soglasnoe kvadratiqnoe rasxirenie; togda po teoreme 1 suwestvu¸t takie fflementy u ∈ K_0, v ∈ K_1, qto a = u^2 Nm_{K1/K0} v. DlØ togo, qtoby rasxirenie k( √ a)/k bylo 2^n-pogrußaemym, neobhodimo i dostatoqno, qtoby proizvedenie a Nm_{K0/k}(1/u) prinadleßalo gruppe norm Nm_{K/k} K�.

Dokazatel~stvo.

Dostatoqnost~. Poskol~ku rasxirenie k( √ a)/k ØvlØetsØ 2^nsoglasnym, a potomu i 4-soglasnym, a znaqit, i 4-pogrußaemym, suwestvuet takoæ fflement b ∈ K_0, qto a = Nm_{K0/k} b. Pust~ r = (K : K_0); togda gruppa Galua rasxireniØ K_1/k poroßdaetsØ dvumØ fflementami σ, τ , svØzannymi opredelØ¸wimi sootnoxeniØmi τ^2 = σ^{2r} = 1, στ = τ σ; pri fftom σ poroßdaet gruppu Galua rasxireniØ K_1/K_0, pole K ØvlØetsØ podpolem polØ K_1, prinadleßawim podgruppe, poroßdennoæ σ^r , a ograniqenie τ na K_0 poroßdaet gruppu Galua rasxireniØ K_0/k.

Pust~ w ∈ K – takoæ fflement, qto a Nm_{K0/k}(1/u) = Nm_{K/k} w.

298 A. V. ˚KOVLEV Togda (b/u)^{1+τ} = a Nm_{K0/k}(1/u) = w^{(1+σ+...+σ} r�1_{)(1+τ )} , i po teoreme Gil~berta 90 naædetsØ takoæ fflement u_1 ∈ K_0, qto

b/u = u^τ�^1_1 w^{1+σ+...+σ} r�1 . My poluqaem teper~, qto

a/b^2 = (u/b)^2 Nm_{K1/K0} v = (u^1�^τ_1 )^2(w^{2(1+σ+...+σ} r�1_)

)�1_{NmK1/K0 v =}

= (u^1�^τ_1 )^2 Nm_{K1/K0} (v/w),

a ffto kak raz i est~ dostatoqnoe uslovie 2^n-pogrußaemosti iz [1].

Neobhodimost~. Esli rasxirenie k( √ a)/k 2^n-pogrußaemo, to po teoreme iz [1] naædutsØ takie fflementy u_1 ∈ K_0, v_1 ∈ K_1, qto a = (bu^1�^τ_1 )^2 Nm_{K1/K0} v_1. Togda

`_{bu1}�_{τ1 v1+σ+...+σ}r�1 1 uv^{1+σ+...+σ}r�^1 ´_{1+σ}r_{= (bu1}�_{τ1 )2 NmK1/K0 v1}

u^2 Nm_{K1/K0} v = a/a = 1, i po teoreme Gil~berta 90 suwestvuet takoæ fflement w ∈ K_1, qto bu^1�^τ_1 /u = w^1�^σ r (v^{1+σ+...+σ} r�1 )/(v^{1+σ+...+σ} r�1 1 ) = v^{1+σ+...+σ} r�1 2 , gde v_2 = w^1�^σv/v_1 . Poskol~ku bu^1�^τ_1 /u ∈ K_0, fflement bu^1�^τ_1 /u invarianten otnositel~no σ, i potomu v^1�^{σr}_2 = (v^{1+σ+...+σr} �1 2 )^1�^σ = (bu^1�^τ_1 /u)^1�^σ = 1. Sledovatel~no, fflement v_2 prinadleßit pod-

pol¸ K polØ K_1. Teper~ my poluqaem:

a Nm_{K0/k}(1/u) = (bu^1�^τ_1 /u)^{1+τ} = v^{(1+σ+...+σ} r�1_{)(1+τ )}

2 = Nm_{K/k} v_2.

Literatura 1. A. V. ˚kovlev, Pogrußenie cikliqeskogo rasxireniØ v cikliqeskoe. — Zap. nauqn. semin. POMI 265 (1999), 306–313.

2. A. V. ˚kovlev, Zadaqa pogrußeniØ poleæ. — IzvestiØ AN SSSR, ser.

matem. 28, ˝ 3 (1964), 645–660.

3. A. A. ˚kovleva, Moduli s trivial~nymi 1-kogomologiØmi. — Algebra i Analiz 12, ˝ 3 (2000), 201–222.

EWE O POGRUȷENII CIKLIQESKIH RASXIRENI` 299 4. V. V. Ixhanov, B. B. Lur~e, Ob odnoæ zadaqe pogrußeniØ s cikliqeskim

Ødrom. — Zap. nauqn. semin. POMI 305 (2003), 144–152.

Yakovlev A. V. More about the embedding of a cyclic extension into a cyclic extension.

The connections between the concordance condition and the solvability of the problem of embedding of a cyclic Galois extension into another cyclic Galois extension are investigated.

Postupilo 1 oktØbrØ 2004 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: yakovlev@yak.pdmi.ras.ru