Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 320, 2004 g.

ı. L. Botnikov

NERAVENSTVA TIPA D�VISA DL˚ NEKOTORYH DIFFUZIONNYH PROCESSOV

1. Vvedenie

Neravenstva tipa Dffvisa byli poluqeny vpervye v rabote [3] (1970) kak martingal~nye obobweniØ neravenstv Hinqina ([8], 1923) s cel~¸ rasxireniØ sfery deæstviØ neravenstv Burkhol~- dera ([2], 1966). Neravenstva tipa Dffvisa ØvlØ¸tsØ dvustoronnimi maksimal~nymi neravenstvami. IstoriØ poluqeniØ takogo roda neravenstv podrobno izloßena v [10].

Cel~¸ dannoæ raboty ØvlØetsØ poluqenie neravenstv tipa Dffvisa dlØ dvuh tipov diffuzionnyh processov: besselevskih processov razmernosti δ > 1 i radial~nogo processa Ornxteæna-Ulenbeka razmernosti δ ≥ 1. Osnovoæ dlØ neœ poslußila rabota Graversena i Pexkira ([6]), v kotoroæ rassmatrivaetsØ nepreryvnyæ process, ØvlØ¸wiæsØ rexeniem sledu¸wego stohastiqeskogo differencial~nogo uravneniØ (SDU) Lanßeve- na: dU_t = −βU_tdt + dW_t, (1) s naqal~nym usloviem U_0 = 0, gde β > 0. DlØ nego byli poluqeny sledu¸wie neravenstva tipa Dffvisa ([6]).

Teorema 1 (S. E. Graversen, G. Peskir, 2000). Pust~ U = (Ut)t≥0

– uslovnyæ process Ornxteæna–Ulenbeka, ØvlØ¸wiæsØ rexeniem SDU Lanßevena (1).

Togda suwestvu¸t universal~nye konstanty A_1 > 0 i A_2 > 0 takie, qto

A_1 √ β E^√ln(1 + βτ ) ≤ E( max_{0≤t≤τ} |Ut|) ≤^{A2}√_β E^√ln(1 + βτ ) (2)

dlØ proizvol~nyh momentov ostanovki τ otnositel~no fil~tra-

cii F = (Ft)t≥0, gde Ft = σ(W≤t), i W = (Wt)t≥0 – vinerovskiæ

process iz uravneniØ (1). 30

NERAVENSTVA TIPA D�VISA 31 Dokazatel~stvo teoremy 1 osnovano na primenenii principa dominirovaniØ LenglØra (sm. [6] ili [9]). V rezul~tate nekotorogo obobweniØ principa dominirovaniØ LenglØra my poluqaem neravenstva tipa Dffvisa dlØ besselevskih processov razmernosti δ > 1 i radial~nogo processa Ornxteæna–Ulenbeka razmernosti δ ≥ 1.

2. Princip dominirovaniØ

Dopustim, nam izvestno, qto process X dominiruetsØ processom A, v tom smysle, qto process X, ostanovlennyæ v proizvol~- nyæ ograniqennyæ moment ostanovki τ , “v srednem” prinimaet znaqeniØ ne bol~xie, qem process A, ostanovlennyæ v tot ße moment vremeni, to est~ EXτ ≤ EAτ < +∞. (3) Princip dominirovaniØ LenglØra pozvolØet ocenit~ sverhu nekotorym funkcionalom ot A matematiqeskoe oßidanie maksimuma preobrazovaniØ H(X) na intervale do proizvol~nogo (vozmoßno neograniqennogo) momenta ostanovki τ , esli H prinadleßit nekotoromu klassu vewestvennoznaqnyh monotonnyh funkciæ.

V ([9]) predpolagalos~, qto X_0 = A_0 = 0 (sluqaæ a = 0 v teoreme 2). V naxem obobwenii principa dominirovaniØ predpolagaetsØ, qto X i A ime¸t nekotoroe obwee neotricatel~noe naqal~noe znaqenie.

OsnovnaØ ideØ primeneniØ principa dominirovaniØ dlØ poluqeniØ neravenstv tipa Dffvisa sostoit v poluqenii nekotorogo ravenstva dlØ matematiqeskih oßidaniæ ostanovlennyh processov, kotoroe v dal~neæxem rassmatrivetsØ kak “vzaimnoe dominirovanie” fftih processov. Pooqerœdno prinimaØ odin process za X, a drugoæ za A, i primenØØ princip dominirovaniØ, my moßem poluqit~ obe qasti neravenstva tipa Dffvisa.

Oboznaqim R_+^Δ= {x : x ≥ 0}.

Teorema 2 (Obobwenie principa dominirovaniØ LenglØra).

Pust~ (Ω, F, F = (F_t)_{t≥0}, P) – veroØtnostnoe prostranstvo so standartnoæ fil~tracieæ. Dopustim, qto vypolnØ¸tsØ sledu¸- wie usloviØ:

32 ı. L. BOTNIKOV

1. X = (X_t)_{t≥0} – F-soglasovannyæ poloßitel~nyæ sluqaænyæ process s nepreryvnymi sprava i ime¸wimi predely sleva traektoriØmi, takoæ, qto X_0 = a, gde a ≥ 0 – nekotoraØ konstanta.

2. A = (A_t)_{t≥0} –F-soglasovannyæ vozrasta¸wiæ nepreryvnyæ sluqaænyæ process takoæ, qto A_0 = a.

3. H : R_+ −→ R_+ – vozrasta¸waØ funkciØ klassa C^1(R_+) takaØ, qto H(0) = 0.

4. Process X = (X_t)_{t≥0} dominiruetsØ processom A = (A_t)_{t≥0}, to est~ dlØ proizvol~nyh ograniqennyh F-soglasovannyh momentov ostanovki τ spravedlivo neravenstvo (3).

Togda vypolnØetsØ sledu¸wee neravenstvo:

E sup_{0≤t≤τ} H(Xt) ≤ E(^~H (Aτ )), (4)

dlØ proizvol~nyh F-soglasovannyh momentov ostanovki τ , gde ~H(0) = 0 i ~H(x) = x ∞∫ x 1 s dH(s) + 2H(x) pri x > 0. (5)

Dokazatel~stvo. �to dokazatel~stvo ØvlØetsØ analogom doka-

zatel~stva principa dominirovaniØ LenglØra ([6, 9]), obobwœnnym na sluqaæ processov X i A s neotricatel~nym naqal~nym znaqeniem. Simvolom 1_A budem oboznaqat~ indikatornu¸ funkci¸ sobytiØ A.

Rassmotrim funkci¸ H(x), opredelœnnu¸ v punkte 3 teoremy. Ocenim E(sup_{0≤t≤τ} H(X_t)) dlØ proizvol~nogo ograniqennogo momenta ostanovki τ .

E( sup_{0≤t≤τ} H(Xt)) = E(H( sup_{0≤t≤τ} Xt)) = H(a) + E^( sup0ˇtˇτ Xt ∫ a dH(s) ) =

= H(a) + E (^∞∫ a 1_{{sup0}ˇ_tˇ_{τ Xt≥s}}dH(s) )_{t. Fubini} =

= H(a) + ∞∫ a P{ sup_{0≤t≤τ} Xt ≥ s}dH(s) ≤

NERAVENSTVA TIPA D�VISA 33 ≤ H(a) + ∞∫ a (P{ sup_{0≤t≤τ} Xt ≥ s, Aτ ≤ s} + P{ sup_{0≤t≤τ} Xt ≥ s, Aτ > s})dH(s) ≤ H(a) + ∞∫ a (P{ sup_{0≤t≤τ} Xt ≥ s, Aτ ≤ s} + P{Aτ > s})dH(s). Rassmotrim sledu¸wie momenty ostanovki:

τ_1 = inf{t ≥ 0 | X_t > s}, τ_2 = inf{t ≥ 0 | A_t > s}.

Dalee, ispol~zuØ neravenstvo Qebyxœva i svoæstvo dominirovaniØ (3), poluqaem dlØ s ≥ a: P{ sup_{0≤t≤τ} Xt ≥ s, Aτ ≤ s} ≤ P{τ1 ≤ τ ≤ τ2} ≤ ≤ P{Xτ∧τ_1∧τ_2 ≥ s} ≤^1_s EXτ ∧τ_1 ∧τ_2 ≤^1_s EAτ ∧τ_1 ∧τ_2 .

Dalee, ocenim,

E^( sup_{0≤t≤τ} H(Xt)^) ≤ H(a)+ +∞∫ a 1 s EAτ∧τ_1 ∧τ_2 dH(s) + +∞∫ a P{Aτ > s}dH(s) = = H(a)+ +∞∫ a ( 1 s E^(Aτ_1∧τ_2∧τ 1{A_τ ≤s}^)+^1_s E^(Aτ_1∧τ_2∧τ 1{A_τ >s}^{))} dH(s)+ + +∞∫ a P{Aτ > s}dH(s) ≤ H(a) + +∞∫ a 1 s E^(Aτ 1{A_τ ≤s}^) dH(s)+ + +∞∫ a 1 s E^(Aτ_2 1{A_τ >s}^) dH(s) + +∞∫ a P{Aτ > s}dH(s). Ispol~zuØ to, qto A_{τ2} = s pri s ≥ a v silu opredeleniØ τ_2 i nepreryvnosti processa A, poluqaem, qto +∞∫ a 1 s E^(Aτ_2 1{A_τ >s}^) dH(s) = +∞∫ a P{Aτ > s}dH(s).

34 ı. L. BOTNIKOV

Znaqit, H(a) + +∞∫ a 1 s E^(Aτ 1{A_τ ≤s}^) dH(s)+ + +∞∫ a 1 s E^(Aτ_2 1{A_τ >s}^) dH(s) + +∞∫ a P{Aτ > s}dH(s) = = H(a) + +∞∫ a 1 s E^(Aτ 1{A_τ ≤s}^) dH(s) + 2 +∞∫ a P{Aτ > s}dH(s) = = H(a) + E A_τ +∞∫ a ( 1_{{Aτ ≤s}} s ) dH(s) + 2 +∞∫ a E^(1{A_τ >s}^) dH(s) = = H(a) + E A_τ +∞∫ A_τ 1 s dH(s) + 2E +∞∫ a 1_{{Aτ >s}}dH(s) =

= H(a) + E A_τ +∞∫ A_τ 1 s dH(s) + 2E(H(Aτ )) − 2H(a) =

= E(^~H (Aτ )) − H(a) ≤ E(^~H (Aτ )).

Takim obrazom, neravenstvo (4) dokazano dlØ proizvol~nyh ograniqennyh momentov ostanovki τ .

Pust~ teper~ τ – proizvol~nyæ moment ostanovki (ne obØzatel~no ograniqennyæ). V fftom sluqae rassmotrim posledovatel~nost~ momentov ostanovki {τ_k}_{k∈} N, gde τ_k = τ ∧ k.

Zametim, qto ~H ØvlØetsØ vozrasta¸weæ funkcieæ na R_+, tak kak ~H^′(x) = +∞∫ x 1 s dH(s) − x 1 x H^′(x) + 2H^′(x) =

= H^′(x) + +∞∫ x 1 s dH(s) ≥ 0, poskol~ku H(x) vozrastaet na R_+.

NERAVENSTVA TIPA D�VISA 35 Tak kak τ_k ≤ τ , A_t ØvlØetsØ vozrasta¸wim processom, a ~H – vozrasta¸waØ funkciØ, to spravedlivo neravenstvo

E(^~H (Aτ_k )) ≤ E(^~H (Aτ )).

DlØ momenta ostanovki τ_k imeem,

E^( sup_{0≤t≤τk} H(Xt)^) ≤ E(^~H (Aτ_k )).

E^( sup_{0≤t≤τk} H(Xt)^) = E^{((} sup_{0≤t≤τ} H(Xt)^) 1{τ≤k}^) + +E^{((} sup_{0≤t≤k} H(Xt)^) 1{τ>k}^) ≥ ≥ E^{((} sup_{0≤t≤τ} H(Xt)^) 1{τ≤k}^) . (6) Tak kak ( sup 0≤t≤τ H(X_t) ) 1_{{τ≤k}}^{p.n.}→_{k→+∞} sup_{0≤t≤τ} H(X_t), to po teoreme Lebega o maßoriruemoæ shodimosti imeem, lim k→+∞ E (( sup 0≤t≤τ H(X_t) ) 1_{{τ≤k}} ) = E^( sup_{0≤t≤τ} H(Xt)^) .

I ots¸da, ispol~zuØ (6), v itoge poluqaem

E^( sup_{0≤t≤τ} H(Xt)^) = lim_{k→+∞} E^{((} sup_{0≤t≤τ} H(Xt)^) 1{τ≤k}^) ≤

≤ lim inf k→+∞ E ( sup 0≤t≤τ_k H(X_t) ) ≤ lim inf k→+∞ E ( ~H (A_{τk} )) ≤ E( ~H (A_τ ))

dlØ proizvol~nyh momentov ostanovki τ . �

36 ı. L. BOTNIKOV

3. Neravenstva tipa Dffvisa dlØ besselevskih processov

Opredelenie 1 (sm., naprimer, [5]). DlØ proizvol~nyh δ ≥ 0

i z_0 ≥ 0 edinstvennoe sil~noe rexenie SDU (na veroØtnostnom prostranstve, na kotorom zadan vinerovskiæ process W = (W_t)_{t≥0}) dZ_t = δdt + 2 √ Z_tdW_t, Z_0 = z_0 (7)

nazyvaetsØ kvadratom δ-mernogo besselevskogo processa i oboznaqaetsØ BESQ^δ_{z0} .

Opredelenie 2. Kvadratnyæ koren~ processa BESQ^δ_y2 , δ ¿ 0,

y > 0 nazyvaetsØ besselevskim processom razmernosti δ i oboznaqaetsØ BES^δ_y .

DlØ δ > 1 process BES^δ_{r0} ØvlØetsØ sil~nym rexeniem uravneniØ dR_t = δ − 1 2 1 R_t dt + dW_t. (8) Zameqanie. Suwestvovanie sil~nogo rexeniØ uravneniØ (8) do-

kazyvaetsØ, naprimer, v [4]. Nekotorye maksimal~nye neravenstva dlØ besselevskih processov byli poluqeny v rabote [7].

Horoxo izvestno, qto dlØ natural~nyh znaqeniæ parametra razmernosti δ besselevskiæ process R_t(δ) ≡ R_t moßet byt~ opredelœn kak modul~ radius-vektora

(W^{(1)}_t , W^{(2)}_t , . . . , W^{(δ)}_t ),

gde W^{(k)} = (W^{(k)}_t )_{t≥0}, 1 ≤ k ≤ δ - nezavisimye vinerovskie processy.

To est~,

R_t = √( W^{(1)}_t

)_2 + ( W^{(2)}_t

)_2 + · · · + ( W^{(δ)}_t

)_2 , t ≥ 0. (9) My dokaßem, qto dlØ besselevsogo processa imeet mesto sledu¸wee neravenstvo tipa Dffvisa.

Teorema 3. Pust~ R = (Rt)t≥0 – process BES^δ_{r0} , gde R0 = r0 =

const ≥ 0.

Togda 1 3 E^√δτ + r^2_0 ≤ E^( sup_{0≤t≤τ} Rt^) ≤ 3E^√δτ + r^2_0 (10)

NERAVENSTVA TIPA D�VISA 37 dlØ proizvol~nyh momentov ostanovki τ otnositel~no fil~tra-

cii F = (Ft)t≥0, gde Ft = σ(W≤t), i W = (Wt)t≥0 – vinerovskiæ

process iz uravneniØ (8).

Dokazatel~stvo. Po formule Ito dlØ l¸boæ funkcii F (x) ∈ C^2

imeem

F (R_t) = F (R_0) + t∫ 0 (L F )(R_s)ds + t∫ 0 F^′(R_s)dW_s, (11) gde L = δ − 1 2 1 x ∂ ∂x + 1 2 ∂^2 ∂x^2 – infinitezimal~nyæ operator dlØ processa R. DlØ differencial~nogo uravneniØ LF = 1 rassmotrim ego rexenie

F (x) = x^2 δ . Pust~ τ – ograniqennyæ moment ostanovki. Iz (11) sleduet, qto F (R_τ ) = F (R_0) + τ∫ 0 (L F )(R_s)ds + τ∫ 0 F^′(R_s)dW_s. (12)

Voz~mœm matematiqeskoe oßidanie obeih qasteæ ravenstva (12). Poluqaem

EF (Rτ ) =^{r20}_δ + E τ∫ 0 (L F )(R_s)ds + E τ∫ 0 F^′(R_s)dW_s. UqityvaØ, qto E ∫_τ 0 F^′(R_s)dW_s = 0, my prihodim k sledu¸wemu ravenstvu dlØ proizvol~nyh ograniqennyh momentov ostanovki τ : EF (Rτ ) = E^(τ +^{r20}_δ^) . (13)

FunkciØ F (x) ØvlØetsØ strogo vozrasta¸weæ na R_+. DlØ primeneniØ principa dominirovaniØ poloßim

H(x)^Δ= F^{−1}(x) = √ δx.

38 ı. L. BOTNIKOV

Vyqislim funkci¸ ~H(x) = x ∞∫ x 1 s dH(s) + 2H(x). Imeem ∞∫ x 1 s dH(s) = δ 2 +∞∫ x ds s √ δs = √ δ 2 2 √ x = H(x) x . Otkuda sleduet, qto ~H(x) = 3H(x). (14)

Voz~mœm X_t = F (R_t) i A_t = t +^{r20}_δ . PrimenØØ (4), my poluqaem ocenku sverhu:

E^( sup_{0≤t≤τ} Rt^) = E^( sup_{0≤t≤τ} H(F (Rt))^) ≤ 3H(Aτ ) = 3E^√δτ + r^2_0 . (15)

DlØ dokazatel~stva ocenki snizu pereoboznaqim X_t = t +^{r20}_δ i A_t = sup_{0≤s≤t} F (R_s). Iz (13) sleduet, qto dlØ vsØkih ograniqennyh momentov ostanovki τ

E^(τ +^{r20}_δ^) ≤ E^( sup_{0≤t≤τ} F (Rt)^) .

V itoge, primenØØ (4), my poluqaem

E^√δτ + r^2_0 = E^( sup_{0≤t≤τ} H(Xt)^) ≤

≤ 3H(A_τ ) = 3E ( sup 0≤t≤τ R_t ) .� (16)

4. Neravenstva tipa Dffvisa dlØ radial~nogo processa Ornxteæna–Ulenbeka

Opredelenie 3 (sm. [5]). Pust~ β, σ > 0, δ ¿ 1. Process Qt nazy-

vaetsØ radial~nym processom Ornxteæna–Ulenbeka razmernosti δ s parametrom β, esli on ØvlØetsØ rexeniem sledu¸wego SDU dQ_t = ( βσ^2(δ − 1) Q_t − βQ_t ) dt + √ 2βσdW_t, Q_0 = q_0 ≥ 0. (17)

NERAVENSTVA TIPA D�VISA 39 Otmetim takße, qto my moßem poluqit~ radial~nyæ process Ornxteæna–Ulenbeka iz besselevskogo processa s pomow~¸ nesluqaænoæ zameny vremeni (sm., naprimer, [1]): Q_t = σ exp{−βt}R_{exp{2βt}−1}. (18) Rassmotrim m ∈ N nezavisimyh processov Ornxteæna–Ulenbeka, ØvlØ¸wihsØ rexeniØmi SDU

dU^{(k)}_t = −βU^{(k)}_t dt + σ √ 2βdW^{(k)}_t , t ≥ 0, 1 ≤ k ≤ δ, gde {(W^{(k)}_t )_{t≥0}}, – nezavisimye vinerovskie processy, β > 0 i σ > 0. Izvestno, qto dlØ natural~nyh znaqeniæ m radial~nyæ process Ornxteæna-Ulenbeka Q_t razmernosti m moßet byt~ opredelœn kak modul~ radius-vektora

(U^{(1)}_t , U^{(2)}_t , . . . , U^{(δ)}_t ),

to est~, kak

Q_t = √( U^{(1)}_t

)_2 + ( U^{(2)}_t

)_2 + · · · + ( U^{(δ)}_t

)_2 , t ≥ 0. (19)

Spravedlivo sledu¸wee neravenstvo tipa Dffvisa dlØ radial~nogo processa Ornxteæna–Ulenbeka.

Teorema 4. Pust~ Q = (Qt)t≥0 – radial~nyæ process Ornxteæna–

Ulenbeka, ØvlØ¸wiæsØ rexeniem (17). Vvedœm funkcional

I_t = t∫ 0 e^{Q2s/2σ2} ds. (20) Togda √ 2 3 σ E^√ln(e^{q2}0^{/2σ2} + βδIτ ) ≤ E( sup_{0≤t≤τ} Qt) ≤ ≤ 3 √ 2σ E^√ln(e^{q2}0^{/2σ2} + βδIτ )

(21)

dlØ proizvol~nyh momentov ostanovki τ otnositel~no fil~tra-

cii F = (Ft)t≥0, gde Ft = σ(W≤t), i W = (Wt)t≥0 – vinerovskiæ

process iz uravneniØ (17).

40 ı. L. BOTNIKOV

Dokazatel~stvo. DlØ l¸boæ funkcii F (x) ∈ C^2 po formule Ito

my poluqaem,

F (Q_τ ) = F (Q_0) + τ∫ 0 (L F )(Q_s)ds + τ∫ 0 F^′(Q_s)dW_s, (22) gde L = ( βσ^2 (δ − 1) q − βq ) ∂ ∂q + βσ^2

∂^2 ∂q^2 – infinitezimal~nyæ operator dlØ processa Q.

Rassmotrim uravnenie L F = exp(q^2/2σ^2). Ego rexeniØ ime¸t vid F (q) = 1 δβ e^{q2/2σ2} + c, gde c = const. Budem rassmatrivat~ takoe rexenie, qto F (0) = 0, to est~ F (q) = 1 δβ ( e^{q2/2σ2} − 1 ) . FunkciØ F (q) vozrastaet na R_+, pofftomu my moßem rassmatrivat~ obratnu¸ k neæ funkci¸

H(q) ≡ H(q; β, σ, δ)^Δ= F^{−1}(q) = σ √ 2 ln(δβq + 1), kotoraØ opredelena na R_+.

Oboznaqim ~H(q) ≡ ~H(q; β, σ, δ) = = q ∞∫ q 1 s dH(s) + 2H(q), q ≥ 0. (24) Rassmotrim funkci¸ ^G(q, β, σ, δ) = q H(q) ∞∫ q 1 s dH(s) =

= q 2 √ ln(1 + δβq) +∞∫ q δβds s(1 + δβs) √ ln(1 + δβs) . V sledu¸weæ lemme my dokaßem ograniqennost~ ^G(q, β, σ, δ) ediniceæ. �to budet oznaqat~, qto integral v pravoæ qasti (24) ne prevoshodit H(q).

NERAVENSTVA TIPA D�VISA 41

Lemma 1. Pri q > 0 verno neravenstvo:^^G(q, β, σ, δ) ≤ 1. Dokazatel~stvo. Vvedœm funkci¸

G(q; β)^Δ= q 2 √ ln(1 + βq) +∞∫ q ds s(1 + βs) √ ln(1 + βs) . Oqevidno, qto ^G(q, β, σ, δ) = q 2 √ ln(1 + βδq) +∞∫ q ds s(1 + βδs) √ ln(1 + βδs) =

= βδq 2 √ ln(1 + βδq) +∞∫ βδq ds s(1 + s) √ ln(1 + s) = ^G(qδβ, 1, 1, 1, 0) = G(qδβ, 1). To est~ teper~ dostatoqno dokazat~, qto G(q, 1) ≤ 1 pri q > 0. DlØ fftogo nußno pokazat~, qto +∞∫ q ds √ ln(1 + s)(1 + s)s ≤ 2 √ ln(1 + q) q , pri q > 0. Nesloßno proverit~, qto 2 √ ln(1 + q) q = +∞∫ q ( 2 √ ln(1 + s) s^2 − 1 √ ln(1 + s)(1 + s)s ) ds. Teper~ nam dostatoqno dokazat~, qto +∞∫ q 2ds √ ln(1 + s)(1 + s)s ≤ +∞∫ q 2 √ ln(1 + s) s^2 ds pri q > 0. DlØ fftogo pokaßem, qto 2 √ ln(1 + s)(1 + s)s ≤ 2 √ ln(1 + s) s^2 pri s > 0,

to est~, qto s 1 + s

≤ ln(1 + s), pri s > 0.�

42 ı. L. BOTNIKOV

Prodolßim dokazatel~stvo teoremy 4. Iz lemmy 1 sleduet, qto ~H(q, β, σ, δ) ≤ 3H(q, β, σ, δ) (25) na R+._{Voz~mœm matematiqeskoe oßidanie ot obeih qasteæ ravenstva}

(22). Zatem, uqityvaØ, qto stohastiqeskiæ integral v (22) imeet nulevoe matematiqeskoe oßidanie, my poluqaem ravenstvo:

EF (Qτ ) = E I_τ + ( e^{q20/2σ2} − 1 ) βδ (26)

dlØ proizvol~nyh ograniqennyh momentov ostanovki τ .

Togda usloviØ principa dominirovaniØ vypolnØ¸tsØ pri X_t = F (Q_t) i A_t = I_t + ( e^{q20 /2σ2} − 1 ) /(βδ). PrimenØØ (4) i (25), poluqaem ocenku sverhu

E( sup_{0≤t≤τ} Qt) = E( sup_{0≤t≤τ} H(F (Qt))) ≤

≤ 3EH(Aτ ) = 3^√2 σ E^√ln(e^{q2}0^{/2σ2} + δβIτ ).

Iz (26) sleduet, qto E I_τ + ( e^{q20 /2σ2} − 1 ) βδ ≤ E( sup_{0≤t≤τ} F (Qt)). S uqœtom poslednego neravenstva my moßem primenit~ (4) dlØ X_t = I_t + ( e^{q20 /2σ2} − 1 ) /(βδ) i A_t = sup_{0≤s≤t} F (Q_s). To est~ my poluqaem ocenku snizu √ 2 σ E^√ln(e^{q2}0^{/2σ2} + δβIτ ) = E( sup_{0≤t≤τ} H(F (Qt))) ≤

≤ 3EH(F (Qτ )) = 3E( sup_{0≤t≤τ} Qt). �

Avtor vyraßaet blagodarnost~ O. V. Rusakovu za pomow~ i konstruktivnye zameqaniØ v processe napisaniØ raboty.

NERAVENSTVA TIPA D�VISA 43

Literatura

1. A. N. Borodin, P. Salminen, Spravoqnik po brounovskomu dvißeni¸.

“Lan~”, S.-Peterburg (2000).

2. D. L. Burkholder, Martingale transforms. — Ann. Math. Statist. 37 (1966), 1494–1504.

3. B. Davis, On the integrability of the martingale square function. — Israel J. Math.

8 (1970), 187–190.

4. A. Göing-Jaeschke, Some generalizations of Bessel processes. — Risklab report, April (1997).

5. A. Göing-Jaeschke, M. Yor, A survey and some generalizations of Bessel process.

— Risklab report (1999).

6. S. E. Graversen, G. Peskir, Maximal inequalities for the Ornstein–Uhlenbeck process. — Proc. Amer. Math. Soc. 128 (2000), 3035–3041.

7. S. E. Graversen, G. Peskir, Maximal inequalities for Bessel processes. — J. Inequal. Appl. 2 (1998), 99–119.

8. A. Khintchine, Über dyadische Bruche. — Math. Z. 18 (1923), 109–116. 9. E. Lenglart, Relation de domination entre deux processus. — Ann. Inst. Poincaré Probab. Statist. 13 (1977), 171–179.

10. G. Pexkir, A. N. XirØev, Neravenstva Hinqina i martingal~noe rasxirenie sfery ih deæstviØ. — Uspehi mat. nauk 50, vyp. 5 (1995), 305.

Botnikov Yu. L. Davis-type inequalities for a number of diffusion processes.

In this paper we obtain Davis-type maximal inequlaities for Bessel process of dimension parameter δ > 1 and for the radial Ornstein–Uhlenbeck process. The proofs are based on generalization of the Lenglart domination principle.

Postupilo 25 maØ 2004 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: botnikov@rambler.ru