Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 320, 2004 g.

M. S. Ermakov

MINIMAKSNOE OBNARUȷENIE SIGNALA V VESOVOM GAUSSOVSKOM BELOM XUME Postanovka zadaqi. Osnovnye rezul~taty. Pust~ na interva-

le (0, 1) nabl¸daetsØ sluqaænyæ process Y (t) zadavaemyæ stohastiqeskim differencial~nym uravneniem dY (t) = S(t)dt + ϵq(t)dw(t), ϵ > 0, (1) gde dw(t) – gaussovskiæ belyæ xum i q(t) – vesovaØ funkciØ. Xum q(t)dw(t) obyqno nazyvaetsØ vesovym gaussovskim belym xumom (sm. [2, 6]). TakaØ model~ estestvennym obrazom voznikaet v teorii statistiqeskih vyvodov. Kak pokazyva¸t rezul~taty po asimptotiqeskoæ ffkvivalentnosti statistiqeskih ffksperimentov (sm. [1, 8]) k neæ svodØtsØ zadaqi asimptotiqeskih statistiqeskih vyvodov o plotnosti raspredeleniØ i regressii. Zadaqi ocenivaniØ v vesovom gaussovskom belom xume rassmatrivalis~ v [2, 6]. Voprosy neparametriqeskoæ proverki gipotez dlØ takoæ modeli menee izuqeny, hotØ i analogiqnaØ model~ i rassmatrivalas~ v neskol~ko drugih situaciØh (sm. [4, 5]). Po suwestvu cel~ raboty pokazat~, qto rezul~taty malo otliqa¸tsØ ot sluqaØ q(t) = 1, issledovannogo v [3].

O signale predpolagaetsØ izvestnym, qto S(t) = ∞∑ j=1 s_j ϕ_j(t),

S = {s_j }^∞_1 ∈ U = {S = {s_j }^∞_1 , ∞∑ j=1 a_j s^2_j 6 P_0, s_j ∈ R^1}, (2)

gde ϕ_j (t) – ortonormirovannaØ sistema funkciæ v L_2(0, 1) i P_0 > 0, a_j > 0 – zadannye qisla. V sluqae trigonometriqeskoæ sistemy funkciæ i a_{2j} = a_{2j+1} = 1 + (2πj)^{2β} , β > 0 takaØ apriornaØ

NastoØwaØ rabota qastiqno podderßivalas~ grantami RFFI-NNIO 04-01-04001, RFFI 02-01-00262, i NX 2258.2003.1. 54

MINIMAKSNOE OBNARUȷENIE SIGNALA 55 informaciØ sootvetstvuet predpoloßeni¸, qto signal prinadleßit xaru v prostranstve Soboleva.

My budem proverØt~ gipotezu, qto signal otsutstvuet H_0 : S(t) = 0, t ∈ (0, 1) protiv al~ternativ S ∈ V_ϵ = {S : ||S||_2 > ρ_ϵ, S ∈ U }, (3) gde ||S||^2 =^∞ ∑ j=1 θ^2_j . Budet predpolagat~sØ, qto ρ_ϵ → 0 pri ϵ → 0.

DlØ l¸bogo kriteriØ M_ϵ oboznaqim α_ϵ(M_ϵ) veroØtnost~ oxibki pervogo roda i β_ϵ(M_ϵ, θ) veroØtnost~ oxibki vtorogo roda pri al~ternative θ ∈ V_ϵ. Poloßim β_ϵ(M_ϵ) = sup_{S∈Vffl} β_ϵ(M_ϵ, S).

Skaßem, qto posledovatel~nost~ kriteriev K_ϵ ime¸wih veroØtnosti oxibok pervogo roda α(K_ϵ) = α, 0 < α < 1 ØvlØetsØ asimptotiqeski minimaksnoæ, esli dlØ l¸boæ posledovatel~nosti kriteriev M_ϵ, α(M_ϵ) 6 α imeet mesto

lim sup ϵ→0 {β_ϵ(K_ϵ) − β_ϵ(M_ϵ)) 6 0.

Rezul~taty poluqeny pri sledu¸wih ograniqeniØh (sravni s [4]).

A1. Posledovatel~nost~ a_j vozrasta¸waØ i suwestvuet δ > 0 takaØ qto a_j/j^δ → ∞ pri j → ∞. A2. Suwestvuet takoe c, 0 < c < 1, qto

lim inf_{t→∞} Z(ct) Z(t) > 0. (4)

Zdes~ Z(t) – qislo fflementov {a_j : a_j < t, 1 6 j < ∞}.

Iz A2 sleduet, qto posledovatel~nost~ a_j vozrastaet ne bystree qem nekotoraØ stepen~ j. A3. sup{a_{t+1}/a_t : t > j} → 1 pri j → ∞. A4. Suwestvuet takoe C > 0, qto dlØ vseh j sup{|ϕ_j(x)| : x ∈ (0, 1)} 6 C < ∞. DlØ l¸byh p i h iz L_2(0, 1) i l¸byh j, j_1 oboznaqim (p, h) = 1∫ 0 ph dx, p_j = (p)_j = (p, ϕ_j), p_{jj1} = (pϕ_j)_{j1}

56 M. S. ERMAKOV A5. 0 < c < q(x) < C < ∞ dlØ vseh x ∈ (0, 1). A6. Suwestvuet takie τ >^1_2 i C > 0, qto dlØ vseh j ∞∑ r=1 |j − r|^{2τ} (q)^2_{jr} < C, (5) ∞∑ r=1 |j − r|^{2τ} (q^2)^2_{jr} < C. (6)

Prostye dostatoqnye usloviØ dlØ vypolneniØ A6 privedeny v [4].

Oboznaqim Φ(x) funkci¸ standartnogo normal~nogo raspredeleniØ. DlØ l¸bogo z ∈ R^1 oboznaqim (z)_+ = max(z, 0) i [z] – celu¸ qast~ qisla z ∈ R^1. DlØ l¸bogo sobytiØ D oboznaqim χ(D) indikator fftogo sobytiØ. Bukvy C, c v dal~neæxem oboznaqa¸t poloßitel~nye postoØnnye.

Opredelim posledovatel~nost~ κ^2_j = κ^2_{jϵ} = (λ_1 − λ_2a_j)_+, gde λ_1, λ_2 nahodØtsØ iz uravneniæ ∞∑ j=1 κ^2_j ||q^2ϕ_j||^2 = ρ_ϵ, (7) ∞∑ j=1 a_j κ^2_j ||q^2ϕ_j||^2 = P_0. (8)

Oboznaqim k = k_ϵ = max{j : κ_j ≠ 0} i

A_ϵ = ϵ^{−4} k∑ 1 κ^4_j ||q^2ϕ_j||^2. (9)

Opredelim testovye statistiki

T_ϵ(Y_ϵ) = ϵ^{−2} k∑ 1 κ^2_j 1∫ 0 ϕ_j(t)dY_ϵ(t) 2 − ϵ^2(q^2)_{jj} . Zadadim kriterii K_ϵ(Y_ϵ) = χ(ϵ^{−2}T_ϵ(Y_ϵ) > (2A_ϵ)^{1/2}x_α), gde x_α kritiqeskoe znaqenie dlØ K_ϵ.

MINIMAKSNOE OBNARUȷENIE SIGNALA 57

Teorema 1. Pust~ vypolneny usloviØ A1–A6. Togda posledova-

tel~nost~ kriteriev K_ϵ, 0 < C_1 < α_ϵ = α(K_ϵ) < C_2 < 1 ØvlØetsØ asimptotiqeski minimaksnoæ. Esli

0 < lim inf_{ϵ→0} A_ϵ 6 lim sup_{ϵ→0} A_ϵ < ∞, (10)

to x_{αffl} moßno zadat~ uravneniem α_ϵ = 1 − Φ(x_{αffl}) i

β_ϵ(K_ϵ) = Φ(x_{αffl} − (A_ϵ/2)^{1/2})(1 + o(1)) (11)

pri ϵ → 0.

Zameqanie 1. Mnoßiteli ||q^2ϕj ||^2 v (7)–(9) isqeza¸t v sluqae

trigonometriqeskoæ sistemy funkciæ i zamenØ¸tsØ na^1_2 ||q^2||^2. �to obuslovleno tem, qto sin^2(2πjt) + cos^2(2πjt) = 1.

Zameqanie 2. V [4] rassmotren opredelennyæ analog dannoæ za-

daqi dlØ neparametriqeskoæ proverki gipotez o plotnosti raspredeleniØ. Dana vyborka X_1, . . . , X_n nezavisimyh odinakovo raspredelennyh nabl¸deniæ ime¸wih plotnost~ raspredeleniØ f(x). Izvestno, qto f(x) = p(x) + q(x) ∞∑ j=1 θ_j ϕ_j(x). Neobhodimo proverit~ gipotezu H_0 : f = p protiv al~ternativ H_ϵθ ∈ V_ϵ, gde V_ϵ imeet toße samoe zadanie (3). DlØ fftoæ zadaqi rezul~tat analogiqen, pri fftom ||q^2ϕ_j||^2 v (7)–(9) zamenØetsØ v [4] na ||pq^{−2}ϕ_j||^2.

Na samom dele teorema 1 spravedliva dlØ gorazdo bolee xirokogo mnoßestva al~ternativ

V_ϵ = { S : ∞∑ j=1 κ^2_{jϵ}s^2_j > ρ_ϵ, S = {s_j}^∞_1 } (12)

dlØ xirokogo klassa posledovatel~nosteæ {κ_{jϵ}}^∞_1 . Privedem rezul~tat dlØ takoæ postanovki zadaqi.

Pust~ dlØ kaßdogo ϵ > 0 opredelena posledovatel~nost~ kofffficientov {κ_{jϵ}}^∞_1 , udovletvorØ¸waØ sledu¸wim usloviØm. B1. Pri vseh ϵ > 0 posledovatel~nost~ κ^2_{jϵ} ubyva¸waØ.

58 M. S. ERMAKOV

B2. Imeet mesto (10) i

lim_{ϵ→0} ∞∑ j=1 κ^2_{jϵ} = 0.

Zdes~ opredelenie A_ϵ sovpadaet s (9).

Zadadim k_ϵ uravneniem

k_ϵ = sup k : ∑ j6kffl^κ 2 jϵ 6^1_2^{∞∑}_{j=1} κ^2_{jϵ} .

B3. DlØ l¸bogo δ > 0

lim_{ϵ→0} sup δkffl<j<δ�1kffl | | | | | κ^2_{jϵ} κ^2_{j+1,ϵ} − 1 | | | | | = 0. B4. lim_{δ→0} lim_{ϵ→0} ∑ δkffl<j<δ�1kffl κ 2 jϵ||q^2ϕ_j||^2 ∑_∞ j=1 κ^2_{j,ϵ}||q^2ϕ_j||^2 = 1, (13)

lim_{δ→0} lim_{ϵ→0} ϵ^{−4}A^{−1}_ϵ ∑ δkffl<j<δ�1kffl κ^4_{jϵ}‖q^2φ_j ‖ = 1. (14)

Teorema 2. Pust~ vypolneny usloviØ B1–B4, A4–A6. Togda posle-

dovatel~nost~ kriteriev K_ϵ asimptotiqeski minimaksna v zadaqe proverki gipotezy H_0 : S = 0 protiv al~ternativ H_ϵ : S ∈ V_ϵ. Esli 0 < α(K_ϵ)(1 + o(1)) = α < 1, to kritiqeskoe znaqenie x_α nahoditsØ iz uravneniØ α = 1 − Φ(x_α) i

β_ϵ(K_ϵ) = Φ(x_α − (A_ϵ/2)^{1/2})(1 + o(1))

pri ϵ → 0.

Dokazatel~stvo teoremy 2 po suwestvu predstavlØet soboæ neznaqitel~nu¸ modifikaci¸ dokazatel~stva teoremy 1 i pofftomu opuskaetsØ.

Dannye rezul~taty legko perenosØtsØ na sluqaæ zadaq proverki parametriqeskih gipotez.

2. Proverka parametriqeskoæ gipotezy protiv neparametriqeskih mnoßestv al~ternativ. Predpoloßim, qto nam nado

MINIMAKSNOE OBNARUȷENIE SIGNALA 59 proverit~ gipotezu H_0 : S(t) = S(t, θ), θ ∈ Θ protiv neparametriqeskih mnoßestv al~ternativ S ∈ ~V_ϵ = {S : inf_{θ∈Θ} ||S − S(θ)|| > ρ_ϵ, S ∈ ~U_ϵ}, (15) gde ~U_ϵ = {S : S(t) = S(t, θ) + ∞∑ j=1 s_j ϕ_j(t), ∞∑ j=1 a_js^2_j 6 P_0}.

Predpoloßim, qto Θ ØvlØetsØ otkrytym ograniqennym mnoßestvom v R^d.

Skaßem, qto semeæstvo kriteriev M_ϵ, α_θ(M_ϵ) = E_θM_ϵ 6 α, 0 < α < 1, θ ∈ Θ ØvlØetsØ ravnomerno asimptotiqeski minimaksnym dlØ mnoßestva al~ternativ ~V_ϵ, esli semeæstvo kriteriev M_ϵ ØvlØetsØ asimptotiqeski minimaksnym pri kaßdom fiksirovannom θ v zadaqe proverki prostoæ gipotezy S = S(s, θ) protiv al~ternativ S ∈ ~V_ϵ.

Oboznaqim β(K_ϵ, θ) = sup{β(K_ϵ, S), S ∈ ~V_ϵ}. Sdelaem sledu¸wie predpoloßeniØ.

D1. DlØ l¸byh θ_1, θ_2 ∈ Θ, θ_1 ≠ θ_2 imeet mesto ||S(θ_1) − S(θ_2)|| ≠ 0.

Predpoloßim, qto S(t, θ) nepreryvno differenciruem po θ ∈ Θ i oboznaqim S_{θi} (t, θ) =^{∂S(t,θ)}_{∂θi} , 1 6 i 6 d ego qastnye proizvodnye. Poloßim S_θ(t, θ) = {S_{θi} (t, θ)}^d_1.

DlØ l¸byh u, v ∈ R^d opredelim skalØrnoe proizvedenie u^′v. D2. NaædetsØ takoe ω > 0, qto dlØ vseh θ_1, θ_2 ∈ Θ

||S(θ_2) − S(θ_1 ) − S^′_θ (θ_1)(θ_2 − θ_1)||^2 < C|θ_1 − θ_2|^{2+ω}.

D3. NaædetsØ postoØnnaØ C > 0 takaØ, qto ||S_{θi} (·, θ)||^2 < C dlØ vseh 1 6 i 6 d i θ ∈ Θ i ravnomerno po θ ∈ Θ

(S_{θi} (·, θ)q^2)_j → 0 pri j → ∞. (16)

D4. Suwestvuet funkcional θ : L_2(0, 1) → Θ takoæ, qto θ(S) → θ pri ||S − S(θ)|| → 0 ravnomerno po θ ∈ Θ D5. Suwestvuet takaØ ocenka θ̂_ϵ, qto dlØ l¸bogo δ > 0 P_S (|θ̂_ϵ − θ(S)| > δϵ^2/κ) = o(1) ravnomerno po S ∈ ~V_ϵ. Zdes~ κ = max{κ_j, 1 6 j < ∞}.

60 M. S. ERMAKOV

Kak sleduet iz lemmy 3.1 v [4] κ^2 = O(ϵ^2k^{−1/2}). Tak qto D5 daet ocenku veroØtnosteæ bol~xih ukloneniæ θ̂_ϵ. Otmetim, qto ffti veroØtnosti rassmatriva¸tsØ dlØ S ne iz parametriqeskogo mnoßestva. Odnako v statistike ocenka θ̂(Y_ϵ) qasto moßet byt~ interpretirovana kak nekotoryæ funkcional θ(S) na vsem mnoßestve signalov i my moßem rassmatrivat~ veroØtnosti bol~- xih ukloneniæ θ̂(Y_ϵ) − θ(S) na vsem mnoßestve signalov. S fftoæ pozicii uslovie D5 ne oqen~ ograniqitel~no. Otmetim, qto v podobnoæ postanovke v [5] v analogiqnom uslovii D4 ukazannye v D4 ocenki veroØtnosteæ |θ̂_ϵ − θ(S)| moßno zamenit~ menee ograniqitel~noæ ocenkoæ P_S(|θ̂_ϵ − θ(S)| > δϵ^{2/(2+ω}) = o(1), ravnomerno po S iz ~V_ϵ. Zdes~ ω > 0 opredelena v [5]. Takoe ße izmenenie moßno sdelat~ v uslovii E3 v [5].

D6. Suwestvuet γ(u) → 0 pri u → 0 takaØ, qto ∞∑ j=1 a_j (s_j (θ_1) − s_j (θ_2))^2 6 γ(|θ_1 − θ_2|)

Opredelim testovye statistiki

T (Y_ϵ, θ̂_ϵ) = ϵ^{−2} ∞∑ j=1 κ^2_j 1∫ 0 ϕ_j(t)(dY_ϵ(y) − S(t, θ̂_ϵ)dt) 2 − ϵ^2(q^2)_{jj} ,

gde κ^2_j zada¸tsØ tak ße kak v teoreme 1.

Opredelim posledovatel~nost~ kriteriev K_ϵ = χ(ϵ^{−2}T (Y_ϵ, θ̂_ϵ) > x_α(A_ϵ)^{1/2}), gde x_α nahodØtsØ iz uravneniØ α = 1 − Φ(x_α).

Teorema 3. Pust~ vypolneny usloviØ A1–A6, D1–D6 i imeet me-

sto (10). Togda posledovatel~nost~ kriteriev K_ϵ ØvlØetsØ asimptotiqeski minimaksnoæ i

β(K_ϵ) = Φ(x_α − (A_ϵ/2)^{1/2})(1 + o(1))

pri ϵ → 0.

MINIMAKSNOE OBNARUȷENIE SIGNALA 61

3. Dokazatel~stvo teoremy 1. Opredelim matricu Q={qij}^∞_{i,j=1}

i matricu Λ = Λ_ϵ = {λ_{ij}}^∞_{ij=1}, gde λ_{ij} = κ^2_j , esli i = j, i λ_{ij} = 0, esli i ≠ j. Zdes~ κ^2_j = (λ_{1δ} − λ_{2δ}a_j)_+, gde parametry λ_{1δ}, λ_{2δ} nahodØtsØ iz uravneniæ ∞∑ j=1 κ^2_j ||q^2ϕ_j||^2 = (1 + δ)ρ_ϵ, ∞∑ j=1 a_j κ^2_j ||q^2ϕ_j||^2 = (1 − δ)P_0,

gde 0 < δ < 1. Opredelim vektor ξ = {ξ_j}^∞_{j=1}, gde ξ_j , 1 6 j < ∞, nezavisimye gaussovskie sluqaænye veliqiny, Eξ_j = 0, Eξ^2_j = 1.

V fftih oboznaqeniØh uravnenie (1) zapixetsØ v vide Y = S + ϵQξ, gde S = {s_j }^∞_1 , Y = {y_j}^∞_1 , y_j =

∫_1 0 ϕ_jdY_ϵ.

Dokazatel~stvo nißneæ granicy baziruetsØ na izvestnom fakte, qto baæesovskiæ risk ne prevoshodit minimaksnyæ. OpredelØetsØ posledovatel~nost~ baæesovskih kriteriev i pokazyvaetsØ, qto na neæ dostigaetsØ minimaksnyæ risk.

Opredelim gaussovskiæ sluqaænyæ vektor ζ = {ζ_j }^∞_1 , sostoØwiæ iz nezavisimyh gaussovskih sluqaænyh veliqin ζ_j , Eζ_j = 0, Eζ^2_j = 1. Po nemu postroim gaussovskiæ sluqaænyæ vektor

η = η_{ϵδ} = {η_j}^∞_1 = Q^2Λ^{1/2}ζ.

Oboznaqim μ_{ϵδ} veroØtnostnu¸ meru sluqaænogo vektora η_{ϵδ}. Opredelim baæesovskoe apriornoe raspredelenie ν_{ϵ,δ}, kak uslovnoe raspredelenie η_{ϵδ} pri uslovii qto η_{ϵδ} ∈ Q_ϵ.

Lemma 1. DlØ l¸bogo δ > 0

lim_{ϵ→0} P (η_ϵ ∈ Q_ϵ) = 1. (17)

Dokazatel~stvo. Utverßdenie lemmy vytekaet iz neravenstva

Qebyxova i sledu¸wih sootnoxeniæ E (_∞∑ j=1 η^2_j ) = ∞∑ j=1 ∞∑ k=1 (q^2)_{jk}κ^2_j (q^2)_{kj} = ∞∑ j=1 κ^2_j ||q^2ϕ_j ||^2(1 + o(1)), (18)

62 M. S. ERMAKOV E ∞∑ j=1 a_jη^2_j = ∞∑ j=1 a_j κ^2_j ||q^2ϕ_j||^2(1 + o(1)), (19)

Var ∞∑ j=1 η^2_j = 2 ∞∑ j,t=1 (_∞ ∑ k=1 (q^2)_{jk}κ^2_j (q^2)_{kt}

)_2 =

= 2 ∞∑ j,t=1 ((q^4)_{jt})^2κ^4_t (1 + o(1)) = 2 ∞∑ j=1 κ^4_j ||q^4ϕ_j||^2(1 + o(1)), (20)

Var ∞∑ j=1 a_j η^2_j = 2 ∞∑ j,t=1 (_∞ ∑ k=1 (q^2)_{jk}a_jκ^2_j (q^2)_{kt}

)_2 =

= 2 ∞∑ j,t=1 ((q^4)_{jt})^2a^2_t κ^4_t (1 + o(1)) = 2 ∞∑ j=1 a^2_j κ^4_j ||q^4ϕ_j||^2(1 + o(1)). (21)

Detal~noe dokazatel~stvo (18)–(21) analogiqno ocenkam dokazatel~stva lemmy 2.2 v [4] i opuskaetsØ.

Analogiqno [3, 5] utverßdenie lemmy pozvolØet svesti zadaqu proverki gipotezy dlØ veroØtnostnoæ mery ν_ϵ k analogiqnoæ zadaqe dlØ mery μ_ϵ. Takim obrazom dostatoqno rexit~ zadaqu dlØ veroØtnostnoæ mery μ_ϵ.

Zametim, qto v silu usloviØ A5 u matricy Q suwestvuet obratnaØ. Poloßim Λ^{−1} = { λ^{−1}_{ij} }_∞ i,j=1, gde my sqitaem, qto

0^{−1} = 0.

Oboznaqim I : L_2(0, 1) → L_2(0, 1) – ediniqnyæ operator. Baæesovskoe aposteriornoe otnoxenie pravdopodobiØ dlØ apriornogo raspredeleniØ μ_{ϵδ} ravno C ∫ exp { − 1 2ϵ^2 (Y − S)^′Q^{−2}(Y − S)− − 1 2 S^′Q^{−2}Λ^{−1}Q^{−2}S + 1 2 Y^′Q^{−2}Y } dμ_{ϵδ} = C ∫ exp { 1 2ϵ^2 Y^′Q^{−2}S − 1 2 S^′(ϵ^{−2}Q^{−2} + Q^{−2}Λ^{−1}Q^{−2}S } dμ_{ϵδ} = C ∫ exp { − 1 2ϵ^2

||(I + ϵ^2Q^{−1}Λ^{−1}Q^{−1})^{−1/2}Q^{−1}Y −

MINIMAKSNOE OBNARUȷENIE SIGNALA 63 −|(I + ϵ^2Q^{−1}Λ^{−1}Q^{−1})^{1/2}Q^{−1}S||^2 } dμ_{ϵδ}× exp { − 1 2ϵ^2

Y^′Q^{−1}(I + ϵ^2Q^{−1}Λ^{−1}Q^{−1})^{−1}Q^{−1}Y } =

C exp { − 1 2ϵ^2

Y^′Q^{−1}(I + ϵ^2Q^{−1}Λ^{−1}Q^{−1})^{−1}Q^{−1}Y } . (22)

Takim obrazom v kaqestve baæesovskoæ statistiki moßno vzØt~ T^a_ϵ (Y ) = Y^′Q^{−1}(I + ϵ^2Q^{−1}Λ^{−1}Q^{−1})^{−1}Q^{−1}Y.

Pokaßem, qto razniceæ meßdu T^a_ϵ (Y ) i T_ϵ(Y ) moßno prenebreq~. Oboznaqim W_ϵ = ϵ^{−4}Y^′ΛQΛQY . Imeem |T^a_ϵ (Y ) − T_ϵ(Y ) − E_0[W_ϵ]| < |W_ϵ − E_0[W_ϵ]|. (23) Neposredstvennymi vyqisleniØmi nahodim

E_0[W_ϵ] = ϵ^{−4} ∞∑ j,i,l=1 (q^2)_{ji}κ^2_j q_{jl}κ^2_l q_{li} =

ϵ^{−4} ∞∑ j,l=1 (q^3)_{jl}κ^2_j q_{jl}κ^2_l = ϵ^{−4} ∞∑ j=1 κ^4_j (q^4)_{jj}(1 + o(1)), (24)

Var_0[W_ϵ] = ϵ^{−8} ∞∑ j,i,l,j1,l1,i1=1 (q^2)_{jj1} κ^2_j q_{jl}κ^2_l q_{li}κ^2_{j1} q_{j1l1} κ^2_{l1} q_{l1i1} (q^2)_{ii1} +

ϵ^{−8} ∞∑ j,i,l,j1,l1,i1=1 (q^2)_{ji1} κ^2_j q_{jl}κ^2_l q_{li}κ^2_{j1} q_{j1l1} κ^2_{l1} q_{l1i1} (q^2)_{j1i} =

ϵ^{−8} ∞∑ j,l,j1,l1,1=1 (q^2)_{jj1}κ^2_j q_{jl}κ^2_l κ^2_{j1} q_{j1l1} κ^2_{l1} (q^4)_{ll1} +

ϵ^{−8} ∞∑ j,l,j1,l1,1=1 (q^3)_{jl1} κ^2_j q_{jl}κ^2_l κ^2_{j1} q_{j1l1} κ^2_{l1} (q^3)_{j1l} =

2ϵ^{−8} ∞∑ l,l1=1 (q^4)^2_{ll1} κ^4_l κ^4_{l1} (1 + o(1)) 6

64 M. S. ERMAKOV 2ϵ^{−8}κ^4 ∞∑ l=1 ||q^4ϕ_l||^2κ^4_l (1 + o(1)) = o(1), (25)

E_η[W_ϵ] = E_0[W_ϵ] + ϵ^{−4} ∞∑ i,j,l,m=1 (q^2)_{ij} κ^4_j q_{jl}κ^2_l q_{lm}(q^2)_{mi} = E_0[W_ϵ]+

+ϵ^{−4} ∞∑ j,l=1 (q^5)_{lj} κ^4_j q_{jl}κ^2_l = E_0[W_ϵ] + O ϵ^{−4} ∞∑ j=1 κ^6_j

= E_0V_ϵ + o(1). (26)

Var_η[W_ϵ] = Var_0[W_ϵ] + 2ϵ^{−8}Sp [Q^2ΛQ^2ΛQΛQQ^2ΛQ^2ΛQΛQ]+ 2ϵ^{−8}Sp [Q^2ΛQΛQQ^2ΛQ^2ΛQΛQ] 6 Var_0[W_ϵ] + 2ϵ^{−8}(sup_t q^{12}(t)Sp [Λ^6] + sup_t q^{10}(t)Sp [Λ^5]) = o(1). (27) V (27) Sp [A] oboznaqaet sled operatora A.

Iz (24)–(27), v silu neravenstva Qebyxova poluqaem |T^a_ϵ (Y ) − T_ϵ(Y ) − E_0V_ϵ| < |V_ϵ − E_0V_ϵ| = o_P (1), (28) kak v sluqae gipotezy, tak i baæesovskoæ al~ternativy.

V sluqae al~ternativy imeem Y^′ΛY = ∞∑ j,k,l=1 (s_j + q_{jk}ζ_k)κ^2_j (s_j + q_{jl}ζ_l) = ∞∑ j=1 s^2_j κ^2_j + 2 ∞∑ j=1 κ^2_j s_j ∞∑ j=1 q_{jk}ζ_k+ ∞∑ j=1 ∞∑ k=1 q_{jk}ζ_kκ^2_j ∞∑ i=1 q_{ji}ζ_i = J_1(S) + J_2(S) + J_3 = J_1 + J_2 + J_3. (29) Neposredstvennymi vyqisleniØmi nahodim E_θ[J_2] = 0, E_0[J_2] = 0, E_0[J_3] = ϵ^2 ∞∑ j,l=1 κ^2q_{jl}q_{lj} = ϵ^2 ∞∑ j=1 κ^2_j (q^2)_{jj},

Var_θ[J_2] = 4 ∞∑ j,i,l=1 κ^2_j θ_j q_{ji}q_{il}θ_l κ^2_l =

MINIMAKSNOE OBNARUȷENIE SIGNALA 65 4 ∞∑ j,l=1 κ^2_j θ_j (q^2)_{jl}θ_lκ^2_l 6

4 ∞∑ j=1 κ^2_j |θ_j| (_∞ ∑ l=1 κ^4_l θ^2_l )_{1/2} ||q^2ϕ_j|| 6 4Cκ^2k^{1/2} ∞∑ j=1 κ^2_j θ^2_j ||q^2ϕ_j|| =

o ∞∑ j=1 κ^2θ^2_j ||q^2ϕ_j || , (30)

Var_0[J_3] = Var_0 Y^′ΛY = 2 ∞∑ j,i,l,m=1 κ^2_j q_{ji}q_{il}κ^2_l (q^2)_{lm}q_{mj} =

2 ∞∑ j,l=1 κ^2_j κ^2_l (q^2)^2_{jl} = 2 ∞∑ j=1 κ^4_j ||q^2ϕ_j||^2(1 + o(1)) = 2A_ϵ(1 + o(1)). (31)

V sluqae baæesovskoæ al~ternativy poluqaem

ϵ^{−2}E_η[Y^′ΛY ] = A_ϵ(1 + o(1)) + ∞∑ j=1 κ^2_j (q^2)_{jj},

ϵ^{−4} Var_η[Y^′ΛY ] = 2A_ϵ + 4ϵ^{−4} ∞∑ j=1 κ^6_j (q^2)_{jj} = 2A_ϵ(1 + o(1)).

Pri fftom ϵ^{−4} Var_η[J_2] = 4ϵ^{−4} ∞∑ j=1 κ^6_j (q^2)_{jj}

Poskol~ku

Var_θ[J_2] = o(J^2_1 ), Var[J_3] = 2A_ϵ(1 + o(1)) = O(J_1), to v silu neravenstva Qebyxova β(K_ϵ, S_ϵ) → 0 pri ϵ → 0, esli J_1(S_ϵ) → ∞ pri ϵ → 0.

Takim obrazom dlØ dokazatel~stva teoremy 1 ostaetsØ tol~- ko pokazat~ asimptotiqesku¸ normal~nost~ statistiki J_3. �to dokazatel~stvo malo qem otliqaetsØ ot dokazatel~stva analogiqnogo utverßdeniØ lemmy 3.7 v [4] i pofftomu opuskaetsØ.

66 M. S. ERMAKOV

Dokazatel~stvo teoremy 3. Naqnem s dokazatel~stva granicy

sverhu. Imeem

T^{1/2}_ϵ (Y_ϵ − S(θ̂)) 6 T^{1/2}_ϵ (Y_ϵ − S) + T^{1/2}_ϵ (S − S(θ(S)))+

T^{1/2}_ϵ (S(θ(S)) − S(θ̂)). (32)

Raspredelenie statistiki T_ϵ(Y_ϵ −S) sovpadaet s raspredeleniem statistiki T_ϵ(Y_ϵ) dlØ nulevoæ gipotezy v postanovke teoremy 1.

Imeem T_ϵ(S − S(θ(S))) = ϵ^{−2} ∞∑ j=1 κ^2_j (s_j − s_j (θ(S)))^2 ¿

ϵ^{−2}λ_1 k∑ j=1 (s_j − s(θ(S)))^2 − ϵ^{−2}λ_2 k∑ j=1 a_j(s_j − s(θ(S)))^2 = Γ_1 − Γ_2 = Γ.

(33) gde s_j (θ) = (S(θ))_j . Ocenim sverhu Γ_2. Budem sqitat~, qto ||S − S(θ(S))|| = o(1). (34) V protivnom sluqae A_ϵ = o(ϵ^{−2}T_ϵ(S −S(θ(S)))) i β_ϵ(K_ϵ, S) → 0 pri ϵ → 0. Pust~ ~θ takoe, qto ∞∑ j=1 a_j(s_j − s_j (S(~θ)))^2 6 P_0. (35)

Togda | | | | | ∞∑ j=1 a_j (s_j − s_j (θ(S)))^2 − ∞∑ j=1 a_j(s_j − s_j (~θ(S)))^2 | | | | | 6 (_∞∑ j=1 a_j (s_j−s_j (θ(S))+s_j−s_j (~θ(S)))^2

)_{1/2}(_∞∑ j=1 a_j (s_j (θ(S))−s_j (~θ(S)))^2 )_{1/2}

6 2P^{1/2}_0 ∞∑ j=1 a_j (s_j (θ(S)) − s_j (~θ(S)))^2 1/2 6 2P^{1/2}_0 γ^{1/2}(|~θ − θ(S)|) = o(1), (36)

MINIMAKSNOE OBNARUȷENIE SIGNALA 67 gde poslednee ravenstvo vytekaet iz (34) i D4, D6.

Iz (33), (35), (36) sleduet, qto

Γ ¿ ϵ^{−2}λ1ρϵ − ϵ^{−2}λ2P0(1 + o(1)) ¿ ϵ^2Aϵ. (37)

Imeem T_ϵ(S(θ̂) − S(θ(S)) = = ϵ^{−2} ∞∑ j=1 κ^2_j (s_j (θ̂) − s_j (θ(S)))^2 6 ϵ^{−2}κ^2||S(θ̂) − S(θ(S))||^2 6 ϵ^{−2} ( κ||S(θ̂)−S(θ(S))−(θ̂ − θ(S))^′ S_θ(θ(S))||+κ|θ̂−θ(S)|||S_θ(θ(S))|| )_2

6 Cϵ^{−2}κ^2|^^θ − θ(S)|^2 = oP (ϵ^2), (38)

gde poslednee ravenstvo sleduet iz D5.

Iz (32), (33), (37), (38) sleduet, qto dlØ l¸bogo S ∈ ~V_ϵ vero- Øtnost~ oxibki vtorogo roda β(K_ϵS), ne prevoshodit β_ϵ(K_ϵ)(1 + o(1)).

Dokazatel~stvo granicy snizu vo mnogom analogiqno [5]. Voz~mem v kaqestve μ_{ϵδ} veroØtnostnu¸ meru sluqaænogo processa S(θ_0) + η_ϵ. Oboznaqim

ρ_{ηffl} = inf_θ ||S(θ_0) + η_ϵ − S(θ)||^2

Togda, kak sleduet iz dokazatel~stva nißneæ granicy v teoreme 1, nam dostatoqno dokazat~ sledu¸wu¸ lemmu.

Lemma 2._{ρηffl} ρ_ϵ → 1 + δ (39)

po veroØtnosti pri ϵ → 0.

Dokazatel~stvo v osnovnom analogiqno dokazatel~stvu (4.26) v [5]. Otliqie zakl¸qaetsØ v tom, qto sglaßiva¸wee Ødro zamenØetsØ del~ta-funkcieæ.

Oboznaqim ~θ_ϵ = arg min_θ ||S(θ_0) + η_ϵ − S(θ)||. Poskol~ku ||η_ϵ||^2 = ρ_ϵ(1 + o_P (1)) pri ϵ → 0, to, v silu D1–D3, ~θ_ϵ − θ_0 = o_P (1). Ots¸- da, rassußdaØ analogiqno (4.50)–(4.59) v [5] na osnove D1–D3, poluqaem

ρ_{ηffl} = ||η_ϵ||^2(1 + o(1)) + 2 1∫ 0 (~θ − θ_0)^′S_θ (t, θ_0)η_ϵ(t)dt+

68 M. S. ERMAKOV +||(~θ − θ_0)^′S_θ(t, θ_0)||^2(1 + o(1)) i dlØ dokazatel~stva (39) dostatoqno pokazat~, qto 1∫ 0 S_{θi} (t, θ_0)η_ϵ(t)dt = o_P (ρ^{1/2}_ϵ ) (40)

dlØ 1 6 i 6 d.

Imeem E 1∫ 0 S_{θi} η_ϵdt 2 = ∞∑ j=1 κ^2_j (S_{θi} q^2)^2_j = o(ρ_ϵ)

v silu (16). Ots¸da sleduet (40), a znaqit i (39).

Literatura

1. L. D. Brawn, M. Low, Asymptotic equivalence of nonparametric regression and white noise. — Ann. Statist. 24 (1996), 2384–2398.

2. S. Efromovich, M. Pinsker, Sharp-optimal and adaptive estimation for heteroscedastic nonparametric regression. — Statistica Sinica 6 (1996), 925–942.

3. M. S. Ermakov, Minimaksnoe obnarußenie signala v gaussovskom belom

xume. — Teor. veroØtn. primen. 35 (1990), 704–715.

4. M. S. Ermakov, MinimaksnaØ neparametriqeskaØ proverka gipotez o

plotnosti raspredeleniØ. — Teor. veroØtn. primen. 39 (1994), 396–416. 5. M. S. Ermakov, On asymptotic minimaxity of kernel-based tests. — ESAIM Probability and Statistics 7 (2003), 277–310.

6. M. S. Ermakov, Asymptotically minimax and Bayes estimation in a deconvolution problem. — Inverse Problems 19 (2003), 1339–1359.

7. Yu. I. Ingster, I. A. Suslina, Nonparametric Goodness-of-fit Testing under Gaussian Models. Lect. Notes Statist. 169 Springer N. Y. (2002).

8. M. Nussbaum, Asymptotic equivalence of density estimation and Gaussian white noise. — Ann. Statist. 24 (1996), 2399–2430.

Ermakov M. S. Minimax detection of signal in weighted Gaussian white noise.

We consider the problem of signal detection in weighted Gaussian white noise where the set of alternatives is essentially nonparametric. In this setting we find the family of asymptotically minimax tests. The results are extended on the case of tested parametric hypothesis versus nonparametric sets of alternatives.

Postupilo 25 i¸nØ 2004 g.

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet