Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 320, 2004 g.

M. A. Lifxic

PRINCIP INVARIANTNOSTI V BILINE`NO` MODELI SO SLABO` NELINE`NOST^ı

1. Vvedenie

1.1. Lineænye i bilineænye modeli.

DlØ modelirovaniØ stacionarnyh posledovatel~nosteæ dannyh ffkonomiqeskogo haraktera v ffkonometrike obyqno ispol~- zuetsØ lineænaØ avtoregressionnaØ model~

X_k = αX_{k−1} + ε_k, k = 1, 2, . . ., (1)

gde {ε_k} – posledovatel~nost~ nezavisimyh centrirovannyh odinakovo raspredelennyh sluqaænyh veliqin, a α ∈ (−1, 1). DlØ nestacionarnogo sluqaØ prosteæxeæ model~¸ ØvlØetsØ

X_k = X_{k−1} + ε_k, k = 1, 2, . . ., (2)

to est~ sluqaænoe blußdanie. V ffkonomiqeskoæ literature fftu model~ prinØto otnosit~ k klassu “unit root models”. RazumeetsØ, ona nedostatoqna dlØ opisaniØ mnogih real~nyh dannyh i byli predloßeny razliqnye obobweniØ, v tom qisle neskol~ko tipov t.n. bilineænyh modeleæ (sm. monografii [4, 5]). Prosteæxim primerom nestacionarnoæ bilineænoæ modeli ØvlØetsØ

X_k = X_{k−1} + ε_k + bX_{k−1}ε_{k−1}, (3)

V to vremØ kak stacionarnye bilineænye modeli izuqeny dostatoqno podrobno, o povedenii nestacionarnyh modeleæ fftogo tipa izvestno znaqitel~no men~xe, qem o sluqaænyh blußdani- Øh. V rabote [3] byli rassmotreny vozmoßnosti primeneniØ modeleæ (2) i (3) k opisani¸ makroffkonomiqeskih dannyh po stranam s perehodnoæ ffkonomikoæ (ffti dannye, razumeetsØ, ves~ma

Rabota podderßana grantami INTAS 03-51-3714, RFFI 02-01-0065 i NX- 2258.2003.1. 97

98 M. A. LIFXIC

nestacionarny) i razrabotan neobhodimyæ statistiqeskiæ apparat dlØ razliqeniØ modeleæ (2) i (3) meßdu soboæ. Sobrannye v [3] statistiqeskie dannye svidetel~stvu¸t o tom, qto bilineænaØ model~ (3) dostatoqno adekvatna i zaslußivaet dal~neæxego izuqeniØ.

GovorØ Øzykom matematiqeskoæ statistiki, pri sravnenii modeleæ (2) i (3) sluqaænoe blußdanie (2) obyqno prinimaetsØ za nulevu¸ gipotezu i analiz povedeniØ statistiqeskih ocenok osnovyvaetsØ na izuqenii traektoriæ sluqaænogo blußdaniØ. V qastnosti, bol~xu¸ rol~ zdes~ igraet klassiqeskiæ princip invariantnosti Donskera–Prohorova (sm. [1]). Req~ v nem idet o normirovannyh processah qastnyh summ, opredelØemyh sootnoxeniem

X^{(n)}(t) = X_k √ n , k n 6 t <^{k + 1}_n , 0 6 k 6 n − 1. (4)

Princip invariantnosti utverßdaet, qto esli σ^2 = D ε_k < ∞, to

X^{(n)} (·) ⇒ σW (·), (5)

gde W – vinerovskiæ process, a shodimost~ ponimaetsØ v smysle prostranstva Skorohoda D[0, 1].

RazumeetsØ, predstavlØet interes poluqenie podobnogo rezul~tata dlØ bilineænoæ modeli. �to, v qastnosti, pozvolit izuqat~ povedenie statistiqeskih ocenok ne tol~ko pri “nulevoæ gipoteze”, no i pri “al~ternative”.

K soßaleni¸, esli kofffficient b v (3) fiksirovan, to dinamika modeli ffksponencial~na po parametru k i net nikakih xansov poluqit~ analog (5) s polinomial~nymi normirovkami. Odnako esli kofffficient b v opredelennom smysle mal, to vse ße udaetsØ poluqit~ princip invariantnosti imenno s klassiqeskimi normirovkami, hotØ i s drugim predel~nym processom. �tomu voprosu i posvØwena dannaØ zametka.

Otmetim, qto so statistiqeskoæ toqki zreniØ imenno sluqaæ malogo parametra bilineænosti predstavlØet osobyæ interes pri sravnenii s lineænoæ model~¸.

2. Osnovnye rezul~taty

Rassmotrim shemu seriæ s peremennym kofffficientom b,

X^{(n)}_k = X^{(n)}_{k−1} + ε_k + b_nX^{(n)}_{k−1}ε_{k−1}, 1 6 k 6 n.

PRINCIP INVARIANTNOSTI V BILINE`NO` MODELI 99

Opredelim processy qastnnyh summ,

X^{(n)} (t) =

X^{(n)}_k √ n , k n 6 t <^{k + 1}_n , 0 6 k 6 n − 1.

Teorema 2.1. Pust~ Eε^4_k < ∞ i bn :=^β√_n , gde β > 0 fiksirovano.

Togda X^{(n)}(·) ⇒ Y_β(·),

gde predel~nyæ process Y_β ØvlØetsØ rexeniem stohastiqeskogo differencial~nogo uravneniØ (SDU) { d Y = σ(1 + βY ) d W + βσ^2 d t Y (0) = 0. (6) Dalee vyØsnØetsØ, qto poluqennoe uravnenie udaetsØ rexit~ v Øvnom vide i naæti takim obrazom predel~nyæ diffuzionnyæ process.

Teorema 2.2. Rexenie uravneniØ (6) moßet byt~ zapisano v vide Y_β (t) = σA(t) t∫ 0 1 + β^2σ^2s A(s) (d W (s) − βσ d s) + βσ^2t , (7)

gde W – vinerovskiæ process i A(t) = exp{βσW (t) − β^2σ^2t/2}.

3. Dokazatel~stva

3.1. Dokazatel~stvo teoremy 2.1.

Vvedem vspomogatel~nu¸ posledovatel~nost~

Y^{(n)}_k := (1 + b_nε_k)X^{(n)}_k = X^{(n)}_{k+1} − ε_{k+1}.

Togda:

Y^{(n)}_k − Y^{(n)}_{k−1} = (1 + b_nε_k) X^{(n)}_k − Y^{(n)}_{k−1}

= (1 + b_nε_k) (Y^{(n)}_{k−1} + ε_k) − Y^{(n)}_{k−1}

= (1 + b_nY^{(n)}_{k−1}) ε_k + b_n (ε^2_k − σ^2) + b_nσ^2.

PodstavlØØ znaqenie b_n, poluqim

Y^{(n)}_k √ n − Y^{(n)}_{k−1} √ n = ( 1 + β Y^{(n)}_{k−1} √ n ) ε_k √ n + β √ n ε^2_k − σ^2 √ n + βσ^2 n . (8)

100 M. A. LIFXIC

Teper~ my ispol~zuem teoremu Gihmana–Skorohoda o shodimosti rexeniæ raznostnyh martingal~nyh uravneniæ k rexeniØm SDU (teoremy 12 i 13 §3 gl. 2 v [2]). Poluqim, qto processy

Y^{(n)}(t) =

Y^{(n)}_k √ n , k n 6 t <^{k + 1}_n , 0 6 k 6 n − 1,

shoditsØ v D[0, 1] k rexeni¸ uravneniØ (6). Pri fftom pervoe slagaemoe v (8) privodit k diffuzionnomu qlenu, poslednee slagaemoe poroßdaet snos, a srednee slagaemoe prenebreßimo malo i ne vliØet na otvet. Nakonec, raznica meßdu processami X^{(n)} i Y^{(n)} prenebreßimo mala, i ffto nabl¸denie zaverxaet dokazatel~stvo teoremy 2.1. �

3.2. Dokazatel~stvo teoremy 2.2.

Preßde vsego, iskl¸qim snos, vvedØ novyæ process Z(t) = Y (t) − βσ^2 t. Pridem k uravneni¸

d Z = σ(1 + βY ) d W = σ(1 + βZ + β^2σ^2t) d W.

Zatem proizvedem xkalirovanie, polagaØ V (t) = σ^{−1}Z(t) i h = βσ. Togda uravnenie primet vid

d V = (1 + hV + h^2t) d W, (9)

priqem v nem ostalsØ edinstvennyæ skalØrnyæ parametr h.

Soglasno obwemu podhodu k rexeni¸ SDU, sleduet sperva rexit~ odnorodnoe uravnenie

d V_0 = h V_0 d W. (10)

Rexenie poslednego horoxo izvestno, imenno

V_0(t) = c exp{hW (t) − h^2t/2}

(dlØ proverki (10) dostatoqno primenit~ formulu Ito k vinerovskomu processu i funkcii g(x, t) = exp{hx − h^2t/2}). Teper~ budem iskat~ rexenie neodnorodnogo uravneniØ (9) v vide V (t) = V_0(t)R(t) s naqal~nym usloviem R(0) = 0 i

d R(t) = R^{(W )} (t) d W (t) + R^{(T )}(t) d t,

gde R^{(W )} (t) i R^{(T )}(t) – neizvestnye gladkie funkcii.

PRINCIP INVARIANTNOSTI V BILINE`NO` MODELI 101

Stohastiqeskoe differencirovanie daet

d V (t) = V_0(t) d R(t) + R(t) d V_0(t) + ⟨d V_0(t), d R(t)⟩ = V_0(t)R^{(W )} (t) d W (t) + V_0(t)R^{(T )}(t) d t + hV_0(t)R(t) d W (t) + hV_0(t)R^{(W )} (t) d t = V_0(t)R^{(W )} (t) d W (t) + V_0(t)R^{(T )}(t) d t + hV (t) d W (t) + hV_0(t)R^{(W )} (t) d t.

SravnivaØ poluqennoe vyraßenie s (9), prihodim k sisteme uravneniæ { V_0(t)R^{(W )} (t) d W (t) = (1 + h^2t) d W (t) V_0(t)R^{(T )}(t) d t + hV_0(t)R^{(W )}(t) d t = 0 , otkuda

R^{(W )} (t) =

1 + h^2t V_0(t) , R^{(T )}(t) = − h(1 + h^2t) V_0(t) . Takim obrazom, naædeno sledu¸wee predstavlenie R(t) = t∫ 0 d R(s) = t∫ 0 ( R^{(W )}(s) d W (s) + R^{(T )}(s) d s )

= t∫ 0 1 + h^2s V_0(s)

(d W (s) − h d s) .

ObratnaØ podstanovka daet V (t) = V_0(t)R(t)

= exp { hW (t) − h^2t/2 }^t∫ 0 1 + h^2s exp{hW (s) − h^2s/2} (d W (s) − h d s)

= A(t) t∫ 0 1 + h^2s A(s) (d W (s) − h d s) ,

102 M. A. LIFXIC

gde A(t) = exp { hW (t) − h^2t/2 } . Okonqatel~noe rexenie prinimaet vid

Y (t) = σV (t) + βσ^2t = σ A(t) t∫ 0 1 + h^2s A(s) (d W (s) − h d s) + βσ^2 t ,

kak i utverßdaetsØ v (7). � 4. Nekotorye sledstviØ 4.1. Povedenie momentov predel~nogo processa.

Rassmotrim povedenie dvuh pervyh momentov predel~nogo processa Y (t) = Y_β (t).

DlØ pervogo momenta M_1(t) = EY (t) otvet oqeviden. Iz uravneniØ (6) sleduet, qto M^′_1(t) = βσ^2, otkuda M_1(t) = βσ^2 t.

DlØ nahoßdeniØ vtorogo momenta M_2(t) = EY^2(t) zapixem stohastiqeskiæ differencial d(Y^2(t)) = 2Y (t) d t + ⟨d Y (t), d Y (t)⟩

= 2Y (t) [ σ(1 + βY (t)) d W (t) + βσ^2 d t ] + σ^2(1 + βY (t))^2 d t.

Ots¸da d M_2(t) = d E (Y^2(t)) = E d(Y^2(t))

= 2βσ^2 EY (t) d t + σ^2E(1 + βY (t))^2 d t = 2βσ^2 EY (t) d t + σ^2 d t + 2βσ^2EY (t) d t + β^2σ^2E(Y^2(t)) d t = ( 4β^2σ^4t + σ^2 ) d t + β^2σ^2M_2(t) d t.

RexaØ voznikxee obyknovennoe differencial~noe uravnenie { M^′_2(t) = β^2 σ^2M_2(t) + 4β^2σ^4t + σ^2 M_2(0) = 0 , naædem M_2(t) =

5(exp{β^2σ^2t} − 1) β^2

− 4β^2σ^4t.

PRINCIP INVARIANTNOSTI V BILINE`NO` MODELI 103

Zameqanie. K takim ße vyraßeniØm moßno priæti predel~nym

perehodom ot Øvnyh formul dlØ momentov dopredel~nyh posledovatel~nosteæ X^{(n)}_k , naædennyh v [3].

4.2. Statistiqeskie ocenki.

V rabote [3] rassmatrivalas~ zadaqa proverki prisutstviØ bilineænosti, t.e. razliqeniØ modeleæ (2) i (3). DlØ fftogo ispol~zovalas~ statistika st~¸dentovskogo tipa

T_n = √ n J_n σ̂ √ I_n , gde σ̂ nekotoraØ sostoØtel~naØ ocenka parametra σ, a agregaty I_n, J_n opredelØ¸tsØ po raznostØm ΔX^{(n)}_k = X^{(n)}_k −X^{(n)}_{k−1} s pomow~¸ formul

I_n := 1 n^2 ∑ k6n^{[ΔX} (n) k ]^2[X^{(n)}_k ]^2 i J_n := 1 n^{3/2} ∑ k6n^{ΔX} (n) k ΔX^{(n)}_{k−1}X^{(n)}_{k−1}.

V usloviØh “nulevoæ gipotezy” (2) i predpoloßeniØh Eε^3_k = 0, Eε^6_k < ∞ bylo pokazano, qto T_n ⇒ ∫_1 0 W_1(t) d W_2(t) [∫_1 0 W^2_1 (t) d t ]_{1/2} , n → ∞, gde W_1, W_2 – dva nezavisimyh vinerovskih processa. NesmotrØ na gromozdku¸ zapis~, legko videt~, qto predel~naØ sluqaænaØ veliqina imeet standartnoe normal~noe raspredelenie.

PredstavlØet interes predel~noe povedenie fftih agregatov i v naxem sluqae, t.e. “pri al~ternativah, blizkih k nulevoæ gipoteze”.

V duhe teoremy 2.1 netrudno (hotØ vyqisleniØ i poluqa¸tsØ dostatoqno gromozdkimi) dokazat~, qto pri vypolnenii ee usloviæ i momentnyh predpoloßeniØh Eε^3_k = 0, Eε^{10}_k < ∞ verno

I_n ⇒ σ^2 1∫ 0 ( Y^2_β (t) + β^2Y^4_β (t) ) d t, n → ∞

104 M. A. LIFXIC i J_n ⇒ βσ^2 1∫ 0 Y^2_β (t) d t, n → ∞, priqem shoditsØ i sovmestnoe raspredelenie (I_n, J_n). Ots¸da sleduet, qto statistika T_n imeet pri rassmatrivaemyh nami al~ternativah porØdok rosta √ n i sootvetstvu¸wee netrivial~noe predel~noe raspredelenie: n^{−1/2} T_n ⇒ β ∫_1 0 Y^2_β (t) d t [∫_1 0 ( Y^2_β (t) + β^2Y^4_β (t) ) d t ]_{1/2} , n → ∞.

V zakl¸qenie avtor vyraßaet bol~xu¸ priznatel~nost~ V. Haremze (W. Charemza) i S. B. Makarovoæ za poleznye obsußdeniØ predmeta dannoæ stat~i.

Literatura

1. P. Billingsli, Shodimost~ veroØtnostnyh mer. Nauka, Moskva (1977). 2. I. I. Gihman, A. V. Skorohod, TeoriØ sluqaænyh processov. t.3, Nauka, Moskva (1975).

3. W. W. Charemza, M. A. Lifshits, S. B. Makarova, Conditional testing for unit-root bilinearity in financial time series: some theoretical and empirical results. — J. Econ. Dynamics and Control 29, 1–2 (2004), 63–96.

4. T. Subba Rao, M. M. Gabr, An Introduction to Bispectral Analysis and Bilinear Time Series Models. Ser.: Lecture Notes in Staistics. 24, Springer, New York (1979).

5. G. Terdik, Bilinear Stochastic Models and Related Problems of Non-linear Time Series Analysis. Ser.: Lecture Notes in Staistics. 142, Springer, New York (1999).

Lifshits M. A. Invariance principle in a bilinear model with weak nonlinearity.

We consider a series of bilinear sequences

X^{(n)}_k = X^{(n)}_{k−1} + ε_k + b_nX^{(n)}_{k−1}ε_{k−1}, k > 1,

with i.i.d. sequence ε_k, small bilinearity coefficients b_n = βn^{−1/2} and show that the processes obtained from X^{(n)}_k by usual scaling in time

PRINCIP INVARIANTNOSTI V BILINE`NO` MODELI 105 and space converge to a diffusion process Y_β. We provide an explicit form of Y_β , investigate the moments of Y_β and study the limit behavior of some other quantities related to X^{(n)}_k and important for statistical applications.

Postupilo 19 noØbrØ 2004 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet