Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 320, 2004 g.

A. I. Martikaænen

O PREDEL^NOM POVEDENII �KSTREMAL^NYH POR˚DKOVYH STATISTIK

Pust~ X, X_1, X_2, . . . -posledovatel~nost~ nezavisimyh odinakovo raspredelennyh sluqaænyh veliqin, X_{(1)} 6 · · · 6 X_{(n)} – porØdkovye statistiki, postroennye po vyborke ob¨ema n. V dal~neæxem predpolagaetsØ, qto ess sup X = ∞.

Issledovanie asimptotiqeskogo povedeniØ maksimal~noæ porØdkovoæ statistiki X_{(n)} voshodit k rabote Gnedenko (1943), predloßivxego sledu¸wu¸ versi¸ zakona bol~xih qisel.

Teorema A. DlØ suwestvovaniØ postoØnnyh vn, takih, qto

X_{(n)} − v_n^P→ 0,

neobhodimo i dostatoqno vypolnenie pri kaßdom ε > 0 usloviØ P (X ¿ x + ε)/P (X ¿ x) → 0, x → ∞. (1) Netrudno videt~, qto fftot ffffekt ustoæqivosti ne moßet nabl¸dat~sØ u rexetqatyh raspredeleniæ (dostatoqno vybrat~ ε men~xim, qem xag rexetki). Anderson (1970) predloßil dlØ fftoæ situacii inu¸ formu ustoæqivosti.

Teorema B. Predpoloßim, qto raspredelenie X sosredotoqeno

na mnoßestve natural~nyh qisel i P (X = k) > 0 pri vseh dostatoqno bol~xih natural~nyh k. DlØ suwestvovaniØ postoØnnyh v_n, takih, qto P (X_{(n)} = v_n ili v_n + 1) → 1,

neobhodimo i dostatoqno vypolnenie usloviØ (1) s ε = 1.

Otmetim, qto teorema A vytekaet iz fftogo rezul~tata. Deæstvitel~no, primenim teoremu B k rexetqatomu raspredeleni¸ s xagom h > 0 sluqaænoæ veliqiny Y = h[X/h] i ustremim h k 0. Zdes~ [. . . ] – celaØ qast~.

Rabota vypolnena pri podderßke grantov E02-1.0-56 MinobrazovaniØ RF, 02-01-00779 RFFI i NX-2258.2003.1. 106

O PREDEL^NOM POVEDENII 107 Athreya i Sethuraman (2001) izuqili analogiqnoe asimptotiqeskoe povedenie “ffkstremal~nyh” porØdkovyh statistik X_{(n}�_{k)} pri fiksirovannyh k = 1, 2, . . .. Sethuraman (2003) poluqil sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema C. Predpoloßim, qto raspredelenie X sosredotoqeno

na mnoßestve natural~nyh qisel, k, l ∈ {1, 2, . . .}. DlØ suwestvovaniØ postoØnnyh v_n, takih, qto P (X_{(n}�_{k)} ∈ {v_n, . . . v_n + l}) → 1, neobhodimo i dostatoqno vypolnenie usloviØ (1) s ε = l.

V nastoØweæ zametke predlagaetsØ sledu¸wee opisanie ffffekta ustoæqivosti, vkl¸qa¸wee v kaqestve qastnyh sluqaev kak zakon Gnedenko dlØ nerexetqatyh raspredeleniæ, tak i upomØnutye rezul~taty dlØ rexetqatyh raspredeleniæ.

Teorema. Pust~ f : R^+ → R^+ – poloßitel~naØ nepreryvnaØ ne-

ubyva¸waØ funkciØ. �kvivalentny utverßdeniØ:

A) suwestvu¸t postoØnnye v_n, takie, qto

P (v_n 6 X_{(n)} 6 v_n + f(v_n)) → 1, (2)

B) P (X_1 > x + f(x))/P (X_1 ¿ x) → 0 pri x → ∞.

�ti utverßdeniØ osta¸tsØ ffkvivalentnymi i posle zameny v A) maksimal~nyh porØdkovyh statistik X_{(n)} na ffkstremal~nye X_{(n}�_{k)} s fiksirovannym k = 1, 2, . . ..

Qastnye sluqai:

1) pri f = ε poluqaem zakon Gnedenko;

2) esli X_1 prinimaet celye poloßitel~nye znaqeniØ i f(x) = 1.5, poluqaem rezul~tat Andersona;

3) esli X_1 prinimaet celye poloßitel~nye znaqeniØ i f(x) = l + 0.5, poluqaem rezul~tat Seturamana;

4) pri f(x) = √ x poluqaem inye asimptotiki.

Dokazatel~stvo teoremy. Srazu zametim, qto daße pri f(x) =

Const. ne udaetsØ ispol~zovat~ dlØ dokazatel~stva teoremu C i priem diskretizacii raspredeleniæ, opisannyæ vyxe – ved~ utverßdenie dokazyvaemoæ teoremy stanovitsØ nevernym, skaßem, pri zamene v B) strogogo neravenstva na nestrogoe. Niße predlagaetsØ prostoe i prØmoe dokazatel~stvo.

108 A. I. MARTIKA`NEN

Esli γ_n – posledovatel~nost~ postoØnnyh i γ_n → 1, to, oqevidno, γ^n → 0 ⇐⇒ n(γ_n − 1) → ∞, γ^n → 1 ⇐⇒ n(γ_n − 1) → 0. Sootnoxenie (2) ffkvivalentno tomu, qto P (X_{(n)} < v_n) = P (X < v_n)^n → 0,

P (X_{(n)} 6 v_n + f(v_n)) = P (X 6 v_n + f(v_n))^n → 1, qto, v svo¸ oqered~, ffkvivalentno sootnoxeniØm nP (X ¿ v_n) → ∞, nP (X > v_n + f(v_n)) → 0. (3) Predpoloßim, qto imeet mesto A). Togda v_n → ∞ i vypolneno (3). Pust~ x > v_1. Vyberem n tak, qto v_n < x 6 v_{n+1}. UqityvaØ, qto f ne ubyvaet, poluqaem pri x → ∞ P (X > x + f(x)) P (X ¿ x) 6

P (X > v_n + f(v_n))

P (X ¿ v_{n+1}) ∼ nP (X > v_n + f(v_n)) (n + 1)P (X ¿ v_{n+1}) → 0, to est~ vypolneno B).

Predpoloßim teper~, qto imeet mesto B). Zafiksiruem j ∈ {1, 2, . . .} i pri n > j poloßim x_{n,j} = sup{x : nP (X ¿ x) ¿ j}. FunkciØ P (X ¿ x) nepreryvna sleva, tak qto nP (X ¿ x_{n,j}) ¿ j. ˚sno, qto x_{n,j} ↗ ∞. Esli y_{n,j} > x_{n,j}, to nP (X ¿ y_{n,j}) < j, i iz B) vytekaet, qto nP (X ¿ y_{n,j} + f(y_{n,j} )) → 0. FunkciØ P (X > y) nepreryvna sprava, a poskol~ku f nepreryvna i ne ubyvaet, to i funkciØ P (X > y + f(y)) nepreryvna sprava. PostoØnnye y_{n,j} > x_{n,j} moßno vybrat~ tak, qto P (X > x_{n,j} + f(x_{n,j})) 6 P (X > y_{n,j} + f(y_{n,j} )) + n�^2. Okonqatel~no imeem nP (X ¿ x_{n,j}) ¿ j pri n > j, nP (X > x_{n,j} + f(x_{n,j} )) 6 1/j pri n > n_j. Standartnoe primenenie diagonal~nogo metoda po n i j privodit k suwestvovani¸ postoØnnyh v_n, dlØ kotoryh imeet mesto (3), a sledovatel~no, i k A).

O PREDEL^NOM POVEDENII 109 Teorema dokazana dlØ sluqaØ k = 0. Sledu¸wee utverßdenie zaverxaet dokazatel~stvo. Pust~ v_n – posledovatel~nost~ postoØnnyh, I = ⟨a, b⟩ – promeßutok. Pri fiksirovannyh k sootnoxeniØ P (X_{(n}�_{k)} − v_n ∈ I) → 1

ffkvivalentny meßdu soboæ. DlØ otkrytogo I ffto dokazano v [4]. Obwiæ sluqaæ dokazyvaetsØ analogiqno.

Literatura

1. B. V. Gnedenko, Sur la distribution limite du terme maximum d’une série aléatoire. — Ann. Math. 44 (1943), 423–453.

2. C. Anderson, Extreme value theory for a class of discrete distributions with applications to some stochastic processes. — J. Appl. Prob. 7 (1970), 99–113.

3. Atthreya, S. Sethuraman, On the asymptotics of discrete order statistics. — Stat.

Probab. Lett. 54 (2001), 243–249.

4. S. Sethuraman, A clustering law for some discrete order statistics. — J. Appl.

Prob. 40 (2003), 226–241.

Martikainen A. I. A note on limit behaviour of extremal order statistics.

Anderson (1970) and Sethuraman (2003) described a class of distributions concentrated on positive integers for which sample maximum and other extremes asymptotically cluster on k values. We prove a similar result for distributions of general structure.

Postupilo 12 noØbrØ 2004 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet