Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 320, 2004 g.

A. I. Martikaænen

CENTRAL^NA˚ PREDEL^NA˚ TEOREMA POQTI NAVERNOE BEZ LOGARIFMIQESKOGO SUMMIROVANI˚

1. Vvedenie. Pust~ {Xn} – posledovatel~nost~ nezavisimyh

sluqaænyh veliqin s nulevymi matematiqeskimi oßidaniØmi i koneqnymi dispersiØmi. Oboznaqim S_n = X_1 + · · ·+ X_n i predpoloßim, qto B^2_n = EX^2_1 + · · · + EX^2_n → ∞. Predpoloßim, qto vypolneno uslovie Lindeberga i, sledovatel~no, spravedliva central~naØ predel~naØ teorema (CPT). Esli dopolnitel~no

B_l/B_k ¿ Kl^a/k^a 1 6 k 6 l (1)

dlØ nekotoryh postoØnnyh K > 0, a > 0, to spravedliva CPT poqti navernoe: 1 log n n∑ k=1 1 k I(S_k < xB_k) → Φ(x) p.n., (2)

ravnomerno po x ∈ R. Zdes~ i dalee I(·) – indikatornaØ funkciØ sobytiØ v skobkah, Φ(x) – standartnaØ normal~naØ funkciØ raspredeleniØ. �tot rezul~tat byl poluqen Berkesom i Delingom v 1993 godu (pri dopolnitel~nom uslovii odinakovoæ raspredelennosti X_n i dopolnitel~nyh momentnyh usloviØh ego dokazali v 1988 nezavisimo Brosamler i Xatte, okazavxiesØ pionerami fftogo napravleniØ). Uslovie (1) vleqet kak mimimum stepennu¸ skorost~ rosta B_n. Esli ego opustit~, CPT poqti navernoe moßet ne vypolnØt~sØ (sm. snova [8]). Odnako, ego moßno opustit~, esli razrexit~ sisteme vesov zaviset~ ot B_n. Atlah v 1993 godu pokazal, qto pri vypolnenii usloviØ Lindeberga imeet mesto sledu¸waØ forma CPT poqti navernoe: 1 log B^2_n n∑ k=1 EX^2_{k+1}

B^2_k

I(S_k < xB_k) → Φ(x) p.n., (3)

Rabota vypolnena pri podderßke grantov E02-1.0-56 MinobrazovaniØ RF, 02-01-00779 RFFI i NX-2258.2003.1. 110

CENTRAL^NA˚ PREDEL^NA˚ TEOREMA 111 ravnomerno po x ∈ R. K nastoØwemu momentu ime¸tsØ desØtki publikaciæ, issledu¸wih CPT poqti navernoe v razliqnyh napravleniØh. Praktiqeski kaßdaØ predel~naØ teorema, formuliruemaØ na Øzyke slaboæ shodimosti, imeet svoæ analog “poqti navernoe” (sm., naprimer, Berkes i Qaki (2001)).

Issledovalas~ i skorost~ shodimosti v (2). PonØtno, qto ona ne moßet byt~ luqxe logarifmiqeskoæ – pervyæ indikator v (2) imeet logarifmiqeski ubyva¸wiæ ves. Otmetim, qto popytki zamenit~ sistemu vesov predprinimalis~ mnogokratno. Odnako, v naxih predpoloßeniØh vybor logarifmiqeskogo metoda summirovaniØ ili blizkogo k nemu metoda (3) okazyvaetsØ obosnovannym: luqxaØ skorost~ shodimosti, po-vidimomu, ne dostigaetsØ ni na kakom drugom metode summirovaniØ. Otmetim takße, qto pri l¸bom x obyqnye srednie arifmetiqeskie indikatorov

I(S_k < xB_k) pri shodimosti s veroØtnost~¸ 1 okazyva¸tsØ ne-

ustoæqivymi, imeØ verhniæ predel ravnyæ 1 i nißniæ predel ravnyæ 0.

V 2002 godu pri uslovii odinakovoæ raspredelennosti nezavisimyh sluqaænyh veliqin X_n v [9] byla dokazana nevozmoßnost~ znaqitel~nogo uluqxeniØ skorosti shodimosti v CPT poqti navernoe: esli EX_1 = 0 i EX^2_1 = 1, to iz sootnoxeniØ b_n(H_n(I(S_1 < x), . . . , I(S_n < x √ n)) − Φ(x)) → 0

p.n. ravnomerno po x

dlØ nekotoroæ posledovatel~nosti postoØnnyh b_n i nekotoroæ posledovatel~nosti funkciæ H_n (H_n – proizvol~naØ funkciØ n vewestvennyh argumentov) vytekaet ocenka b_n = o(log n log log n). V [9] byla predloßena inaØ forma CPT poqti navernoe, obespeqiva¸waØ stepennu¸ skorost~ shodimosti. Razob~em mnoßestvo indeksov {1, . . ., n} na l_n = [ √ n log n] posledovatel~nyh nepe-

reseka¸wihsØ intervalov Δ_{n,1}, . . . , Δ_{n,ln} odnoæ i toæ ße dliny

k_n = [n/l_n] (vozmoßno, n ne delitsØ na l_n nacelo, v fftom slu-

qae otbrosim neskol~ko poslednih indeksov). S pomox~¸ summ S_{n,j} = ∑ i∈Δ_{n,j} Xi postroim statistiku

T_n(x) = 1 l_n (I(S_{n,1} < x √ k_n) + · · · + I(S_{n,ln} < x √ k_n)). V [9] bylo pokazano, qto dlØ l¸boæ qislovoæ posledovatel~nosti x_n,

T_n(x_n) − Φ(x_n) = O(n^{−1/4}(log n)^{1/4}) p.n., (4)

112 A. I. MARTIKA`NEN esli moment tret~ego porØdka X_1 koneqen.

V p. 2 my pokaßem (v teoreme 1), qto CPT poqti navernoe, osnovannaØ na indikatorah P (S_k < xB_k), ne moßet imet~ stepennoæ skorosti shodimosti pri summirovanii nezavisimyh sluqaænyh veliqin s nulevymi srednimi i koneqnymi dispersiØmi (pri nekotoryh dopolnitel~nyh usloviØh). V teoreme 2 my predpoloßim, qto S_k obrazu¸t martingal. Pri dopolnitel~nyh predpoloßeniØh (bolee ßestkih, qem v teoreme 1) budet ustanovleno, qto skorost~ shodimosti v CPT poqti navernoe ne moßet byt~ luqxe logarifmiqeskoæ, kak i v sluqae summ nezavisimyh odinakovo raspredelennyh slagaemyh. V p. 3 my pokaßem, qto predloßennyæ v [9] variant CPT poqti navernoe moßet byt~ dokazan ravnomerno po x (to est~ (4) vypolnØetsØ ravnomerno po

x ∈ R), qto ispol~zovannaØ v [9] tehnika perenositsØ na sluqaæ

nezavisimyh neodinakovo raspredelennyh sluqaænyh veliqin, i daße na shemu seriæ s sohraneniem stepennoæ skorosti shodimosti (teorema 3).

2. O nevozmoßnosti stepennoæ skorosti shodimosti v tradicionnoæ CPT poqti navernoe.

Teorema 1. Pust~ {Xn} – posledovatel~nost~ nezavisimyh slu-

qaænyh veliqin, EX_n = 0, EX^2_n < ∞, EX^2_1 > 0, B^2_n = ∑_n k=1 EX^2_k → ∞ i pri kaßdom ε > 0 vypolneno uslovie n∑ k=1 P (X_k > εB_k √ log B_n) → 0. (5)

Predpoloßim, qto dlØ nekotoroæ posledovatel~nosti funkciæ H_n : {0, 1}^n → R i dlØ nekotoroæ posledovatel~nosti postoØnnyh {b_n} vypolneno s veroØtnost~¸ 1 ravnomerno po x ∈ R sootnoxe- nie b_n(H_n(I_1(x), . . . , I_n(x)) − Φ(x)) → 0, (6) gde I_k(x) = I(X_1 + · · · + X_k < xB_k). (7)

Togda b_n = o(B^δ_n) dlØ l¸bogo δ > 0.

Uslovie (5), koneqno, znaqitel~no slabee usloviØ Lindeberga. Neposredstvenno iz neravenstva Qebyxeva vytekaet ocenka n∑ k=1 P (X_k > εB_k √ log B_n) 6 1 ε^2 log B_n n∑ k=1 EX^2_k B^2_k 6 2 ε^2

+ o(1).

CENTRAL^NA˚ PREDEL^NA˚ TEOREMA 113 Tak qto trebu¸tsØ lix~ nebol~xie predpoloßeniØ, qtoby vmesto ograniqennosti pravoæ qasti imet~ ee stremlenie k 0. Pri bolee ßestkih dopolnitel~nyh usloviØh moßno dokazat~, qto b_n rastet ne bystree logarifmiqeskoæ funkcii. Sledu¸wiæ rezul~tat moßno dokazat~, perenosØ tehniku iz [9] na martingal~- nyæ sluqaæ.

Teorema 2. Pust~ {Xn, Fn}n¿0 – posledovatel~nost~ martingal-

raznosteæ s koneqnymi vtorymi momentami, X_0 = 0, F_0 = {ϕ, Ω}. Predpoloßim, qto

B^2_n = n∑ k=1 E(X_k|F_{k−1}) → ∞ p.n.,

i dlØ nekotoroæ poloßitel~noæ predskazuemoæ posledovatel~nosti {ε_n, F_n} vypolneny usloviØ ε_n ↘ 0 p.n.,

|X_n| 6 ε_nB_n/(log log B_n)^{3/2} p.n., n ¿ 1 (8)

Esli (6) imeet mesto s veroØtnost~¸ 1 ravnomerno po x ∈ R s I_k(x), opredelennymi v (7), to b_n = o(log B_n log log B_n).

Vopros o skorosti shodimosti v CPT poqti navernoe pri naruxenii usloviØ (5) ostaetsØ otkrytym.

Dokazatel~stvo fftih dvuh teorem predvarim neskol~kimi lemmami.

Lemma 1. Pust~ Hn : {0, 1}^n → R – posledovatel~nost~ funkciæ,

{Y_{n,k}, 1 6 k 6 n, n ¿ 1}, – sluqaænye veliqiny. Predpoloßim, qto qislovaØ posledovatel~nost~ x_n → ∞ vybrana tak, qto

lim inf P (max_k Y_{n,k} < x_n) > 0.

Esli

b_n(H_n(I(Y_{n,1} < x_n), . . . , I(Y_{n,n} < x_n)) − Φ(x_n))^P→ 0, (9)

i, libo H_n(1, . . ., 1) = 1 pri vseh n, libo (9) vypolneno dopolnitel~no s zamenoæ x_n na nekotoru¸ posledovatel~nost~ postoØnnyh x^′_n ¿ x_n + x^{−1}_n , to b_n = o(x_n exp(x^2_n/2)).

Dokazatel~stvo (sm. takße [9]). Poloßim J_n(x_n) = I(max_k Y_{n,k}

< x_n). Pri kaßdom ε > 0 veliqiny P (J_n(x_n) = 1, |b_n(H_n(I(Y_{n,1} < x_n), . . . , I(Y_{n,n} < x_n)) − Φ(x_n))| > ε) = I(|b_n(H_n(1, . . . , 1) − Φ(x_n))| > ε)P (J_n(x_n) = 1)

114 A. I. MARTIKA`NEN stremØtsØ k nul¸. Poskol~ku veroØtnosti v pravoæ qasti ravenstva otdeleny ot nulØ pri bol~xih n, indikatory v pravoæ qasti obrawa¸tsØ v 0 pri bol~xih n. Takim obrazom,

b_n(H_n(1, . . . , 1) − Φ(x_n)) → 0. (10)

˚sno, qto pri vypolnenii (9) s x^′_n vmesto x_n, imeet mesto i (10) s x^′_n vmesto x_n. UqityvaØ, qto x_n → ∞ i

1 − Φ(x_n) ∼ 1 √ 2πx_n e^{−x2n/2} ¿ (e^{−1} + o(1))(1 − Φ(x^′_n)),

poluqaem utverßdenie lemmy.

V lemmah 2 i 4 predpolagaetsØ, qto nezavisimye sluqaænye veliqiny X_1, X_2, . . . , ime¸t nulevye srednie i koneqnye vtorye momenty, S_n i B_n opredeleny v naqale stat~i.

Lemma 2. Predpoloßim, qto 0 < b1 6 · · · 6 bn -postoØnnye. Togda

pri kaßdom x > 0 spravedlivo neravenstvo

P ( max 16k6n^{|Sk|/bk > x)} 6 1 x^4 (^n∑ k=1 EX^4_k b^4_k + 2 n∑ k=2 EX^2_k B^2_{k−1}

b^4_k ) . �ta lemma ØvlØetsØ pereformulirovkoæ odnogo neravenstva V. M. Zolotareva sm. [1, s. 76]). Soglasno fftomu neravenstvu

P ( max 16k6n^{|Sk|/bk > x)} 6 1 x^4 ( ES4_n b^4_n + n−1∑ k=1 ( 1 b^4_k − 1 b^4_{k+1} ) ES^4_k ) . PravaØ qast~ moßet byt~ perepisana v takom vide 1 x^4 n∑ k=1 1 b^4_k

(ES^4_k − ES^4_{k−1}),

gde S_0 = 0. ZameqaØ, qto ES^4_k = ∑_k j=1 EX^4_j + 2 ∑_k j=2 EX^2_j B^2_{j−1} pri k > 1, poluqaem utverßdenie lemmy.

Lemma 3. Pust~ An,k i Bn,k -dva nabora sobytiæ 1 6 n < ∞, 1 6

k < k_n 6 ∞. Predpoloßim, qto pri vseh n, k i l ≠ k nezavisimy sobytiØ A_{n,k} i B_{n,k}, a takße sobytiØ A_{n,k} i A_{n,l}. Esli P (B_{n,k}) ¿ C > 0, P (A_{n,k}) → 0 ravnomerno po k i P (∪_kA_{n,k}B_{n,k}) → 0, to P (∪_kA_{n,k}B_{n,k}) ¿ (C + o(1)) ∑ k P (A_{n,k}).

CENTRAL^NA˚ PREDEL^NA˚ TEOREMA 115 PohoßaØ lemma dokazana, naprimer, v [2, lemma 1]. Dokazatel~stvo naxeæ lemmy analogiqno.

Oboznaqim T_n = max_16_k6_n S_k/B_k, M_n = max_16_k6_n X_k/B_k. Napomnim, qto B_1 > 0 i B_n → ∞.

Lemma 4. Pust~ {an} – posledovatel~nost~ poloßitel~nyh qi-

sel, takaØ, qto lim inf a^2_n log B_n > 0. Togda ffkvivalentny utverßdeniØ

(A) P (T_n > εa_n) → 0 pri kaßdom ε > 0; (V) P (M_n > εa_n) → 0 pri kaßdom ε > 0; (S) ∑_n k=1 P (X_k > εa_nB_k) → 0 pri kaßdom ε > 0.

Dokazatel~stvo. �kvivalentnost~ (V) i (S) horoxo izvestna.

DlØ dokazatel~stva implikacii (A)⇒ (S) primenim k sobytiØm A_{n,k} = {X_k > 2εB_ka_n} i B_{n,k} = {S_{k−1} ¿ −εB_ka_n}, 1 6 k 6 n, lemmu 3 (v silu neravenstva Qebyxeva P (B_{n,k}) → 1 ravnomerno po k).

V zakl¸qenie dokaßem, qto iz (S) sleduet (A). Oboznaqim

Y_{n,k} = X_kI(|X_k| 6 δB_ka_n), R_{n,k} = Y_{n,1} + · · · + Y_{n,k}. Imeem pri B_0 = 0, δ > 0, max 16k6n E|R_{n,k}| B_k 6 max 16k6n 1 B_k k∑ i=1 E|X_i|I(|X_i| > δB_ia_n) 6 max_{16k6n}^1_{anBkδ}^{k∑}_{i=1}^{EX2i}_{Bi} 6 max_{16k6n}^1_{anBkδ}^{k∑}_{i=1} B2_i∫

B2_i�1 dx √ x = 1 a_nδ . Ots¸da s pomow~¸ lemmy 2 pri dostatoqno bol~xih n poluqaem

P (T_n > 2εa_n) 6 P ( max 16k6n R_{n,k} B_k > 2εa_n ) + n∑ k=1 P (X_k > δa_nB_k) 6 P^( max_{16k6n}^{Rn,k − ERn,k}_{Bk} > εan^) + o(1) 6^1_{ε4a4n}^{( n∑}_{k=1}^{E(Yn,k − EYn,k)4}_{B4k} + 2^{n∑}_{k=2}^{EX2k}_{B2k}^) + o(1) 6^{4a2nδ2 + 2}_{ε4a4n}^{n∑}_{k=1}^{EX2k}_{B2k} + o(1)

116 A. I. MARTIKA`NEN

6^{4a2nδ2 + 2}_{ε4a4n} (1 + log B^2_n/B^2_1 ) + o(1).

LevaØ qast~ fftih neravenstv ot δ ne zavisit. UstremlØØ v pravoæ qasti δ k nul¸, poluqaem ocenku P (T_n > εa_n) = o (log B_n a^2_n ) + o(1),

otkuda sleduet (A).

Dokazatel~stvo teoremy 1 svoditsØ k primeneni¸ lemm 1 i 4 s x_n = √ 2δ log B_n.

Lemma 5. V usloviØh teoremy 2 pri kaßdom vewestvennom x

P (L_nT_n < x + L^2_n + log L_n − 0.5 log(8π)) → exp(−e^{−x}).

Zdes~ L_n = (2 log log(B^2_n ∨ 10))^{1/2}.

�ta lemma predstavlØet soboæ odin iz variantov teoremy Darlinga–�rdexa i byla dokazana v [5].

Dokazatel~stvo teoremy 2. Pol~zuØs~ lemmoæ 5 s

x = 0, x_n = L_n + log L_n L_n − log 8π 2L_n , poluqaem P (T_n < x_n) → e^{−1}. Teorema 2 vytekaet teper~ iz lemmy 1, poskol~ku

x_n exp(x^2_n/2) ∼ 1 √ 8π L^2_n exp(L^2_n/2) ∼ √ 2 π log B_n log log B_n.

3. CPT poqti navernoe v sheme seriæ. Pust~ Xn,1, . . . , Xn,n

– posledovatel~nost~ seriæ nezavisimyh v kaßdoæ serii sluqaænyh veliqin s EX_{n,j} = 0 i EX^2_{n,1} + · · · + EX^2_{n,n} = 1. Razob~em mnoßestvo {1, . . ., n} na nepereseka¸wiesØ podmnoßestva (ne obØzatel~no intervaly) Δ_{n,1}, . . . Δ_{n,ln} . Zdes~ l_n ∈ {1, . . ., n}. Obozna- qim S_{n,j} = ∑ i∈Δ_{n,j} X_{n,i}, B^2_{n,j} = ES^2_{n,j}. Predpoloßim, qto l_nB^2_{n,j} → 1 ravnomerno po j = 1, . . ., n, to est~ razbieniØ vybira¸tsØ tak, qtoby vyrovnØt~ summarnye dispersii. Iz dal~neæxego vidno, qto soderßatel~nyæ rezul~tat

CENTRAL^NA˚ PREDEL^NA˚ TEOREMA 117 poluqaetsØ pri l_n → ∞. Pri fftom nußnoe razbienie moßet ne suwestvovat~, esli seriØ sluqaænyh veliqin vyroßdaetsØ, skaßem, k odnomu (dvum) zametnym slagaemym. Nußnoe razbienie zavedomo suwestvuet, esli vypolneno uslovie “beskoneqnoæ malosti” max_j EX^2_{n,j} = o(1/l_n).

Teorema 3. S veroØtnost~¸ 1 ravnomerno po vsem x 1 l_n l_n∑

j=1 I(S_{n,j} < xB_{n,j}) − Φ(x) = O (√log n l_n + √ l_n n∑ i=1 E|X_{n,i}|^3 ) . (11)

Ocenka (4) poluqaetsØ kak sledstvie pri X_{n,i} = X_i/ √ n. Dokazatel~stvo. Ocenim vnaqale otklonenie sluqaænoæ veli-

qiny

T_n(x) = 1 l_n l_n∑

j=1 I(S_{n,j} < xB_{n,j}) ot ee matematiqeskogo oßidaniØ. DlØ fftogo vospol~zuemsØ neravenstvom Hefdinga (sm., naprimer, [1, s. 76]: esli Y_1, . . ., Y_l – nezavisimye sluqaænye veliqiny, 0 6 Y_j 6 1 to

P (Y_1 + · · · + Y_l − EY_1 − · · · − EY_l ¿ ly) 6 exp ( −2ly^2 ) , y > 0. Imeem

P (|T_n(x) − ET_n(x)| ¿ y) 6 2 exp(−2l_ny^2). (12)

DlØ teh n, dlØ kotoryh r_n = √ log n/l_n ¿ 1, ocenka (11) tri-

vial~na. DlØ ostal~nyh n > 1 (oboznaqim ih mnoßestvo A i predpoloßim, qto A beskoneqno) oboznaqim x_{n,j} rexenie uravneniØ Φ(x_{n,j}) = jr_n dlØ teh celyh j, dlØ kotoryh 0 < jr_n < 1. ZamenØØ v (12) y na r_n, x na x_{n,j} i summiruØ po j, poluqaem pri n ∈ A ∑ j P (|T_n(x_{n,j}) − ET_n(x_{n,j})| ¿ r_n) 6 2r^{−1}_n exp(−2l_nr^2_n) 6 2n^{−1.5}.

My ispol~zovali zdes~ neravenstvo r^{−1}_n 6 √ n, vyteka¸wee iz opredeleniØ r_n i usloviØ l_n 6 n. SummiruØ fftu ocenku po n ∈ A, poluqaem s pomow~¸ lemmy BorelØ–Kantelli

P (sup_j |T_n(x_{n,j}) − ET_n(x_{n,j})| ¿ r_n b. q. v A) = 0. (13)

118 A. I. MARTIKA`NEN

DlØ ocenki otkloneniØ ET_n(x) ot Φ(x) vospol~zuemsØ neravenstvom �sseena [1, s. 139]. Pri vseh dostatoqno bol~xih n i

j = 1, . . ., l_n imeem sup_x |P (S_{n,j} < xB_{n,j}) − Φ(x)| 6 0.8 ∑ i∈Δ_{n,j} E|X_{n,i}|^3/B^3_{n,j} 6 l^{3/2}_n^∑_{i∈Δn,j} E|Xn,i|^3. Posle usredneniØ po j poluqaem pri dostatoqno bol~xih n

sup_x |ET_n(x) − Φ(x)| 6 √ l_n n∑ i=1 E|X_{n,i}|^3. V soqetanii s (13) ffto privodit pri n ∈ A, n → ∞, k ocenke sup_j |T_n(x_{n,j}) − Φ(x_{n,j})| = O (√log n l_n + √ l_n n∑ i=1 E|X_{n,i}|^3 ) p.n.

UqityvaØ vybor x_{n,j} i monotonnost~ sluqaænyh veliqin T_n(x) po x, poluqaem utverßdenie teoremy.

Literatura

1. V. V. Petrov, Summy nezavisimyh sluqaænyh veliqin. M. (1972). 2. A. I. Martikaænen, Ob usilennom zaorne bol~xih qisel dlØ upravlØemyh summ. — Vestnik LGU, vyp. 1 (1977), 56–65.

3. G. A. Brosamler, An almost everywhere central limit theorem. — Math. Proc.

Cambridge Philos. Soc. 104 (1988), 561–574.

4. P. Schatte, On the central limit theorem with almost sure convergence. — Math.

Nachr. 137 (1988), 249–256.

5. U. Einmahl, D. M. Mason, Darling–Erdös theorems for martingales. — J. Theor.

Probab. 2 (1989), 437–460.

6. M. Atlagh, Théorème central limite prescue sûr et loi du logarithme itéré pour des sommes de variables aléatoires indépendantes. — C. R. Acad. Paris, Sér. I 316 (1993), 929–933.

7. I. Berkes, H. Dehling, Some limit theorems in log density. — Ann. Probab. 21 (1993), 1640–1670.

8. I. Berkes, E. Csáki, A universal result in almost sure central limit theorem. — Stoch. Proc. Appl. 94 (2001), 105–134.

9. A. I. Martikainen, On rate of convergence in almost sure central limit theorem.

Teor. Veroyatn. Mat. Statist. 66 (2002), 77–81.

CENTRAL^NA˚ PREDEL^NA˚ TEOREMA 119 Martikainen A. I. Almost sure central limit theorem without logarithmic sums.

We investigate possible rates of convergence in almost sure CLT for sums of independent random variables and martingales.

Postupilo 15 dekabrØ 2003 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet