Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 320, 2004 g.

L. V. Rozovskiæ O VERO˚TNOST˚H MALYH UKLONENI` POLOȷITEL^NYH SLUQA`NYH VELIQIN

1. Rezul~taty Pust~ neotricatel~naØ sluqaænaØ veliqina Z prinimaet znaqeniØ s poloßitel~noæ, ne ravnoæ edinice, veroØtnost~¸ v l¸- boæ okrestnosti nulØ.

DlØ u ¿ 0 poloßim

Λ(u) = E e^{−uZ} , m(u) = − (log Λ(u))^′ , σ^2(u) = (log Λ(u))^{′′} , Q(u) = −um(u) − log Λ(u). (1.1)

Napominaem, qto

m(u) = E Z(u), 0 < σ^2(u) = Var Z(u), (1.2)

gde sluqaænaØ veliqina Z(u) ¿ 0 imeet raspredelenie, soprØßennoe po otnoxeni¸ k Z, t.e.

P (Z(u) 6 r) = r∫ 0 e^{−uy}d P (Z 6 y)/Λ(u), r ¿ 0. (1.3)

Zametim (sm.[1, lemma 2.1]), qto funkciØ m(u) monotonno ubyvaet, a funkciØ Q(u) monotonno vozrastaet na (0, ∞), priqem

m(0) = E Z 6 ∞, m(∞) = 0, Q(0) = 0, Q(∞) = − log P (Z = 0). (1.4) Spravedlivo sledu¸wee utverßdenie.

Lemma 1. Pri vseh r, 0 < r 6 E Z,

e^{−Q(h)} ¿ P (Z 6 r) ¿^1_2 e^{−2a (1+} √_{1+2Q(h)/a)} e^{−Q(h)}, (1.5)

Rabota nad stat~eæ byla podderßana grantom Min.ObrazovaniØ No. E02-

1.0-219, grantom RFFI No. 02-01-01099 i grantom NX No. 2258.2003.1. 150

O VERO˚TNOST˚H MALYH UKLONENI` 151

gde a = sup_{u>0}^{u2 σ2(u)}_{Q(u)} i h ØvlØetsØ edinstvennym rexeniem uravneniØ m(h) = r. (1.6)

Zameqanie 1. Poloßim ρ(r) = sup_{u¿0}(−ur − log Λ(u)). Poskol~ku

ρ(r) = Q(h), esli imeet mesto ravenstvo (1.6) i 0 < r 6 E Z < ∞, ρ(0) = Q(∞), a ρ(r) ravno +∞ pri r < 0 i 0, kogda r > E Z, s pomow~¸ lemmy 1 poluqim uße pri vseh r:

e^{−ρ(r)} ¿ P (Z 6 r) ¿^1_2 e^{−2a (1+} √_{1+2ρ(r)/a)} e^{−ρ(r)}. Iz (1.5) (pri a ≠ ∞) sleduet, qto veliqiny P (Z 6 r) i 1/Q(h) maly odnovremenno i, krome togo, esli Q(h) neograniqenno rastet, to log P (Z 6 r) priblizitel~no raven −Q(h). Drugimi slovami, lemma 1 pozvolØet pri nekotoryh dopolnitel~nyh predpoloßeniØh naæti asimptotiku logarifma veroØtnosti P ( Z 6 r^).

Sledu¸wiæ rezul~tat ØvlØetsØ horoxeæ osnovoæ dlØ issledovaniØ asimptotiqeskogo povedeniØ samoæ veroØtnosti.

Pust~ (sm.(1.2)) Z_0(u) =^{Z(u)− E Z(u)}

√_{Var Z(u)} , u > 0. Poloßim

δ_ε(u) = 1/ε∫ 0 | E e^{itZ0(u)} − e^{−t2/2}| dt (ε > 0). (1.7) Lemma 2. Pri l¸byh poloßitel~nyh r, h, s i ε P (r − s < Z 6 r) = Λ(h)e^{h r} 1 − e^{−h s} τ √ 2π ( e^{−β2/2} + θ (β e^{−β2/2}/τ + 1/τ^2 + ρ_ε(h, s)) ) , (1.8)

gde |θ| ne prevoshodit nekotoru¸ absol¸tnu¸ postoØnnu¸, τ = h σ(h), β = r − m(h) σ(h) , ρ_ε(h, s) = δ_ε(h) + (1 + δ_ε(h))(1 +^1_{h s} ) τ ε.

(1.9) V qastnosti, esli r = m(h), to β = 0 i P (r − s < Z 6 r) = e^{−Q(h)} 1 − e^{−h s} τ √ 2π ( 1 + θ (1/τ^2 + ρ_ε(h, s) ) , (1.10)

152 L. V. ROZOVSKI`

Otmetim, qto iz (1.8) pomimo (1.10) sleduet, qto pri r, 0 < r < E Z, h, udovletvorØ¸wem (1.6), i l¸bom δ P (Z 6 r + δ/h) = e^{−Q(h)} e^δ τ √ 2π ( e^{−δ2/2τ2} + θ(1 + δe^{−δ2/2τ2} )/τ^2 + ρ_ε(h, ∞) ) . (1.11)

Zameqanie 2. Esli δ0(h) = lim_{ε↘0} δε(h) < ∞, to iz (1.8) pri vseh

poloßitel~nyh s vytekaet ravenstvo P (r − s < Z 6 r) = Λ(h)e^{h r} 1 − e^{−h s} τ √ 2π ( e^{−β2/2} + θ (β e^{−β2/2}/τ + 1/τ^2 + δ_0(h)) ) , (1.12)

(i analogiqnye sledstviØ iz (1.10), (1.11)), V qastnosti,

d P (Z 6 r) dr = Λ(h)e^{h r} h τ √ 2π ( e^{−β2/2} + θ (β e^{−β2/2}/τ + 1/τ^2 + δ_0(h)) )

t.e. lemma 2 pozvolØet issledovat~ veroØtnosti malyh ukloneniæ takße v lokal~noæ postanovke.

Dalee pokaßem, qto funkciØ e^{−Q(h)}/τ √ 2π, iz ravenstva (1.10) moßet ne vpolne udovletvoritel~no priblißat~ veroØtnost~ P (Z 6 r), esli veliqina τ = h σ(h) ograniqena.

Pust~ nezavisimye sluqaænye veliqiny Z_j , j = 1, 2, . . ., n, ime¸t funkcii raspredeleniØ F_j(x) takie, qto

F_j(x) = l_j (x)x^αj , x ↘ 0, (1.13)

gde α_j – nekotorye poloßitel~nye qisla, a l_j (x) – medlenno menØ¸wiesØ pri x ↘ 0 funkcii. Togda pri fiksirovannom n

P_n(r) = P (Z_1 + · · · + Z_n 6 r) ∼ k_n n∏ j=1 F_j (r), r ↘ 0, (1.14)

gde k_n = ∏_n j=1 Γ(1 + α_j)/Γ(1 + α), α = α_1 + · · · + α_n. (Sootnoxenie (1.14), ispol~zuØ svoæstva medlenno menØ¸wihsØ funkciæ, moßno dokazat~ indukcieæ).

O VERO˚TNOST˚H MALYH UKLONENI` 153 S drugoæ storony, esli Z = Z_1 + · · · + Z_n, to( sm.(1.1)),

Λ(u) = n∏ j=1 Λ_j (u), m(u) = n∑ j=1 m_j (u), σ^2(u) = n∑ j=1 σ^2_j (u),

Q(u) = n∑ j=1 Q_j (u), (1.15)

gde Λ_j (u) = E e^{−uZ}j , m_j (u) = − (log Λ_j(u))^′ , σ^2_j (u) = (log Λ_j (u))^{′′} ,

Q_j (u) = −um_j (u) − log Λ_j(u).

Esli vypolneno uslovie (1.13), to

Λ_j(u) ∼ Γ(1 + α_j)F_j(1/u), m_j (u) ∼ α_j/u, σ^2_j (u) ∼ α_j/u^2, u → ∞, (1.16) i, sledovatel~no, um(u) → α, u^2 σ^2(u) → α, u → ∞. PrinimaØ vo vnimanie (1.15), (1.16),a takße vyteka¸wee iz (1.6) sootnoxenie h ∼ α/r, r ↘ 0, naædem e^{−Q(h)}/(hσ(h) √ 2π) = e^{h r} n∏ j=1 Λ_j (h)/(hσ(h) √ 2π) ∼ ω_α P_n(r) r ↘ 0. Zdes~ ω_α = (_e α )_{α Γ(1+α)} √ 2πα > 1 pri l¸bom koneqnom α > 0 (i ω_α → 1, α → ∞). Takim obrazom, glavnyæ qlen v pravoæ qasti (1.10) i asimptotika iz (1.14) deæstvitel~no razliqny.

V zakl¸qenie privedem odin primer ispol~zovaniØ sootnoxeniØ (1.12).

Pust~ {X} ØvlØetsØ centrirovannym gaussovskim vektorom, prinima¸wim znaqeniØ v nekotorom separabel~nom gil~bertovom prostranstve H. Togda X = ∑ λ^{1/2}_j ξ_j e_j, gde {e_j } – nekotoryæ ortogonal~nyæ bazis iz H, {λ_j} – posledovatel~nost~ neotricatel~nyh nevozrasta¸wih qisel, rØd, sostavlennyæ iz kotoryh shoditsØ, a ξ_j – nezavisimye standartnye normal~nye sluqaænye veliqiny.

Pust~ a = ∑ α_j e_j ∈ H, ∑ α^2_j < ∞ i r > 0. Nas interesu¸t ocenki dlØ veroØtnosteæ P (r − s < Z 6 r), gde Z = ||X − a||^2 = ∑ (λ^{1/2}_j ξ_j − α_j)^2.

154 L. V. ROZOVSKI`

DlØ γ > 0 poloßim (sm.[2])

Λ(γ) = E exp (−γZ) = ∏ (1 + 2γλ_j )^{−1/2} exp (−γ α^2_j /(1 + 2γλ_j )), m(γ) = ∑ j ( λ_j 1 + 2γλ_j + α^2_j (1 + 2γλ_j )^2 ) ,

σ^2(γ) = ∑ j σ^2_j = ∑ j ( 2λ^2_j (1 + 2γλ_j )^2 + 4λ_j α^2_j (1 + 2γλ_j )^3 ) . (1.17) Spravedlivo sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 1. Pust~ λ3 > 0. Togda pri l¸byh r, s > 0 i γ > 0 P (r − s < ||X − a||^2 6 r) = Λ(γ)e^{γ r} 1 − e^{−γ s} γ σ(γ) √ 2π ( e^{−β2/2} + θ ((γ σ(γ))^{−1} + (γ σ(γ))^{−2}) ) , (1.18) gde β = (r−m(γ))/σ(γ), |θ| 6 c √ λ_1/λ_2 (1+log (λ_2/λ_3)), c– nekotoraØ absol¸tnaØ postoØnnaØ.

Napominaem, qto esli γ ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ m(γ) = r, to β = 0.

Zametim, qto teorema 1 pozvolØet utoqnit~ ranee poluqennye rezul~taty obwego vida otnositel~no asimptotiqeskogo povedeniØ veroØtnosti gaussovskogo vektora iz gil~bertova prostranstva popast~ v xar malogo radiusa (sm. naprimer, [3]–[9], a takße teoremu 4 iz [2]).

Dokazatel~stvo teoremy 1. Pust~ v (1.12) Z = ||X −a||^2. Togda(

sm. (1.2), (1.3), (1.7) i [2, str.441]) sluqaænaØ veliqina Z(γ) raspredelena tak ße, kak ∑ (β^{1/2}_j ξ_j − ω_j )^2 pri β_j = λ_j /(1 + 2γλ_j ), ω_j = α_j/(1 + 2γλ_j ). Sledovatel~no, E e^{itZ(γ)} = ∏ (1 − 2itβ_j )^{−1/2} exp (itω^2_j /(1 − 2itβ_j )). (1.19)

Poloßim (sm.(1.17)) f(t) = E exp (it(Z(γ) − m(γ))/σ(γ)), τ_j = γ β_j . PrinimaØ vo vnimanie, qto v rassmatrivaemom sluqae E Z(γ) = m(γ), a Var Z(γ) = σ^2(γ), iz (1.19) s pomow~¸ standartnyh rassußdeniæ naædem

log f(t) = −t^2/2 + θ (t/τ )^3 ∑ τ_j γ^2σ^2_j = −t^2/2 + θ t^3/τ, |t| 6 ετ,

O VERO˚TNOST˚H MALYH UKLONENI` 155 gde τ = γ σ(γ), |θ| 6 c, a c, ε – nekotorye absol¸tnye poloßitel~- nye postoØnnye. Ots¸da sleduet ετ∫ 0 |f(t) − e^{−t2/2}| dt 6 c_1/τ.

Teper~ ocenim I =^∞ ∫ ετ |f(t)| dt. Imeem, I = τ ∞∫ ε ∏ ξ_j (u) du, gde ξ_j(u) = (1 + 4u^2τ^2_j )^{−1/4} exp (−2 u^2τ_j γ ω^2_j /(1 + 4u^2τ^2_j )).

ImeØ v vidu ravenstvo (sm.(1.17)) σ^2_j = 2β^2_j + 4β_j ω^2_j , netrudno proverit~, qto pri δ = 1/10

ξ_j (u) 6 exp (−δu^2γ^2σ^2_j ), uτ_j 6 1, ξ_j (u) 6(e/(1 + 4u^2τ^2_j ))^{−1/4} exp (−δγ^2σ^2_j /τ^2_j ), uτ_j ¿ 1.

(1.20)

Pust~ natural~noe n vybrano iz usloviØ n∑ j=1 σ^2_j ¿ σ^2/2 > n−1∑ j=1 σ^2_j i I = (τ 1/τn∫

ε +τ ∞∫ 1/τn ) ∏ ξ_j (u) du = I_1 + I_2.

Pri pomowi (1.20) poluqim

I_1 6 τ 1/τn∫

ε ∏ j¿n^{ξj(u) du} 6 τ ∞∫ ε e^{−δu2γ2σ2/2}du 6 c/τ^2. Teper~ ocenim I_2. Zdes~ sleduet rassmotret~ tri sluqaØ: n = 1, n = 2 i n ¿ 3. OgraniqimsØ pervym, kak naibolee obwim. ImeØ v vidu (1.20) i to, qto τ_j ¿ τ_n, esli j 6 n, naædem

I_2 6 τ ∞∫ 1/τ3 ξ_1(u)ξ_2(u)ξ_3(u) du + τ 1/τ3∫

1/τ2 ξ_1(u)ξ_2(u) du

+τ 1/τ2∫

1/τ1 ξ_1(u) du = I_{21} + I_{22} + I_{23},

156 L. V. ROZOVSKI` priqem

I_{21} 6 τ e^{1−δτ2/2τ21} ∞∫ 1/τ3 3∏ j=1 (1 + 4u^2τ^2_j )^{−1/4} du

i_∞ ∫ 1/τ3 3∏ j=1 (1 + 4u^2τ^2_j )^{−1/4} du 6 1 τ_1 √ τ_1/2τ_2 6 1 τ_1 √ λ_1/2λ_2;

I_{22} 6 τ /τ_1 e^{1−δτ2/2τ21} √ λ_1/2λ_2 log λ_2/λ_3;

I_{23} 6 τ /τ_1 e^{1−δτ2/2τ21} √ 2λ_1/2λ_2.

Utverßdenie teoremy 1 sleduet iz (1.12) i prodelannyh vykladok.

2. Dokazatel~stva lemm 1 i 2

Dokazatel~stvo lemmy 1 v znaqitel~noæ stepeni povtorØet dokazatel~stvo teoremy 1 iz [10]. Privedem ego, poskol~ku vykladki ne zanima¸t mnogo mesta.

Pri l¸bom u ¿ 0 P ( Z 6 r^) = Λ(u) E e^{uZ̄} I [^¯Z 6 r], (2.1)

gde Z̄ = Z(u), a sluqaænaØ veliqina Z(u) imeet raspredelenie (1.3). Ots¸da P ( Z 6 r^) = e^{−Q(h)} I(u), I(u) = E e^{uσ(u)Z0(u)} I [Z0(u) 6^{r − m(u)}_{σ(u)} ],

(2.2) (Z_0(u) opredeleno pered sootnoxeniem (1.7)).

Pust~ h ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ (1.6). Togda I(h) 6 1, i iz (4.2) pri u = h sleduet, qto P ( Z 6 r^) 6 e^{−Q(h)}, (2.3)

Esli a = ∞, ocenka snizu, oqevidno, verna. Pust~ teper~ a < ∞. Esli m(u) < r ( ili u > h), to I(u) ¿ e^{u (m(u)−r)} P ( |Z_0(u)| 6 r − m(u) σ(u) ) ¿ e^{u (m(u)−r) (}1 −^{σ2(u)}_{(r − m(u))2}^) . (2.4)

O VERO˚TNOST˚H MALYH UKLONENI` 157 Pri t ¿ h poloßim ξ(t) = t (r − m(t)). Oqevidno, Q(u) − Q(h) = − u∫ h tm^′(t)dt = ξ(u) + u∫ h (m(t) − m(h))dt 6 ξ(u), h 6 u < ∞. (2.5)

Poloßim ν = a + √ a^2 + 2aQ(h). Pust~ u ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ ξ(u) = ν ( takoe rexenie suwestvuet i edinstvenno, poskol~ku funkciØ ξ(t) monotonno rastet ot nulØ do beskoneqnosti na [h, ∞)). Togda po (2.5) Q(u) 6 Q(h) + ξ(u) = Q(h) + ν, u (r − m(u)) = ξ(u) = ν, σ^2(u) (r − m(u))^2 = u^2σ^2(u) ξ^2(u) 6 a Q(u) ν^2 = a(Q(h) + ν) ν^2 = 1 2 po vyboru ν. Ots¸da i iz (4.2)–(4.4) sleduet utverßdenie lemmy 1.

Dokazatel~stvo lemmy 2. Pust~ h > 0. Iz (2.1) i (2.2) sleduet P (r − s < Z 6 r) = e^{−Q(h)} β∫ γ e^{τt} F^{(h)}(dt), (2.6) gde β = (r − m(h))/σ(h), γ = (r − s − m(h))/σ(h), τ = hσ(h), F^{(h)}(t)– funkciØ raspredeleniØ Z_0(h). Pust~ Δ(t) = F^{(h)}(t) − Φ(t)( Φ(t)– standartnaØ normal~naØ funkciØ raspredeleniØ). Oqevidno, β∫ γ e^{τt} F^{(h)}(dt) = β∫ γ e^{τt} Φ(dt) + β∫ γ e^{τt} Δ(dt) = I + J. (2.7)

Tak ße, kak v [11, (2.4)–(2.8)], poluqim |J| 6 c^{eτβ − eτγ}_τ (δε(h) + ε (1 + δε(h)) (τ + 1/(β − γ)). (2.8) ZaæmemsØ teper~ integralom I. Imeem, √ 2π I = 1 τ e^{τ β} 0∫ −μ e^{u−(β+u/τ)2/2} du, (2.9)

158 L. V. ROZOVSKI` gde μ = τ (β − γ) = hs. Dalee, e^{−(β+u/τ)2/2} = e^{−β2/2}(1 − 4β/τ ) + 1 2 (u/τ )^2 (e^{−t2/2})^{′′} | | t=β+θ u/τ ,

0 < θ < 1, otkuda sleduet 0∫ −μ e^{u−(β+u/τ)2 /2} du = e^{−β2/2} (1 − e^{−μ} − β τ 0∫ −μ te^t dt) + θ_1 2τ^2 0∫ −μ t^2 e^t dt =

(1 − e^{−μ})(e^{−β2/2} (1 + θ_2 β/τ ) + θ_3/τ^2),

− 1 < θ_1 < 2e^{−3/2}, 0 < θ_2 < 1, |θ_3| < 1. (2.10)

Utverßdenie lemmy 2 vytekaet iz (2.6)–(2.10).

Literatura

1. N. C. Jain , W. E. Pruitt, Lower tail probability estimates for subordinators and

nondecreasing random walks. — Ann. Probab. 15 No. 1 (1987), 76–101.

2. M. A. Lifshits, On the lower tail probabilities of some random series. — Ann.

Probab. 25 (1997), 424–442.

3. G. N. SytaØ, Ob asimptotiqeskom predstavlenii gaussovoæ mery v gil~- bertovom prostranstve. — TeoriØ stohastiqeskih processov 2 (1974), 94–104.

4. I. A. Ibragimov, O veroØtnostØh popadaniØ gaussova vektora so znaqeni- Ømi v gil~bertovom prostranstve v sferu malogo radiusa. — Zap. nauqn. semin. LOMI 85 (1979), 75–93.

5. V. M. Zolotarev, Asymptotic behavior of the Gaussian measure in l2. — Journal

of Soviet Mathematics 24 (1986), 2330–2334.

6. W. V. Li, On the lower tail of Gaussian measures. — Probability in Banach spaces 8 (1992), 106–117.

7. W. V. Li, W. Linde, Small ball problems for non–centered Gaussian measures. —

Probability and Mathematical Statistics 14 (1993), 231–251.

8. J. Kuelbs, W. V. Li, W. Linde, The Gaussian measures of shifted balls. — Probab.

Theory Related Fields 98 (1994), 143–162.

9. A. Dembo, E. Mayer-Wolf, O. Zeituni, Exact behavior of Gaussian seminorms. —

Probab. Statist. Letters 23 (1995), 275–280.

10. L. V. Rozovskiæ, O nißneæ granice veroØtnosteæ bol~xih ukloneniæ dlØ vyboroqnogo srednego pri vypolnenii usloviØ Kramera. — Zap. nauqn. semin. POMI 278 (2001), 208–224.

O VERO˚TNOST˚H MALYH UKLONENI` 159 11. L. V. Rozovskiæ, VeroØtnosti bol~xih ukloneniæ dlØ nekotoryh klassov raspredeleniæ, udovletvorØ¸wih uslovi¸ Kramera. — Zap. nauqn. semin. POMI 298 (2003), 161–185.

Rozovsky L. V. On small deviation probabilities of positive random variables.

In the note two lemmas are deduced, which seem to be useful while studing the small deviation probabilities of positive random variables. As the example so called small balls problem is examined.

Postupilo 1 noØbrØ 2004 g.

Sankt-PeterburgskaØ himiko-farmacevtiqeskaØ akademiØ