Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 320, 2004 g.

V. N. Solev, F. Hagigi

OCENKA PARAMETRA V ODNO` MODELI S BESKONEQNOMERNYM MEXAıWIM PARAMETROM

Vvedenie

Pust~ X sluqaænaØ veliqina s funkcieæ raspredeleniØ F (t) i plotnost~¸ f(t), Φ(t) vozrasta¸waØ absol¸tno nepreryvnaØ funkciØ, Ψ(t) obratnaØ funkciØ: Ψ = Φ^{−1}. Oboznaqim Y = Φ(X). Funkci¸ raspredeleniØ G(t) i plotnost~ g(t) sluqaænoæ veliqiny Y legko sosqitat~ G(t) = F (Ψ(t)), g(t) = f(Ψ(t))ψ(t), gde ψ(t) = d dt Ψ(t), ϕ(t) = d dt Φ(t). (1)

Rassmotrim sluqaæ, kogda nabl¸da¸tsØ dve vyborki X, X_1,

· · · , X_{n1} i Y, Y_1, · · · , Y_{n2} – pervaØ s funkcieæ raspredeleniØ F (t) i

plotnost~¸ f(t), vtoraØ s funkcieæ raspredeleniØ G(t) = F (Ψ(t)) i plotnost~¸ g(t) = f(Ψ(t))ψ(t).

Predpoloßim, qto trebuetsØ ocenit~ funkci¸ ψ, v situacii, kogda funkciØ f neizvestna i vystupaet kak mexa¸wiæ parametr. DlØ neotricatel~nyh funkciæ ψ_1, ψ_2 primem oboznaqenie

h(ψ_1, ψ_2) dlØ veliqiny

h^2(ψ_1, ψ_2) = 1 2 ∫ (√ ψ_1(x) − √ ψ_1(x)

)_2 dx. My predpoloßim, qto f ∈ F, ψ ∈ B ⊂ L^1, priqem dlØ l¸bogo ε > 0 δ(ε) = inf h(ψ1,ψ2)≥ε f∈F, ψ1,ψ2∈B h(f(Ψ_1 (x))ψ_1(x), f(Ψ_2(x))ψ_2(x)) > 0. (2)

IssledovaniØ pervogo avtora qastiqno podderßany grantami RFFI 02-01-00262, RFFI-NNIO 04-01-04000, NX 2258.2003.1. 160

OCENKA PARAMETRA V ODNO` MODELI 161 My pokaßem, pri uslovii (2) i nadleßawih usloviØh na parametriqeskie mnoßestva F i B, qto ocenka maksimuma pravdopodobiØ ^ψ dlØ neizvestnoæ funkcii ψ ØvlØetsØ sostoØtel~noæ.

V dal~neæxem dlØ prostoty oboznaqeniæ my budem predpolagat~, qto n_1 = n_2 = n. V fftom sluqae my moßem sqitat~, qto my imeem delo s nezavisimymi odinakovo raspredelennymi sluqaænymi vektorami Z, Z_1, . . . , Z_n, gde Z_i = (X_i, Y_i). Oqevidno, raspredelenie sluqaænogo vektora Z imeet plotnost~

p(z_1, z_2) = f(z_1 )f(Ψ(z_2 ))ψ(z_2 ).

�ntropiØ parametriqeskogo mnoßestva v metrike Hellingera

Pust~ ( Y, B, μ ) – prostranstvo s meroæ i Y_1, . . . , Y_n nezavisimye odinakovo raspredelennye sluqaænye fflementy so znaqeni- Ømi iz Y s obwim raspredeleniem P ∈ P i plotnost~¸ f, f(y) = dP dμ (y), f ∈ F = { f : f = dP dμ , dlØ nekotoryh P ∈ P } . DlØ neotricatel~nyh f, g pust~ h(f, g) rasstoØniØ Hellinge- ra, h^2(f, g) = 1 2 ∫ Y (√ f − √ g )_2 dμ. DlØ pary neotricatel~nyh funkciæ g^L ≤ g^R oboznaqim V (g^L, g^R) mnoßestvo

V (g^L, g^R) = { g : g^L ≤ g ≤ g^R } . Oboznaqim qerez N (ε, F) naimen~xee m takoe, qto F ⊂ m⋃ j=1 V (g^L_j , g^R_j ), gde h(g^L_j , g^R_j ) ≤ ε, j = 1, . . . , m. Nazovem ε−ffntropieæ veliqinu H(ε, F) = ln N (ε, F).

My predpoloßim, qto veliqina N (ε, F) koneqna dlØ l¸bogo

ε > 0 i dlØ nekotorogo c > 0 ε∫ ε2 H^{1/2}(s, F) ds ≤ cε^2 √ n (3).

162 V. N. SOLEV, F. HAGIGI

Teorema (W. H. Wong and X. Shen). Predpoloßim, qto f(x) is-

tinnaØ plotnost~, f ∈ F. Togda pri uslovii (3) suwestvu¸t takie neotricatel~nye konstanty c_1, c_2, C, qto

P sup h(g, f )≥ε, g∈F n∏ j=1 g(Y_j ) f(Y_j ) ≥ exp{−c_1nε^2} ≤ C exp{−c_2nε^2}.

Predpoloßim teper~, qto q_n = q_n(y; x) neotricatel~noe Ødro q_n : Y^n × Y → R^1, takaØ, qto ∫ Y q_n(y; x) μ(dx) = 1 (μ^n−poqti vs¸du po y). Zdes~ y = (y_1 . . . , y_n) ∈ Y^n, x ∈ Y, μ^n = μ × . . . × μ n−times

. Predpolo-

ßim,qto q_n(y; ·) ∈ F (μ^n−poqti vs¸du po y).

Tak qto sluqaænaØ veliqina f̃_n(x) = q_n(Y_1, . . . , Y_n; x) moßet rassmatrivat~sØ v kaqestve ocenki dlØ f.

Predpoloßim, qto f(x) istinnaØ plotnost~, a funkciØ q_n(y; ·) udovletvorØet uslovi¸ n∏ j=1 q_n(y; y_j ) f(y_j )

≥ exp { −c_1nε^2 } (μ^n−poqti vs¸du po y). (4)

Zdes~ y = (y_1, . . . , y_n).

Lemma 1. Pust~ f(x) istinnaØ plotnost~,^~fn(x) ocenka dlØ f

so znaqeniØmi iz F. Togda pri usloviØh (3) i (4) dlØ nekotoryh poloßitel~nyh c, C P { h(f̃_n, f) ≥ ε } ≤ C exp{−cnε^2}. Dokazatel~stvo. Pust~^~fn(·) = qn(Y1, . . . , Yn; ·). My predpolo-

ßim, qto q_n(y; ·) ∈ Y. Oboznaqim d(y) rasstoØnie Hellingera meßdu q_n(y; ·) i f(·),

d^2(y) = 1 2 ∫ Y (√ q_n(y; x) − √ f(x) )_2 μ(dx).

OCENKA PARAMETRA V ODNO` MODELI 163 ˚sno, qto

{y : d(y) ≥ ε, } ⊂ y : sup h(g, f )≥ε, g∈F n∏ j=1 g(y_j ) f(y_j )

≥ exp { −c_1nε^2 } .

Pofftomu

P { h(f̃_n, f) ≥ ε } ≤ P sup h(g, f )≥ε, g∈F n∏ j=1 g(Y_j ) f(Y_j )

≥ exp { −c_1nε^2 } .

Utverßdenie lemmy sleduet iz Teoremy (W. H. Wong and X.

Shen).

Ocenka maksimuma pravdopodobiØ

Pust~ nabl¸da¸tsØ nezavisimye odinakovo raspredelennymi sluqaænye vektory Z_1, . . . , Z_n, gde Z_i = (X_i, Y_i) s neizvestnoæ plotnost~¸

p(z_1, z_2) = f(z_1 )f(Ψ(z_2 ))ψ(z_2 ).

Oboznaqim

L = {p : p(z_1, z_2) = f(z_1 )f(Ψ(z_2 ))ψ(z_2 ) dlØ nekotoryh f ∈ F, ψ ∈ B } .

Oboznaqim qerez P_n ffmpiriqesku¸ meru, P_n {A} = 1 n n∑ j=1 1I_A(Z_j ).

Rassmotrim ocenku maksimuma pravdopodobiØ ^p_n dlØ neizvest- noæ p ∈ L, ∫ ln ^p_n dP_n = max_{q∈L} ∫ ln q dP_n. Primem oboznaqenie ^ψ_n dlØ sootvetstvu¸weæ ocenki funkcii ψ, kotoraØ vosstanavlivaetsØ po funkcii ^p_n, esli vypolneno uslovie (2).

My predpoloßim, qto dlØ l¸bogo ε > 0 suwestvu¸t takoæ koneqnyæ nabor neotricatel~nyh funkciæ { f^L_i ≤ f^R_i ; i = 1, . . . , m_1 }

164 V. N. SOLEV, F. HAGIGI i takoæ koneqnyæ nabor neotricatel~nyh funkciæ { ψ^L_i ≤ ψ^R_i ; i = 1, . . . , m_2 } , qto F ⊂ m1⋃ j=1 V (f^L_j , f^R_j ), h(f^L_j , f^R_j ) ≤ ε, (5)

B ⊂ m2⋃ j=1 V (ψ^L_j , ψ^R_j ), (6)

priqem dlØ l¸byh fiksirovannyh i = 1, . . . , m_1, j = 1, . . . , m_2 i ψ, ψ_∗ ∈ V (ψ^L_j , ψ^R_j ) ∫ (√ f^R_i (Ψ(x))ψ(x) − √ f^L_i (Ψ_∗(x))ψ_∗(x)

)_2 dx ≤ ε^2. (7)

V fftom sluqae my dlØ kratkosti budem govorit~, qto dlØ pary parametriqeskih mnoßestv F i B vypolneno uslovie (∗).

Teorema 1. Pust~ dlØ pary parametriqeskih mnoßestv F i B

vypolneno uslovie (∗) i dlØ l¸bogo ε > 0 veliqina δ(ε > 0). Togda dlØ l¸bogo ε > 0 pri n → ∞ P { h(ψ, ^ψ_n) > ε } → 0 ravnomerno po ψ ∈ B, f ∈ F.

Dokazatel~stvo. Oqevidno, pri uslovii (∗) vypolnena posylka

lemmy 1 v primenenii k zadaqe ocenivaniØ funkcii p. Pofftomu dlØ l¸bogo ε > 0 pri n → ∞ P {h(p, ^p_n) > ε} → 0 ravnomerno po ψ ∈ B, f ∈ F.

Ots¸da i iz usloviØ (2) sleduet utverßdenie teoremy.

Literatura 1. Wing Hung Wong,d N. Xiatong Shen, Probability inequalities and convergence

rates of sieve mles. — The Annals of Statistics, 2 (1995), 2555–2591.

Solev V. N., Haghighi F. Estimation in a model with infinite dimensional nuisance parameter.

OCENKA PARAMETRA V ODNO` MODELI 165 Let X_1 be a random variable with density function f(t), Ψ(t) be an increasing absolutely continuous function, Φ(t) be the inverse function, random variable X_2 be defined by X_2 = Φ(X_1). We consider the maximum likelihood estimator for density ψ of function Ψ as we observe two independent samples from the distribution of X_1 and X_2 . Under appropriate conditions on the involved distributions, we prove the consistency of maximum likelihood estimator.

Postupilo 24 dekabrØ 2004 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN