Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 320, 2004 g.

V. N. Sudakov, A. V. Sudakov

ZAVISIMYE GAUSSOVSKIE VYBORKI: OCENKI RAZBROSA, SVOBODNYE OT OB˙EMA VYBORKI

V sheme ne obØzatel~no nezavisimoæ gaussovskoæ vyborki ob¨ema n, interpretiruemoæ kak vyborka ob¨ema edinica iz nekotorogo centrirovannogo gaussovskogo raspredeleniØ γ na nmernom koordinatnom prostranstve vyborok R^n, postroena neuluqxaemaØ po porØdku ravnomernaØ po razmernosti n ocenka stepeni razbrosa sootvetstvu¸wih vyboroqnyh raspredeleniæ, zavisØwaØ tol~ko ot spektral~nogo radiusa kovariacionnoæ kvadratiqnoæ formy q_γ rassmatrivaemoæ mery γ.

1. Pod sluqaænoæ “zavisimoæ gaussovskoæ vyborkoæ ob¨ema n” my zdes~ budem ponimat~ prostranstvo R^n vseh myslimyh vyborok x ob¨ema n, na kotorom zadana nekotoraØ gaussovskaØ mera γ, upravlØ¸waØ igroæ sluqaØ pri poluqenii vyborki. Pri fftom “vyboroqnoe raspredelenie” P_{n,x} — fflement prostranstva veroØtnostnyh raspredeleniæ na qislovoæ prØmoæ R — po obyqnomu pravilu determinirovannym obrazom stroitsØ po vyborke x ∈ R^n ob¨ema edinica iz raspredeleniØ γ i ne zavisit ot proishoßdeniØ fftoæ vyborki. Esli, naprimer, γ = N (0, I_n), gde

I_n (kovariacionnaØ matrica koordinatnyh funkcionalov otno-

sitel~no raspredeleniØ γ) — ffto ediniqnaØ n × n-matrica, to γ-sluqaænye fflementy x sootvetstvu¸t povtornym nezavisimym vyborkam ob¨ema n iz raspredeleniØ N (0, 1).

Samo prostranstvo vyborok R^n moßno rassmatrivat~ kak prostranstvo funkciæ na nekotorom mnoßestve Ω, sostoØwem iz n fflementov: Ω = {ω_1, . . . , ω_n}, gde fflementy prostranstva Ω sut~ koordinatnye funkcionaly na prostranstve vyborok, s ravnomernym veroØtnostnym raspredeleniem P = P_n.

Zdes~ prosleßivaetsØ analogiØ “vyboroqnogo raspredeleniØ” P_{n,x}, sootvetstvu¸wego po izvestnomu pravilu nekotoroæ

Rabota podderßana grantami RFFI 02-01-00263, RFFI-NNIO 04-01- 04000, NX-2258.200 i Programmoæ fundamental~nyh issledovaniæ RAN “Sovremennye problemy teoretiqeskoæ matematiki”. 166

ZAVISIMYE GAUSSOVSKIE VYBORKI 167 vyborke x ∈ R^n, i “vremeni prebyvaniØ” P ∘ x�^1 dlØ vyboroqnoæ funkcii [x : T → R] nekotorogo sluqaænogo processa

X : T → L^0(Ω, P), esli parametriqeskoe mnoßestvo T snabße-

no nekotoroæ veroØtnostnoæ meroæ P. Bolee obwaØ situaciØ s proizvol~nym (beskoneqnomernym) veroØtnostnym raspredeleniem P na mnoßestve F lineænyh funkcionalov na vyboroqnom gaussovskom prostranstve budet izuqena pozdnee.

Pri issledovanii voprosov, svØzannyh s fenomenom koncentracii mery i suwestvovaniØ tipiqnyh raspredeleniæ (bibliografi¸ sm. v [1]), v osobennosti v proizvol~noæ beskoneqnomernoæ situacii, estestvenno, naqinaØ analiz s koneqnomernyh vyboroqnyh prostranstv, interpretirovat~, kak ob fftom govorilos~ vyxe, vyboroqnye raspredeleniØ kak “vremena prebyvaniØ” vyborok, ponimaemyh kak sluqaænye funkcii na prostranstve s veroØtnostnoæ meroæ, otnositel~no nekotorogo ravnomernogo na koneqnom mnoßestve Ω veroØtnostnogo raspredeleniØ, v terminah kotorogo, nezavisimo ot razmernosti, i formuliruetsØ uslovie normirovki gaussovskoæ mery γ.

2. Rassmotrim voznika¸wu¸ shemu podrobnee. Pust~, kak i vyxe, Ω = {ω_1, . . . , ω_n} — nekotoroe mnoßestvo, i P_n — ravnomernoe raspredelenie veroØtnosteæ na nem: P_n({ω}) = n�^1 dlØ kaßdogo ω = ω_1, . . . , ω_n ∈ Ω. Prostranstvo R^n funkciæ X na mnoßestve Ω estestvenno nadelØetsØ tem samym evklidovoæ (gil~bertovoæ v bolee obweæ situacii) strukturoæ, v qastnosti — L^2(P_n)-normoæ i sootvetstvu¸wim skalØrnym proizvedeniem: dlØ X = (X(ω_1), . . . , X(ω_n)) ∈ R^n

‖X‖^2 = n∑ k=1 n�1_{(X(ωk))}2_. (1)

(Zdes~ X(ω_k) = e_k(X), k = 1, . . ., n, X ∈ R^n — koordinatnye funkcionaly na R^n.)

Esli teper~ na evklidovom prostranstve (R^n, ‖·‖) zadat~ standartnu¸ otnositel~no fftoæ normy gaussovsku¸ meru γ_0, to koordinatnye funkcionaly e_k, k = 1, . . ., n okaßutsØ nezavisimymi gaussovskimi veliqinami s odinakovym raspredeleniem

L(e_k) = N (0, n). Takim obrazom, koordinaty toqek R^n — ffto no-

siteli nagruzok vyboroqnyh raspredeleniæ dlØ povtornoæ nezavisimoæ vyborki ob¨ema n iz raspredeleniØ N (0, n). Qitatel~, koneqno, obratil vnimanie na to, qto teper~, v otliqie

168 V. N. SUDAKOV, A. V. SUDAKOV ot obyqnoæ postanovki, kogda vyboroqnye raspredeleniØ s rostom n sblißalis~ s N (0, 1), naxi v novom smysle “vyboroqnye” raspredeleniØ vedut sebØ inaqe. Iz dal~neæxih rassußdeniæ budet vidno, qto stohastiqeski ffti “rasplyva¸wiesØ” (so skorost~¸ n^12 ) novye “vyboroqnye raspredeleniØ” s rostom n ne “razbega¸tsØ drug ot druga”, qto na pervyæ vzglØd moßno bylo by predpoloßit~, hotØ, kak pravilo, i ne koncentriru¸tsØ vokrug (kak moglo by pokazat~sØ v fftom sluqae) raspredeleniØ

N (0, n), svoego dlØ kaßdogo n (terminy budut utoqneny). Glav-

noe ße v tom, qto my smoßem polnost~¸ otkazat~sØ ot predpoloßeniØ o nezavisimosti vyboroqnyh znaqeniæ, ograniqivaØs~ lix~ trebovaniem normirovki spektral~nogo radiusa kovariacionnoæ kvadratiqnoæ formy gaussovskoæ mery γ (trebovanie “substandartnosti” gaussovskoæ mery γ).

My namerevaemsØ issledovat~, pri kakom ograniqenii na gaussovsku¸ (gaussovskie) mery γ moßno ocenit~ v nekotorom razumnom smysle stepen~ koncentracii “vremen prebyvaniØ” naxih koneqnyh sluqaænyh gaussovskih posledovatel~nosteæ. ProsteæxaØ ocenka poluqaetsØ, esli potrebovat~, qtoby summa kvadratov ∑_n k=1 σ^2_k v L^2-norme dlin poluoseæ ffllipsoida ras-

seivaniØ E_γ mery γ byla ograniqena fiksirovannoæ konstantoæ. Inaqe govorØ, qtoby fftot ffllipsoid byl strukturno ograniqen (qto trivial~no dlØ koneqnomernoæ modeli, no ne v obwem sluqae) fflementom prostranstva vyborok, i ego strukturnyæ supremum imel by ograniqennu¸ fiksirovannoæ konstantoæ

L^2(P_n)-normu. V terminah fftoæ konstanty (t.e. qerez kvadrat

gil~bert-xmidtovskoæ normy kovariacionnogo operatora mery γ) vyraßa¸tsØ ocenki koncentracii samih gaussovskih vyborok, a s ispol~zovaniem fftih poslednih i ocenki koncentracii vyboroqnyh raspredeleniæ. Vypolnenie fftogo usloviØ (ograniqennost~ fiksirovannoæ konstantoæ sleda kovariacionnogo operatora, ograniqennost~ summy kvadratov dlin v L^2(P) oseæ ffllipsoida rasseivaniØ E_γ ) neobhodimo i dostatoqno dlØ togo, qtoby moßno bylo ocenit~ snizu γ-mery centrirovannyh xarov proizvol~nogo radiusa (teorema Minlosa–Sazonova), otkuda i vyvodØtsØ ocenki dlØ vzaimnoæ blizosti (stepeni koncentracii) vyboroqnyh raspredeleniæ.

Pafos nastoØweæ raboty kak raz v tom, qto budut dany ocenki vzaimnoæ blizosti vyboroqnyh raspredeleniæ (ne samih vybo-

ZAVISIMYE GAUSSOVSKIE VYBORKI 169 rok po L^2(P)-norme, qto ne utverßdaetsØ, i, koneqno, tem bolee ne po standartnoæ evklidovoæ norme v prostranstve vyborok R^n), no v terminah tol~ko veliqiny starxeæ poluosi ffllipsoida E_γ v L^2(P)-norme, pri proizvol~nom povedenii veliqin ostal~nyh poluoseæ. Pri fftom uslovie normirovki gaussovskoæ mery zakl¸qaetsØ tol~ko v tom, qto ffllipsoid rasseivaniØ E_γ rassmatrivaemoæ gaussovskoæ mery na prostranstve vyborok (na prostranstve L^2(P)) soderßitsØ v ediniqnom xare fftoæ evklidovoæ L^2-normy na prostranstve R^n, t.e. normy, zadavaemoæ opredeleniem (1).

HotØ v formule (1) prisutstvuet razmernost~ n, vozmoßnost~ interpretacii takoæ normy kak L^2(P)-normy pozvolØet ustranit~ vsØkoe upominanie o razmernosti togo funkcional~nogo prostranstva (prostranstva L^2(P)), na kotorom zadaetsØ gaussovskaØ mera γ, otnositel~no kotoroæ i budut formulirovat~- sØ utverßdeniØ o stepeni koncentracii raspredeleniæ L(X; P) sluqaænyh veliqin iz L^2(P). �to pozvolit pozdnee sformulirovat~ i dokazat~ teoremu o stepeni koncentracii raspredeleniæ i dlØ proizvol~nogo, v qastnosti, beskoneqnomernogo gil~bertova prostranstva sluqaænyh veliqin.

3. Napomnim ili vvedem nekotorye terminy i oboznaqeniØ, v nekotoryh sluqaØh uße ispol~zovavxiesØ vyxe i poleznye dlØ naxih celeæ predpoloßeniØ i utverßdeniØ. (Sm. takße [2].)

Vse gaussovskie prostranstva vyborok predpolaga¸tsØ prostranstvami Lebega–Rohlina, tak qto Ødro gaussovskoæ mery — ffto vsegda gil~bertovo prostranstvo. Vproqem, dlØ vstreqa¸- wihsØ v blißaæxem tekste koneqnomernyh vyboroqnyh gaussovskih prostranstv ffto zameqanie nesuwestvenno.

Standartnoæ otnositel~no nekotorogo veroØtnostnogo raspredeleniØ (Ω, P) gaussovskoæ meroæ (ili standartnym gaussovskim slabym raspredeleniem) γ v prostranstve L^2(P) nazyvaetsØ takaØ gaussovskaØ mera (slaboe raspredelenie) γ_0, dlØ kotoroæ ee ffllipsoid rasseivaniØ E_{γ0} — ffto ediniqnyæ xar v prostranstve L^2(P). Inaqe govorØ, kovariacionnyæ operator takoæ mery

γ_0 — ediniqnyæ, a ee harakteristiqeskiæ funkcional, zadannyæ

na soprØßennom s L^2(P) prostranstve F , imeet vid [F ∋ f → exp(− 1 2 ‖f‖^2)]. CentrirovannaØ gaussovskaØ mera γ v prostranstve L^2(P) na-

170 V. N. SUDAKOV, A. V. SUDAKOV zyvaetsØ substandartnoæ gaussovskoæ, esli ee ffllipsoid rasseivaniØ soderßitsØ v ediniqnom xare fftogo prostranstva (t.e. esli ee kovariacionnaØ kvadratiqnaØ forma q_γ maßoriruetsØ kvadratom evklidovoæ normy v soprØßennom c L^2(P) prostranstve H: dlØ kaßdogo f ∈ H vypolnØetsØ neravenstvo

q_γ (f) := ‖f‖^2_L2_{(γ)} 6 ‖f‖^2_H ).

VeroØtnostnaØ mera μ na prØmoæ nazyvaetsØ sublaplasovskoæ, esli ona ØvlØetsØ obrazom N (0, 1) ∘ φ�^1 standartnogo odnomernogo gaussovskogo raspredeleniØ pri otobraßenii φ : R → R, udovletvorØ¸wem uslovi¸ Lipxica s konstantoæ edinica (φ ∈

Lip 1). Srednee po sublaplasovskoæ mere rasstoØnie toqki na

prØmoæ do srednego fftogo sublaplasovskogo raspredeleniØ ne prevoshodit 0.8.

RasstoØnie meßdu veroØtnostnymi raspredeleniØmi v metriqeskom prostranstve S, v qastnosti i v pervu¸ oqered~ na qislovoæ prØmoæ R, budet izmerØt~sØ v metrike Kantoroviqa –. Napomnim, qto v prostranstve M_1 veroØtnostnyh raspredeleniæ s koneqnymi srednimi na qislovoæ prØmoæ R dlØ μ, ν ∈ M_1 –(μ, ν) = ∫ |F_μ(t) − F_ν(t)|dt. Zakon raspredeleniØ P∘X�^1 sluqaænoæ veliqiny X ∈ L^0(Ω, P) oboznaqaetsØ L(X; P) ili prosto L(X).

Mnoßestvo vseh monotonno neubyva¸wih funkciæ na otrezke

[0, 1] budem oboznaqat~ M, a podmnoßestvo, sostoØwee iz mono-

tonnyh funkciæ, izmerimyh otnositel~no razbieniØ ξ_n otrezka

[0, 1] na n ravnyh otrezkov, budet oboznaqat~sØ M_n.

Vmeste s kaßdoæ sluqaænoæ veliqinoæ X (funkcieæ na (Ω, P)) my budem rassmatrivat~ ee neubyva¸wu¸ perestanovku J(X) ∈ M, t.e. zadannu¸ na [0, 1] monotonno neubyva¸wu¸ funkci¸, dlØ kotoroæ

L(J(X); mes) = L(X; P).

Zdes~ mes — mera Lebega na ediniqnom otrezke. S estestvennymi ogovorkami moßno sqitat~, qto J(X)(q) = F �^1(q), q ∈ [0, 1]. V naxem sluqae, kogda mera P — ravnomernoe raspredelenie na koneqnom mnoßestve Ω, #Ω = n, monotonnye funkcii J(X) izmerimy otnositel~no razbieniØ ξ_n ediniqnogo otrezka na n ravnyh qasteæ.

ZAVISIMYE GAUSSOVSKIE VYBORKI 171 Otobraßenie J obladaet sledu¸wim oqevidnym svoæstvom:

dlØ l¸boæ funkcii f i l¸boæ sluqaænoæ veliqiny Z L(f(Z) = L(f(J ∘ Z)) Predloßenie 1. DlØ proizvol~nyh fflementov X, Y ∈ L^1(P) –(L(X; P), L(Y ; P)) = ‖J(X) − J(Y )‖_L1_{(mes)}.

V qastnosti, dlØ vyboroqnyh raspredeleniæ, sootvetstvu¸- wih dvum vyborkam (x_k, k = 1, . . ., n) i (y_k, k = 1, . . . , n) odnogo ob¨ema, rasstoØnie Kantoroviqa meßdu fftimi raspredeleniØmi ravno

–(L(x; Pn), L(y; Pn)) = n�^{1 n∑}_{k=1} |x_{(k)} − y_{(k)}|. (2)

Uqastvu¸t raznosti sootvetstvu¸wih drug drugu qlenov dvuh variacionnyh rØdov.

Kak i obyqno, vyboroqnym raspredeleniem P^x_n, sootvetstvu- ¸wim fflementu x ∈ R^n, nazyvaetsØ diskretnoe raspredelenie

L(x; P_n) = P_n ∘ x�^1.

Zdes~ pod x podrazumevaetsØ proizvol~nyæ fflement prostranstva R^n, rassmatrivaemyæ kak funkciØ na Ω, t.e., esli ugodno, na mnoßestve koordinatnyh funkcionalov e_k.

Osnovnym instrumentom, ispol~zuemym v dal~neæxem, budet slußit~ izoperimetriqeskoe neravenstvo dlØ gaussovskih mer [3, 4] i ego sledstviØ. Sledstviem izoperimetriqeskogo neravenstva ØvlØetsØ sledu¸wee utverßdenie.

Predloßenie 2 (Teorema ob obraze gaussovskoæ mery pri lip-

xicevom otobraßenii).

Pust~ (E, γ) — vektornoe prostranstvo s gaussovskoæ meroæ, γ, f : E → R — otobraßenie, udovletvorØ¸wee uslovi¸ Lipxica s konstantoæ 1 otnositel~no gil~bertovoæ normy na Ødre H_γ fftoæ gaussovskoæ mery. Togda obraz γ ∘ f�^1 mery γ pri otobraßenii f sublaplasov.

V qastnosti, obraz substandartnoæ gaussovskoæ mery, zadannoæ v evklidovom ili gil~bertovom prostranstve E, pri proizvol~nom lipxicevom s konstantoæ edinica otobraßenii ØvlØetsØ sublaplasovym raspredeleniem na qislovoæ prØmoæ R.

4. Perehodim k formulirovke i kratkomu izloßeni¸ hoda dokazatel~stva osnovnoæ teoremy fftoæ raboty.

172 V. N. SUDAKOV, A. V. SUDAKOV

Teorema. Suwestvuet takaØ absol¸tnaØ konstanta c, c > 0,

qto dlØ l¸bogo natural~nogo n kakova by ni byla substandartnaØ gaussova mera γ na evklidovom prostranstve L^2(P_n) vseh vyborok ob¨ema n, suwestvuet takoe odnomernoe veroØtnostnoe raspredelenie μ_γ na qislovoæ prØmoæ R, qto Eγ –(L(X; Pn), μγ ) 6 c. Inaqe govorØ, ∫ L2(Pn) –(L(X; Pn), μγ)γ(dX) 6 c. Dokazatel~stvo. Fiksiruem n. Rassmotrim otobraßenie J :

L^2(P_n) → M_n ⊂ L^2[0, 1]. Otobraßenie J ØvlØetsØ izomorfizmom

na kaßdom konuse fflementov L^2(P_n), fflementy kotorogo perevodØtsØ v konus M_n fflementov L^2(P_n) so strogo monotonno vozrasta¸wimi fflementami odnoæ i toæ ße perestanovkoæ koordinat. Otobraßenie J sohranØet raspredeleniØ i na kaßdom opisannom konuse ØvlØetsØ izometrieæ. Kak sledstvie, v celom otobraßenie J udovletvorØet uslovi¸ Lipxica s konstantoæ 1, i s pomow~¸ otobraßeniØ J kaßdyæ affinnyæ funkcional l na konuse

M_n podnimaetsØ na vsœ L^2(P_n) do funkcionala, takße oblada¸-

wego svoæstvom Lipxica s konstantoæ 1.

Pust~ μ_γ = γ ∘ J�^1 — obraz mery γ pri otobraßenii J. Iz lipxicevosti J sleduet teper~, qto raspredeleniØ affinnyh funkcionalov na (M, μ_γ ) ime¸t pervyæ moment, i suwestvuet srednee mery μ — fflement [μ] ∈ M, [μ](t) = m_k, esli t ∈ Δ_k ∈

[0, 1]/ξ_n — baricentr mery μ.

Srednee rasstoØnie E_γ –(L)X; P_n), μ_γ) ravno sredneæ veliqine

L^1-raznosti fflementov JX ∈ M_n i [μ]. �lement [μ] vyqislØetsØ

pokoordinatno: dlØ kaßdogo fflementa Δ_k razbieniØ ξ_n znaqenie srednego opredelØetsØ kak srednee odnomernogo raspredeleniØ, poluqa¸wegosØ kak ortogonal~naØ v L^2(mes) proekciØ na odnomernoe koordinatnoe prostranstvo. Po lipxivosti proektorov, vse odnomernye raspredeleniØ koordinatnyh funkcionalov sublaplasovy, i srednie fftih odnomernyh raspredeleniæ sut~ kak raz znaqeniØ funkcii μ na fflementah razbieniØ ξ_n. DlØ kaßdogo fflementa Z konusa M_n, Z(t) = z_k dlØ t ∈ Δ_k ∈ [0, 1]/ξ_n ego L^1- rasstoØnie do fflementa [μ] ravno ∑_n k=1 ·n�^1|z_k −m_k|. No L^1-norma

ZAVISIMYE GAUSSOVSKIE VYBORKI 173 raznosti na konuse M_n sootvetstvuet –-rasstoØni¸ raspredeleniæ. IntegriruØ ffto vyraßenie i prinimaØ vo vnimanie skazannoe vyxe o raspredelenii otkloneniØ sublaplasovskoæ sluqaænoæ veliqiny ot svoego srednego, my prihodim k zakl¸qeni¸ teoremy.

Utverßdenie, blizkoe k dokazannomu, v svoe vremØ vyskazyvalos~ v kaqestve gipotezy B. S. Cirel~sonom [5] v svØzi s fenomenom suwestvovaniØ tipiqnyh raspredeleniæ. Podrobnee ob fftom budet govorit~sØ v dal~neæxih publikaciØh. Bol~xu¸ pol~zu takße prineslo neodnokratnoe obsußdenie problemy s professorom H. f. Vaæczekerom.

Literatura

1. A. V. Sudakov, V. N. Sudakov, and H. v. Weizsaecker, Typical Dustributions: Infinite-Dimensional Approaches. Asymptotic Methods in Probability and Statistics with Applications. Birkhäuser, 2001, pp. 205–214.

2. V. Sudakov, Gaussian Measures. A Brief Survey. Rendicoti dell’istituto di matematica dell’universita di Trieste. Vol. XXVI, 1994, Supplemento.

3. V. N. Sudakov, B. S. Cirel~son, �kstremal~nye svoæstva poluprostranstv dlØ sferiqeski invariantnyh mer. — V kn.: Zapiski nauqn. semin. LOMI t. 41. 1974, s. 14–24.

4. B. S. Cirelson, I. A. Ibragimov and V. N. Sudakov, Norms of Gaussian Sample Functions. Lecture Notes in Mathematics, 550. 1976, pp. 20–41.

5. B. S. Cirel~son, Gipoteza. Rukopis~. Arhiv Laboratorii statistiqeskih metodov POMI RAN.

Sudakov V. N., Sudakov A. V. Dependent Gaussian samples: estimation of the scatter uniform in dimension.

An exact in order dimension-free estimation of the scatter of samples chosen according to an arbitrary Gaussian distribution is proposed. This estimation is only based on the spectral radius of the covariance quadratic form of γ.

Postupilo 24 dekabrØ 2004 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN