Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 320, 2004 g.

A. N. Frolov

O ZAKONE POVTORNOGO LOGARIFMA DL˚ PRIRAWENI` SUMM NEZAVISIMYH SLUQA`NYH VELIQIN

1. Vvedenie

V rabotah [1–3] avtora byl predloßen edinyæ podhod k predel~nym teoremam o p.n. (poqti navernoe) povedenii priraweniæ summ nezavisimyh odinakovo raspredelennyh sluqaænyh veliqin. �tot podhod pozvolil ohvatit~ edinoæ teorieæ usilennyæ zakon bol~xih qisel (UZBQ) �rdœxa–Ren~i, zakony Qœrgœ–Revesa, UZBQ i zakon povtornogo logarifma (ZPL). V [4] analogiqnyæ podhod k sil~nym predel~nym teoremam dlØ priraweniæ byl razvit dlØ sluqaænyh veliqin s neodinakovymi raspredeleniØmi.

V nastoØweæ rabote my primenim metody, razvitye v [4], k issledovani¸ predel~nogo povedeniØ nekotoryh funkcionalov ot priraweniæ, dlina kotoryh blizka k maksimal~no vozmoßnoæ. Pri fftom my budem rassmatrivat~ takie funkcionaly, kotorye sovpada¸t s samimi summami i s maksimumami summ dlØ priraweniæ maksimal~noæ dliny. Naxa cel~ – poluqenie rezul~tatov dlØ priraweniæ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin, vkl¸- qa¸wih v sebØ teoremy Kolmogorova [5] i Hartmana–Vintnera [6] o ZPL. DlØ fftogo my skombiniruem tehniku iz [4] i tehniku nekotoryh rabot o ZPL. Tak kak literatura, posvØwennaØ ZPL, ves~ma obxirna (sm., naprimer, monografi¸ Petrova [7]), my ograniqivaemsØ rabotami Petrova [8], Egorova [9–11], Martikaænena [12] i Rozovskogo [13], v kotoryh soderßitsØ rØd prostyh usloviæ, dostatoqnyh dlØ ZPL. Pri formulirovke rezul~tatov my budem ispol~zovat~ predloßennye Martikaænenom [12] odnostoronnie usloviØ na raspredeleniØ slagaemyh. Otmetim, qto usloviØ Martikaænena obobwa¸t celyæ rØd izvestnyh

Rabota vypolnena pri qastiqnoæ podderßke granta E02-1.0-56 MinobrazovaniØ RF, granta 02–01–00779 RFFI i granta veduwih nauqnyh xkol NX–2258.2003.1. 174

O ZAKONE POVTORNOGO LOGARIFMA 175 dvustoronnih dostatoqnyh usloviæ, sredi kotoryh usloviØ Kolmogorova [5], Petrova [10], Egorova [9–11].

Zdes~ sleduet podqerknut~, qto poluqennye v rabote rezul~- taty i ispol~zovannye metody moßno kombinirovat~ s tehnikoæ drugih rabot, posvØwennyh ZPL. My ograniqivaem naxe vnimanie lix~ upomØnutymi vyxe rabotami, tak kak fftogo dostatoqno dlØ togo, qtoby pokazat~ vozmoßnosti edinogo podhoda k sil~- nym predel~nym teoremam dlØ priraweniæ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin.

Poluqennye v rabote rezul~taty pozvolØ¸t vkl¸qit~ teoremy Kolmogorova i Hartmana–Vintnera o ZPL v edinu¸ teori¸ sil~nyh predel~nyh teorem dlØ priraweniæ. Krome togo, rezul~taty v [3] dlØ bol~xih priraweniæ dokazany v predpoloßenii koneqnosti vtorogo momenta s logarifmiqeskoæ dobavkoæ u poloßitel~nyh qasteæ slagaemyh. Privodimye niße rezul~taty pozvolØ¸t ustranit~ fftot logarifmiqeskiæ defekt i vkl¸- qit~ v upomØnutu¸ vyxe edinu¸ teori¸ ZPL pri pravil~nyh momentnyh ograniqeniØh na pravyæ hvost raspredeleniØ slagaemyh.

2. Rezul~taty

Pust~ {X_k} – posledovatel~nost~ nezavisimyh sluqaænyh veliqin s EX_k = 0, DX_k = σ^2_k, F_k(x) = P (X_k < x). Pust~ B_0 = 0 i B_n = ∑_n i=1 σ^2_i → ∞. (Vs¸du v tekste, gde ispol~zovany simvo-

ly lim sup, lim inf, lim, O, o, → my sqitaem, qto n → ∞, esli ne ogovoreno protivnoe.)

Oboznaqim S_n = X_1 + X_2 + · · · + X_n, S_0 = 0. Pust~ {a_n} – neubyva¸waØ posledovatel~nost~ natural~nyh qisel, 1 ≤ a_n ≤ n. Poloßim

U_n = max 0≤k≤n−a_n (S_{k+an} − S_k), W_n = max_{0≤k≤n−an} max_{1≤j≤an}(S_{k+j} − S_k), R_n = S_n − S_{n−an} . Otmetim, qto U_n = R_n = S_n i W_n = max_{1≤k≤n} S_k pri a_n = n.

Oboznaqim

B^∗_n = max 0≤k≤n−a_n (B_{k+an} − B_k), B̃_n = B_n − B_{n−an} .

176 A. N. FROLOV

Poloßim

b_n = √ 2B^∗_nβ_n, β_n = log B_n B^∗_n + log log B_n.

Vs¸du dalee my budem sqitat~, qto B^∗_n/β_n → ∞. Oboznaqim v_n = √ B^∗_n/(2β_n).

My naqnem so sluqaØ ograniqennyh sverhu veliqin.

Teorema 1. Predpoloßim, qto ess sup Xn = o(vn), B^∗_n ∼^~Bn, po-

sledovatel~nosti {B_n/B^∗_n} i {v_n} ffkvivalentny nekotorym neubyva¸wim posledovatel~nostØm, max_{1≤k≤n} σ^2_k = o(B^∗_n) i 1 B^∗_n n∑ j=n−a_n+1

−εv_n∫

−∞ x^2dF_j(x) → 0 dlØ l¸bogo ε > 0. (1)

Togda

lim sup W_n b_n = lim sup U_n b_n = lim sup R_n b_n = 1 p.n.

Pri dopolnitel~nyh predpoloßeniØh v poslednem sootnoxenii lim sup moßno zamenit~ na lim dlØ W_n i U_n. Primerom takih predpoloßeniæ ØvlØ¸tsØ usloviØ teorem 12 i 13 iz raboty avtora [4]. Tak kak naxa cel~ – ZPL, my ograniqivaemsØ rezul~- tatami dlØ lim sup.

Pri a_n = n iz teoremy 1 my poluqaem teoremu 3 iz raboty Martikaænena [12]. Esli, krome togo, ess sup |X_n| = o(v_n), to my prihodim k teoreme Kolmogorova.

DlØ formulirovki sledu¸wego rezul~tata nam ponadobitsØ odin klass funkciæ iz stat~i Martikaænena [12]. Pust~ F oboznaqaet klass funkciæ f(x), zadannyh na poloßitel~noæ poluosi, poloßitel~nyh pri vseh dostatoqno bol~xih x i udovletvorØ¸wih usloviØm: f(x)x^m ne ubyvaet pri nekotorom m = m(f) i vseh dostatoqno bol~xih x, ∑_∞ n=1 f(c^n)^{−r} < ∞ pri nekotoryh c > 1 i r > 0.

DlØ fiksirovannyh n i ε > 0 opredelim posledovatel~nost~ natural~nyh qisel {i_m} sledu¸wim obrazom. Poloßim i_0 = 0,

i_m = min{i : B_i ≥ 2εmB^∗_n}, gde m = 1, 2, . . . , M − 1, M = min{m : m ≥ 1, i_m ≥ n − a_n}. Oboznaqim i_M = n − a_n. V sluqae M = 1 my

sqitaem, qto posledovatel~nost~ {i_m} sostoit iz dvuh fflementov

i_0 = 0 i i_1 = n − a_n.

O ZAKONE POVTORNOGO LOGARIFMA 177 Podqerknem, qto i_m = i_m(n, ε), M = M (n, ε). Esli max_{1≤i≤n} σ^2_i /B^∗_n → 0, to my imeem

B_{im} = B_{im−1} + σ^2_{im} < 2ε(m + 1)B^∗_n ≤ B_{im+1} .

Pofftomu i_{m+1} > i_m, esli n dostatoqno veliko. Sledovatel~no, v fftom sluqae {i_m} i M horoxo opredeleny pri vseh dostatoqno bol~xih n.

Teorema 2. Predpoloßim, qto B^∗_n ∼^~Bn, posledovatel~nost~

{B_n/B^∗_n} ffkvivalentna nekotoroæ neubyva¸weæ posledovatel~nosti, max_{1≤k≤n} σ^2_k = o(B^∗_n), B_n/B^∗_n = o(log log B_n) i 1 B^∗_n n∑ j=n−a_n+1 ∫ |x|≥εv_n x^2dF_j(x) → 0 dlØ l¸bogo ε > 0. (2)

Pust~ dlØ l¸bogo τ > 0

max 0≤k≤n−a_n k+a_n∑

j=k+1 ∞∫ τv_j xdF_j(x) = o(b_n), (3)

max 1≤m≤M i_m+a_n∑

j=i_m�1+1 ∞∫ τv_j xdF_j(x) = o(b_n). (4)

Pust~ suwestvuet takaØ funkciØ f(x) ∈ F, qto n∑ k=1 P (X_k > εv_n) ≤ 1 f(b_n) (5)

dlØ l¸bogo ε > 0.

Pust~ dlØ l¸bogo δ > 0 ∞∑ n=1 P (X_n > δb_n) < ∞. (6) Togda

lim sup W_n b_n = lim sup U_n b_n = lim sup R_n b_n = 1 p.n.

178 A. N. FROLOV

Prostye usloviØ, dostatoqnye dlØ (2)–(4), poluqatsØ, esli v formulah (2)–(4) summirovanie vzØt~ po vsem indeksam j, 1 ≤

j ≤ n, a maksimumy v (3) i (4) ubrat~. Zametim, qto v uslovii

(2) v_n moßno zamenit~ na v_j.

Pri a_n = n uslovie (2) sovpadaet s usloviem Lindeberga, a teorema 2 prevrawaetsØ v teoremu 6 iz raboty Martikaænena [12], kotoraØ obobwaet i teoremu Kolmogorova, i teoremu Hartmana–Vintnera. Krome togo, v rabote Martikaænena [12] soderßitsØ rØd prostyh usloviæ, dostatoqnyh dlØ ZPL i obobwa¸wih usloviØ Petrova [8] i Egorova [9–11]. Niße my privedem ffti usloviØ.

DlØ y > 0 poloßim

L_n(y) = ∫ |x|≥y x^2dF_n(x), L^−_n (y) = −y∫ −∞ x^2dF_n(x), L^+_n (y) = +∞∫ y x^2dF_n(x). Oboznaqim w_n = (B_n/ log log B_n)^{−1/2}.

Privedem teper~ upomØnutye vyxe usloviØ, dostatoqnye dlØ ZPL, v istoriqeskom porØdke.

A) Kolmogorov, [5]: ess sup |X_n| = o(w_n). B) Petrov, [8]: dlØ l¸bogo ε > 0 n∑ i=1 L_i(εw_n) = o(B_n), ∞∑ n=1 L_n(εw_n) B_n log log B_n < ∞. C) Egorov, [9]: dlØ nekotorogo δ > 0 n∑ i=1 EX^2_i log |X_i|(log log log |X_i|)^{1+δ} = O(B_n).

D) Egorov, [10]: dlØ nekotoroæ sluqaænoæ veliqiny X s koneqnym vtorym momentom n∑ i=1 P (|X_i| ≥ x) = O(nP (|X| ≥ x)) ravnomerno po vsem dostatoqno bol~xim x, lim inf B_n/n > 0.

E) Egorov, [11]: dlØ nekotoroæ funkcii f ∈ Ψ_c i l¸bogo ε > 0 n∑ i=1 L_i(εw_n) = o(B_n log log B_n/f(B_n)).

O ZAKONE POVTORNOGO LOGARIFMA 179 F) Egorov, [11]: dlØ nekotoroæ funkcii f ∈ F_c i l¸bogo ε > 0 n∑ i=1 L_i(εw_n) = o(B_n log log B_n/f(B_n)), ∞∑ n=1 P (|X_n| ≥ εB_n log log B_n) < ∞. Zdes~ Ψ_c – mnoßestvo funkciæ f(x) takih, qto f(x) > 0 i ne ubyvaet pri x ≥ x_0 = x_0(f) i ∑ n≥x0 (nf(n))^{−1} < ∞, a F_c – mnoßestvo

funkciæ f(x) takih, qto f^r (x) ∈ Ψ_c dlØ nekotorogo r > 0.

Martikaænen [12] predloßil sledu¸wie odnostoronnie varianty usloviæ A)–F):

A’) ess sup X_n = o(w_n) i dlØ l¸bogo ε > 0 n∑ i=1 L^−_i (εw_n) = o(B_n). (7)

B’) DlØ l¸bogo ε > 0 vypolneny sootnoxeniØ (7) i ∞∑ n=1 L^+_n (εw_n) √ B_n log log B_n < ∞. C’) DlØ l¸bogo ε > 0 vypolneno sootnoxenie (7), i suwestvuet takaØ funkciØ f ∈ Ψ_c, qto n∑ i=1 ∞∫ εw_n x^2f(x) log log x dF_i(x) = O(B_n). D’) DlØ l¸bogo ε > 0 vypolneno sootnoxenie (7), i

g(x) = lim sup n^{−1 n} ∑ i=1 P (X_i ≥ x) < ∞ dlØ vseh x ≥ x_0 i nekotorogo

x_0, ∞∫ x0 xg(x)dx < ∞, lim inf B_n/n > 0. E’) DlØ l¸bogo ε > 0 vypolneno sootnoxenie (7), i suwestvuet funkciØ f ∈ Ψ takaØ, qto n∑ i=1 L^+_i (εw_n) = o(B_n log log B_n/f(B_n)).

180 A. N. FROLOV

F’) DlØ l¸bogo ε > 0 vypolneno sootnoxenie (7), i suwestvuet funkciØ f ∈ F_c takaØ, qto n∑ i=1 L^+_i (εw_n) = o(B_n log log B_n/f(B_n)), ∞∑ n=1 P (X_n > εw_n) < ∞. Vypolnenie l¸bogo iz usloviæ A)–F) i A’)–F’) vleqet (5) i (6), a esli b_n = √ 2B_n log log B_n , to i (3). KombiniruØ ffti uslo-

viØ s ostal~nymi usloviØmi teoremy 2, my poluqaem celyæ rØd prostyh dostatoqnyh usloviæ dlØ ZPL dlØ priraweniæ.

Rozovskiæ [13] predloßil sledu¸wee obobwenie upomØnutyh usloviæ:

G) DlØ l¸bogo ε > 0 n∑ i=1 L_i(εw_n) = o(B_n),

i dlØ nekotoryh τ < 1 i δ > 0 ∞∑ n=1 (P (X_n > τ √ 2B_n log log B_n) + (2 log log B_n)^{−1/2}P (X_n > δw_n)) < ∞.

Poslednee uslovie takße moßet byt~ ispol~zovano dlØ formulirovki novyh rezul~tatov o povedenii priraweniæ.

Privedem, nakonec, rezul~tat dlØ priraweniæ summ nezavisimyh odinakovo raspredelennyh sluqaænyh veliqin, soderßawiæ teoremu Hartmana–Vintnera. �tot rezul~tat vytekaet iz teoremy 2.

Sledstvie 1. Pust~ Xk, k = 1, 2, . . ., ime¸t odinakovoe rasprede-

lenie, EX_1 = 0, EX^2_1 = 1 i a_n = cn, c ∈ (0, 1]. Togda

lim sup W_n √ 2cn log log n

= 1 p.n.

�tot rezul~tat soderßitsØ v knige Qœrgœ i Revesa [14], gde on poluqen s pomow~¸ metoda sil~noæ approksimacii i rezul~tata Xtrassena [15].

O ZAKONE POVTORNOGO LOGARIFMA 181

3. Dokazatel~stva

Dokazatel~stvo teoremy 1. Po teoreme 2 iz raboty avtora [16]

lim sup R_n/b_n ≥ 1 p.n. Pofftomu nam dostatoqno pokazat~, qto

lim sup W_n b_n ≤ 1 p.n. (8) DlØ dokazatel~stva poslednego sootnoxeniØ my vospol~zuemsØ teoremoæ 11 iz [4]. Pri fftom nam nußno tol~ko proverit~, qto

lim sup max 1≤m≤M max 0≤h≤H_n 1 B_{im+an} − B_{im}�_1 i_m+a_n∑

k=i_m�1+1

log φ_k(h) h^2 ≤ 1 2 , (9)

gde φ_k(h) = Ee^{hXk} , H_n = √ 2β_n/B^∗_n. Ne umalØØ obwnosti, my sqitaem, qto {v_n} ne ubyvaet. Voz~mem τ > 0. Po formule Teælora dlØ vseh k i h takih, qto

1 ≤ k ≤ n i 0 ≤ h ≤ H_n, my imeem

log φ_k(h) ≤ φ_k(h) − 1 = φ^{′′}_k (θ_{k,n}) h^2 2 , gde 0 ≤ θ_{k,n} ≤ H_n. Zametim, qto φ^{′′}_k(θ_{k,n}) = EX^2_k e^{θk,nXk} ≤ e^{τvnHn} EX^2_k = e^τ σ^2_k dlØ vseh k ≤ n i vseh dostatoqno bol~xih n. Ots¸da my zakl¸- qaem, qto vypolneno (9). �

Dokazatel~stvo teoremy 2. V silu teoremy 2 iz [16] nam sno-

va dostatoqno dokazat~ (8). V usloviØh teoremy 2 posledovatel~nost~ {v_n} ffkvivalentna nekotoroæ neubyva¸weæ posledovatel~nosti. Pofftomu, ne umalØØ obwnosti, my moßem sqitat~, qto {v_n} ne ubyvaet.

Voz~mem 0 < τ < δ. Poloßim X̄_k = X_kI{X_k < τ v_k}, X^′_k = X_kI{τ v_k ≤ X_k ≤ δb_k}, X^{′′}_k = X_kI{X_k > δb_k}, S̄_n = ∑_n k=1 X̄_k, S^′_n = ∑_n k=1 X^′_k, S^{′′}_n = ∑_n k=1 X^{′′}_k , S̄_0 = S^′_0 = S^{′′}_0 = 0.

My imeem W_n ≤ W^1_n + W^2_n + W^3_n + W^4_n , gde

W^1_n = max 0≤k≤n−a_n max 1≤j≤a_n (S̄_{k+j} − S̄_k), W^2_n = max 0≤k≤n−a_n max 1≤j≤a_n (−E(S̄_{k+j} − S̄_k)), W^3_n = max 0≤k≤n−a_n max 1≤j≤a_n (S^′_{k+j} − S^′_{k+1} − E(S^′_{k+j} − S^′_k)), W^4_n = max 0≤k≤n−a_n max 1≤j≤a_n (S^{′′}_{k+j} − S^{′′}_k ).

182 A. N. FROLOV

V silu usloviæ (3) i (6) my imeem

W^2_n b_n → 0 i W^{4n}b_n → 0 p.n. (10)

Pokaßem teper~, qto

W^3_n b_n → 0 p.n. (11)

DlØ fftogo nam ponadobitsØ sledu¸waØ lemma.

Lemma 1. Pust~ {sn} i {bn} – dve qislovye posledovatel~nosti,

b_1 > 0, b_n ne ubyvaet i b_n → ∞. Esli s_n = o(b_n), to max_{1≤i≤j≤n} |s_j − s_i| = o(b_n).

Dokazatel~stvo. DlØ l¸bogo ε > 0 suwestvuet N takoe, qto

|s_n| ≤ εb_n dlØ vseh n ≥ N . Tak kak b_n ne ubyvaet i b_n → ∞, to max 1≤i≤j≤n |s_j − s_i| ≤ 2 max_{1≤j≤n} |s_j | ≤ 2( max_{1≤j≤N} |s_j| + max_{N≤j≤n} |s_j|) ≤ 4εb_n dlØ vseh n ≥ N_1 ≥ N . Lemma dokazana. �

Zametim, qto lemma 1 predstavlØet i samostoØtel~nyæ interes, tak kak s ee pomow~¸ moßno poluqat~ usilennyæ zakon bol~xih qisel dlØ priraweniæ. Deæstvitel~no, esli b_n udovletvorØet usloviØm lemmy 1 i S_n/b_n → 0 p.n., to i W_n/b_n → 0 p.n. Pofftomu, vzØv l¸bu¸ teoremu, soderßawu¸ dostatoqnye usloviØ dlØ usilennogo zakona bol~xih qisel dlØ summ, my tut ße poluqaem teoremu dlØ priraweniæ.

Itak, s uqetom lemmy 1 dlØ dokazatel~stva (11) nam dostatoqno dokazat~, qto S^′_n − ES^′_n b_n → 0 p.n.

DlØ dokazatel~stva poslednego sootnoxeniØ my dokaßem, qto S^′_n b_n − med ( S^′_n b_n ) → 0 p.n., (12) med ( S^′_n b_n ) − E ( S^′_n b_n ) → 0. (13)

Zdes~ i dalee med Z oboznaqaet medianu sluqaænoæ veliqiny Z.

O ZAKONE POVTORNOGO LOGARIFMA 183 Sootnoxenie (13) sleduet iz togo, qto | |med ( S^′_n b_n ) − E ( S^′_n b_n )| | ≤ √ 2D ( S^′_n b_n )

≤ 2 b^2_n n∑ i=1 E(X^′_i )^2 ≤ √ 2B_n b^2_n ,

b_n = √ 2B^∗_nβ_n i B_n/B^∗_n = o(log log B_n).

Dokaßem (12). Vybrav c > 1 i poloßiv i(n) = max{i : b_i <

c^n}, I_n = {i : i(n − 1) ≤ i ≤ i(n)}, toqno tak ße, kak v stat~e

Martikaænena [12] na str. 705, my dokaßem, qto ∞∑ n=1 P (| ∑ i∈I_n (X^′_i − EX^′_i )| > εc^n) < ∞ dlØ l¸bogo ε > 0. Tak ße, kak pri dokazatel~stve 13, imeem c^{−n} | | | med ( ∑ i∈I_n X^′_i ) − ∑ i∈I_n EX^′_i | | | ≤ b^{−1}_{i(n)} 2D ( ∑ i∈I_n X^′_i )

≤ √ 2B_{i(n)} b^2_{i(n)} → 0. Pofftomu dlØ l¸bogo ε > 0 ∞∑ n=1 P (| ∑ i∈I_n X^′_i − med ( ∑ i∈I_n X^′_i ) | > εc^n) < ∞. Po teoreme 7 iz raboty Martikaænena i Petrova [17] my poluqaem (12).

Teper~ dlØ zaverxeniØ dokazatel~stva my pokaßem, qto

lim sup

W^1_n b_n ≤ C(τ ) p.n., (14)

gde C(τ ) → 0 pri τ ↓ 0. DlØ fftogo my vospol~zuemsØ teoremoæ 1 iz raboty avtora [4].

Uslovie A) teoremy 1 iz [4] proverØetsØ tak ße, kak pri dokazatel~stve teoremy 11 v [4].

184 A. N. FROLOV

Proverim uslovie B).

Pust~ τ > 0. Poloßim φ(h) = exp{e^τ h^2/2}, φ_k(h) = Ee^{hX̄k} , b^′_n = e^τ √ 2B^∗_nβ_n, H_n = √ 2β_n/B^∗_n. Zametim, qto ess sup X̄_n ≤ τ v_n i EX̄_n ≤ 0. Pofftomu dlØ l¸byh k i h takih, qto 1 ≤ k ≤ n i 0 ≤ h ≤ H_n, vypolnØ¸tsØ neravenstva

log φ_k(h) ≤ φ_k(h) − 1 ≤ hEX̄_k + φ^{′′}_j (θ_{k,n}) h^2 2 ≤ φ^{′′}_j (θ_{k,n}) h^2 2 , gde 0 ≤ θ_{k,n} ≤ H_n. Tak ße, kak v dokazatel~stve teoremy 1, my imeem

φ^{′′}_k(θ_{k,n}) ≤ e^τ EX̄^2_k ≤ e^τ σ^2_k

dlØ vseh k ≤ n i vseh dostatoqno bol~xih n. Sledovatel~no, max 1≤m≤M max 0≤h≤H_n 1 B_{im +an} − B_{im}�_1 i_m+a_n∑

k=i_m�1+1

log φ_k(h) log φ(h) ≤ 1 dlØ vseh dostatoqno bol~xih n. Ots¸da po teoreme 6 iz [4] sleduet, qto dlØ vseh dostatoqno bol~xih n max 1≤m≤M P (S̄_{im+an} − S̄_{im}�_1 ≥ (1 + ε)^2b^′_n) ≤ e^{−(1+ε)2eτ βn} ,

otkuda v svo¸ oqered~ vytekaet uslovie B) teoremy 1 iz [4].

Ostalos~ dokazat~, qto vypolneno uslovie C) posledneæ teoremy.

V silu (4) i neravenstva Qebyxeva my imeem

P (S̄_{im}�_{1+j} − S̄_{im}�_1 ≥ −εb^′_n) ≥ 1 −

D(S̄_{im}�_{1 +j} − S̄_{im}�_1 ) 4ε^2(b^′_n)^2 ≥ 1 − 1 4ε^2(b^′_n)^2 n∑ k=1 EX̄^2_k ≥ 1 − B_n 4ε^2(b^′_n)^2 → 1. Ots¸da sleduet, qto min 1≤m≤M min 1≤j≤i_m−i_m�1+a_n P (S_{im}�_{1+j} − S_{im}�_1 ≥ −εb_n) → 1.

Analogiqno dokazyvaetsØ, qto min 1≤m≤M min 1≤j≤i_m−i_m�1+a_n P (S_{im+an} − S_{im}�_{1+j} ≥ −εb_n) → 1.

O ZAKONE POVTORNOGO LOGARIFMA 185 Iz poslednih dvuh sootnoxeniæ sleduet uslovie C) teoremy 1 iz [4].

Po teoreme 1 iz [4]

lim sup

W^1_n b^′_n ≤ 1 p.n.,

otkuda sleduet (14).

Teorema dokazana. �

Literatura

1. A. N. Frolov, Ob asimptotiqeskom povedenii priraweniæ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin. — Doklady Akademii Nauk 372, No. 5 (2000), 596–599.

2. A. N. Frolov, On one-sided strong laws for increments of sums of i.i.d. random

variables. — Studia Sci. Math. Hungar. 39 (2002), 333–359.

3. A. N. Frolov, Predel~nye teoremy dlØ priraweniæ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin. — TeoriØ veroØtnosteæ i ee primeneniØ 48, v. 1 (2003), 104–121.

4. A. N. Frolov, Sil~nye predel~nye teoremy dlØ priraweniæ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin. — Zap. nauqn. semin. POMI 311 (2004), 260–285.

5. A. N. Kolmogorov, Über das Gesetz des iterierten Logarithmus. — Math. Ann.

101 (1929), 126–135.

6. P. Hartman, A. Wintner, On the law of the iterated logarithm. — Amer. J. Math.

63 (1941), 169–176.

7. V. V. Petrov, Predel~nye teoremy dlØ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin. Nauka, M. (1987).

8. V. V. Petrov, On the law of the iterated logarithm without assumptions about the

existence of moments. — Proc. Nat. Acad. Sci. USA 10 (1968), 1068–1072.

9. V. A. Egorov, O zakone povtornogo logarifma. — TeoriØ veroØtnosteæ i ee primeneniØ 14, v. 4 (1969), 722–729.

10. V. A. Egorov, Obobwenie teoremy Hartmana–Vintnera o zakone povtornogo logarifma. — Vestnik LGU, ser. matem., mehan., astron. v. 2 (1971), 22–28.

11. V. A. Egorov, Neskol~ko teorem ob usilennom zakone bol~xih qisel i zakone povtornogo logarifma. — TeoriØ veroØtnosteæ i ee primeneniØ 17, v. 1 (1972), 84–98.

12. A. I. Martikaænen, Ob odnostoronnem zakone povtornogo logarifma. — TeoriØ veroØtnosteæ i ee primeneniØ 30, v. 4 (1985), 694–705.

13. L. V. Rozovskiæ, O zakone povtornogo logarifma dlØ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin s koneqnoæ dispersieæ. — Zap. nauqn. semin. POMI 244 (1997), 257–270.

14. M. Csörgő, P. Révész Strong approximations in probability and statistics.

Akadémiai Kiadó, Budapest (1981).

186 A. N. FROLOV 15. V. Strassen, An invariance principle for the law of the iterated logarithm. — Z.

Wahrsch. Verw. Geb. 3 (1964), 211–226.

16. A. N. Frolov, Ob asimptotiqeskom povedenii bol~xih priraweniæ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin. — TeoriØ veroØtnosteæ i ee primeneniØ 47, v. 2 (2002), 366–374.

17. A. I. Martikaænen, V. V. Petrov, O neobhodimyh i dostatoqnyh usloviØh dlØ zakona povtornogo logarifma. — TeoriØ veroØtnosteæ i ee primeneniØ 22, v. 1 (1977), 18–26.

Frolov A. N. On the law of the iterated logarithm for increments of sums of independent random variables.

We obtain the law of the iterated logarithm for increments of sums of independent random variables. Our results generalize the Kolmogorov theorem and the Hartman–Wintner theorem on the law of the iterated logarithm.

Postupilo 1 noØbrØ 2004 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet