Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 321, 2005 g.

M. A. Antipov GRUPPA GROTENDIKA STABIL^NO` KATEGORII SIMMETRIQESKO` SPECIAL^NO` BIR˚DNO` ALGEBRY 1. Napomnim, qto gruppa Grotendika K0(C) (skeletno-maloæ)

triangulirovannoæ kategorii C opredelØetsØ kak faktorgruppa svobodnoæ abelevoæ gruppy, poroßdennoæ simvolami vida [X], X ∈ Ob(C), po podgruppe, poroßdennoæ vsemi fflementami vida [X] + [Z] − [Y ], gde X → Y → Z → X[1] – vydelennyæ treugol~nik.

Napomnim takße sledu¸wee

Predloßenie A. Pust~ Λ – koneqnomernaØ frobeniusova alge-

bra, mod-Λ – kategoriØ koneqno poroßdennyh (pravyh) Λ-moduleæ, stmod-Λ – stabil~naØ kategoriØ koneqno poroßdennyh Λ-moduleæ, K_0(mod-Λ), K_0(stmod-Λ) – ih gruppy Grotendika. Togda K_0(stmod-Λ) = K_0(mod-Λ)/P (Λ), gde P (Λ) – podgruppa, poroßdennaØ obrazami fflementov vida [P ], takih, qto P proektiven.

Dokazatel~stvo. Sm., naprimer, [1]. �

Poskol~ku gruppa K_0(mod-Λ) – ffto svobodnaØ abeleva gruppa, bazisom kotoroæ ØvlØ¸tsØ obrazy prostyh moduleæ nad Λ, qasto ispol~zuetsØ sledu¸waØ pereformulirovka predyduwego predloßeniØ:

Predloßenie B. Pust~ Λ – koneqnomernaØ frobeniusova algebra

s n prostymi modulØmi, stmod-Λ – stabil~naØ kategoriØ koneqno poroßdennyh Λ-moduleæ, K_0(stmod-Λ) – sootvetstvu¸waØ gruppa Grotendika. Togda suwestvuet toqnaØ posledovatel~nost~

Z^{n f}! Z^n ! K0(stmod-Λ) ! 0,

gde f – otobraßenie, zadannoe matriceæ Kartana algebry Λ.

Rabota podderßana grantom RFFI 05-01-00674. 5

6 M. A. ANTIPOV

Tak, naprimer, v rabote [2] pri pomowi fftogo utverßdeniØ vyqislena gruppa Grotendika dlØ odnoæ serii (nesimmetriqeskih) special~nyh birØdnyh algebr (algebr NakaØmy). V nasto- Øweæ rabote issleduetsØ sluqaæ proizvol~nyh simmetriqeskih special~nyh birØdnyh algebr.

Itak, pust~ Λ – simmetriqeskaØ nerazloßimaØ special~naØ birØdnaØ algebra. Togda Λ dopuskaet sledu¸wee opisanie v terminah kolqana s sootnoxeniØmi (podrobnosti sm. v [3]; otmetim zdes~, qto kompozicii puteæ v kolqane my zapisyvaem sleva napravo).

I) Zadan kolqan Q i fiksirovannoe razbienie mnoßestva ego strelok na (orientirovannye) cikly, (my nazyvaem ih Aciklami) tak, qto pri fftom qerez kaßdu¸ verxinu prohodØt odin ili dva cikla. Pri fftom kaßdomu ciklu C sopostavleno natural~noe qislo l_C nazyvaemoe kratnost~¸ fftogo cikla (formal~no A-ciklom my nazyvaem l_C -kratnyæ obhod mnoßestva strelok cikla s proizvol~nogo mesta), a kaßdoæ verxine i – nenulevoæ fflement λ_i osnovnogo polØ (sm. sootnoxeniØ tipa 3 niße).

II) Λ = KQ/I, gde KQ – algebra puteæ dannogo kolqana, a ideal I poroßden mnoßestvom A ∪ B ∪ D, gde:

1)A – mnoßestvo puteæ vida αβ, α, β – strelki, ne ØvlØ¸wiesØ posledovatel~nymi strelkami nikakogo A-cikla;

2) B – mnoßestvo puteæ vida (a_1a_2 . . . a_m)^{lC} a_1, gde a_1 – proizvol~naØ strelka, (a_1a_2 . . . a_m)^{lC} — A-cikl C, soderßawiæ fftu strelku;

3) D — mnoßestvo fflementov vida r_i = (x_1x_2 . . . x_r)^{lC}1 − λ_i(y_1y_2 . . . y_m)^{lC2} (po odnomu dlØ kaßdoæ pary strelok {x_1, y_1} s obwim naqalom i), gde (x_1x_2 . . . x_r)^{lC}1 i (y_1y_2 . . . y_m)^{lC}2 – A-cikly C_1 i C_2, soderßawie strelki x_i i y_i sootvetstvenno (otmetim, qto, vozmoßno, C_1 = C_2, t.e. (x_1x_2 . . . x_r)^{lC}1 i (y_1y_2 . . . y_m)^{lC}2 – zapisi odnogo i togo ße A-cikla, otliqa¸wiesØ cikliqeskim sdvigom).

My vyqislim v fftoæ situacii opredelitel~ matricy Kartana algebry Λ.

2. Pust~ Λ obladaet n prostymi modulØmi S1, . . . , Sn i pust~

P_1, . . . , P_n – sootvetstvu¸wie im proektivnye moduli, t.e. top P_i ∼= S_i ∼= soc P_i, i = 1, . . . , n (napomnim, qto Λ – simmetriqna). Sootvetstvu¸wie verxiny kolqana algebry my budem oboznaqat~

GRUPPA GROTENDIKA STABIL^NO` KATEGORII 7 natural~nymi qislami 1, 2 . . ., n. Pust~ strelki fftogo kolqana razbiva¸tsØ (v ukazannom vyxe smysle) na cikly C_1, C_2, . . . , C_k, i l_1, l_2, . . ., l_k – kratnosti fftih ciklov.

Kak i v [3], opredelim rasxirennyæ kolqan s sootnoxeniØmi (Q_r, I_r), gde:

1. Verxiny kolqana Q_r sovpada¸t s verxinami kolqana Q. 2. Pust~ i_1, i_2, . . ., i_s – vse verxiny stepeni 2 v kolqane Q.

Mnoßestvo strelok Q_r poluqaetsØ iz mnoßestva strelok Q dobavleniem petel~ w_1, w_2, . . ., w_s s naqalom (i koncom) v verxinah i_1, i_2, . . . , i_s sootvetstvenno. �ti petli my budem nazyvat~ formal~nymi petlØmi.

3. DlØ kaßdoæ formal~noæ petli w_i vvedem sootnoxenie w_i = (v_1v_2 . . . v_m)^k, gde (v_1v_2 . . . v_m)^k – A-cikl, prohodØwiæ qerez verxinu i, k – ego kratnost~, t.e. budem associirovat~ strelku w_i s sootvetstvu¸wim fflementom algebry Λ. Dobaviv poluqivxiesØ n sootnoxeniæ k mnoßestvu I, poluqim mnoßestvo I_r.

KaßdaØ formal~naØ petlØ ØvlØetsØ A-ciklom dliny 1 i kratnosti 1. Teper~ qerez kaßdu¸ verxinu prohodit rovno dva Acikla (ili odin cikl dvaßdy, no s razliqnymi naqalami obhoda).

Sopostavim proizvol~nomu A-ciklu C_b = (a_1a_2 . . . a_m)^{lb} matricu A_b = (a^{(b)}_{ij} )^n_{i,j=1} (togo ße razmera, qto i matrica Kartana) sledu¸wim obrazom. DlØ l¸boæ verxiny i kolqana Q qerez v_b(i) oboznaqim qislo prohoßdeniæ qerez fftu verxinu osnovnogo podcikla v C_b (sootvetstvu¸wego odnokratnomu prohoßdeni¸ po strelkam cikla); pri fftom 0 ≤ v_b ≤ 2. Poloßim a^{(b)}_{ij} = l_bv_b(i)v_b(j).

Predloßenie 1. Pust~ A – matrica Kartana algebry Λ. Togda,

vo vvedennyh oboznaqeniØh, A = A_1 + A_2 + · · · + A_k.

Dokazatel~stvo. DlØ kaßdogo nerazloßimogo proektivnogo mo-

dulØ opixem vektor kompozicionnoæ dliny. Predpoloßim dlØ prostoty, qto kaßdyæ A-cikl prohodit qerez kaßdu¸ verxinu ne bolee odnogo raza (obwiæ sluqaæ razbiraetsØ analogiqno). Pust~ C_a, C_b – A-cikly, prohodØwie qerez verxinu v. Togda faktormodul~ sootvetstvu¸wego proektivnogo modulØ P_v po ego radikalu izomorfen S_v, i rad P_v ØvlØetsØ summoæ dvuh cepnyh moduleæ s pereseqeniem po cokol¸ (izomorfnomu S_v ), kompozicionnye rØdy kotoryh sootvetstvu¸t l_a- i l_b-kratnomu prohodam po mnoßestvu strelok A-ciklov C_a i C_b sootvetstvenno. Takim

8 M. A. ANTIPOV obrazom, kratnost~ S_v v sootvetstvu¸wem emu proektivnom module ravna 1 + (l_a + l_b − 1) = l_a + l_b = a^{(a)}vv + a^{(b)}vv (napomnim, qto a^{(r)}_{vv} = 0, esli r ≠ a, b), kratnost~ drugih prostyh moduleæ, leßawih na oboih A-ciklah, takße ravna l_a + l_b, kratnost~ prostogo modulØ S_{v1} , leßawego tol~ko na odnom iz dvuh A-ciklov, skaßem na cikle C_a ravna l_a = a^{(a)}vv_1, nakonec kratnost~ vseh ostal~nyh prostyh moduleæ ravna nul¸. Analogiqnoe opisanie poluqaetsØ dlØ cepnyh proektivnyh moduleæ: kratnosti prostyh moduleæ leßawih na sootvetstvu¸wem A-cikle, ravny kratnosti fftogo A-cikla, krome sluqaØ prostogo modulØ, sootvetstvu¸wego dannomu proektivnomu – ego kratnost~ na edinicu bol~xe. �to sootvetstvuet naxemu soglaxeni¸ o “formal~nom A-cikle – petle kratnosti 1”. Takim obrazom, my proverili, qto kaßdyæ fflement matricy Kartana raven sootvetstvu¸wemu fflementu matricy A_1 + · · · + A_k. �

Takim obrazom, opredelitel~ matricy Kartana Λ (absol¸tnaØ veliqina kotorogo ravna, v sluqae neravenstva nul¸, porØdku gruppy Grotendika stabil~noæ kategorii Λ) pri fiksirovannom kolqane Λ i razbienii na cikly, raven odnorodnomu mnogoqlenu stepeni n ot kratnosteæ fftih ciklov. My hotim pokazat~, qto znaqenie fftogo mnogoqlena ne zavisit ot perestanovki argumentov, to est~ sam mnogoqlen ØvlØetsØ simmetriqeskoæ funkcieæ stepeni n ot peremennyh l_1, l_2, . . ., l_k. Toqnee, my pokaßem qto opredelitel~ raven cs_n(l_1, l_2, . . . , l_k), gde c – postoØnnaØ (ravnaØ 0,1 ili 4), a s_n – n-Ø osnovnaØ simmetriqeskaØ funkciØ ot k argumentov (sqitaem, qto s_n(l_1, l_2, . . ., l_k) = 0 pri k < n).

Predloßenie 2. Opredelitel~ matricy Kartana A predsta-

vlØetsØ v vide summy odnoqlenov vida c_{i1i2...in} l_{i1} l_{i2} . . . l_{in} , gde i_1, i_2, . . . , i_n – poparno razliqnye indeksy.

Dokazatel~stvo. Zapixem znakoperemennu¸ summu dlØ vyqi-

sleniØ opredelitelØ i raskroem skobki. Kaßdomu slagaemomu v poluqivxeæsØ summe sootvetstvuet perestanovka strok matricy A, pokazyva¸waØ, iz kakogo proizvedeniØ poluqen monom. Pust~ A – mnoßestvo monomov v summe, v kotoryh ime¸tsØ povtorØ¸wiesØ somnoßiteli vida l_j , i dlØ vsØkogo monoma X iz A vyberem paru stolbcov takih, qto pri formirovanii dannogo monoma iz fftih dvuh stolbcov byla vzØta odna i ta ße peremennaØ (skaßem, l_j ), s minimal~noæ summoæ nomerov s(X) (sredi

GRUPPA GROTENDIKA STABIL^NO` KATEGORII 9 vseh takih par stolbcov) i minimal~nym nomerom a(X) pervogo stolbca. Pust~ A_{s,i} – mnoßestvo takih monomov X iz A, qto s(X) = s, a(X) = i. Dokaßem, qto mnoßestvo A_{s,i} razbivaetsØ na pary odinakovyh monomov s ravnymi po modul¸, no protivopoloßnymi po znaku kofffficientami. Pust~ monomu X sootvetstvuet perestanovka (a_1, . . . , a_i, . . . , a_s�_i, . . ., a_n). Togda naædetsØ monom, sootvetstvu¸wiæ tomu ße proizvedeni¸ peremennyh i sootvetstvu¸wiæ perestanovke (a_1, . . . , a_s�_i, . . . , a_i, . . . , a_n) (ffto sleduet iz stroeniØ matric A_i). Bolee togo, proizvedenie kofffficientov pri dvuh ffkzemplØrah l_j (a znaqit, i modul~ kofffficienta v summe u monomov) budet v oboih sluqaØh odinakovym (i ravnym 1, 2, 4, 8 ili 16), a v znakoperemennu¸ summu ffti dva monoma voædut s raznymi znakami, poskol~ku sootvetstvu¸wie perestanovki otliqa¸tsØ drug ot druga umnoßeniem na transpozici¸. Sledovatel~no, summa vseh fflementov v kaßdom A_{s,i}, a znaqit, i vo vsem A ravna nul¸. �

Sledstvie 1. Pri k < n opredelitel~ matricy Kartana raven

nul¸, pri k = n on raven cl_1l_2 . . . l_n, gde s – nekotoraØ konstanta. V oboih sluqaØh, porØdok gruppy ne menØetsØ pri perestanovke argumentov (iz opredeleniØ algebry Λ).

Dokazatel~stvo. Deæstvitel~no, v pervom sluqae porØdok grup-

py Grotendika beskoneqen, vo vtorom – raven modul¸ opredelitelØ matricy ili beskoneqen (pri c = 0). �

Takim obrazom, ostalos~ razobrat~ sluqaæ k ≥ n. Na samom dele, kak my uvidim, v fftom sluqae veliqina k moßet prinimat~ tol~ko dva znaqeniØ: n i n + 1.

Napomnim, qto s kaßdoæ simmetriqeskoæ special~noæ birØdnoæ algebroæ svØzan tak nazyvaemyæ graf Brauffra. �to xiroko izvestnoe ponØtie v osnovnom primenØlos~ v literature k special~nym birØdnym algebram koneqnogo tipa predstavleniØ, pofftomu my vmesto toqnoæ ssylki prosto dadim opredelenie (ffkvivalentnoe izvestnomu dlØ algebr koneqnogo tipa), soglasovannoe s terminologieæ dannoæ raboty i godØweesØ dlØ vseh simmetriqeskih special~nyh birØdnyh algebr.

Opredelenie. Pust~ Λ – simmetriqeskaØ special~naØ birØdnaØ

algebra. Rassmotrim graf, verxiny kotorogo sut~ A-cikly Λ (vkl¸qaØ formal~nye petli), a rebra vzaimnoodnoznaqno sootvetstvu¸t verxinam kolqana algebry Λ, priqem kaßdoe rebro so-

10 M. A. ANTIPOV edinØet te dva (vozmoßno sovpada¸wih) A-cikla, kotorye soderßat sootvetstvu¸wu¸ fftomu rebru verxinu kolqana. Poluqennyæ graf nazyvaetsØ grafom Brauffra algebry Λ.

Otmetim, qto graf Brauffra moßet soderßat~ petli i kratnye rebra. Takße verxinam grafa Brauffra obyqno sopostavlØ¸t metki – kratnosti sootvetstvu¸wih A-ciklov; dlØ nas zdes~ ffto ne budet imet~ znaqeniØ.

V naxih oboznaqeniØh k – qislo verxin grafa Brauffra, n – qislo reber. Takim obrazom, v sluqae k = n + 1 graf Brauffra – derevo, a v sluqae k = n v fftom grafe imeetsØ edinstvennyæ (prostoæ) cikl.

Teorema. Pust~ Λ – nerazloßimaØ simmetriqeskaØ special~naØ

birØdnaØ algebra s n prostymi modulØmi, i pust~ k – qislo Aciklov v rasxirennom kolqane algebry Λ, l_1, l_2, . . . , l_k – kratnosti fftih ciklov. Togda:

1) 1 ≤ k ≤ n + 1;

2) pri n > k matrica Kartana vyroßdena;

3) pri n = k opredelitel~ matricy Kartana raven cl_1l_2 . . . l_k, gde c – postoØnnaØ, ravnaØ 0 ili 4 v zavisimosti ot qetnosti ili neqetnosti dliny edinstvennogo cikla v sootvetstvu¸wem grafe Brauffra;

4) pri k = n + 1 opredelitel~ matricy Kartana raven

l_1l_2 . . . l_k

`_1

l_1 + 1 l_2 + · · · + 1 l_k ´_.

V qastnosti, porØdok gruppy Grotendika ne menØetsØ pri perestanovkah nabora kratnosteæ ciklov.

Dokazatel~stvo. 1. Zametim, qto esli ciklov v kolqane ne

men~xe n + 2 to, sterev po rebru iz kaßdogo cikla, my poluqim svØznyæ (kak neorientirovannyæ) graf s n verxinami i ne bolee, qem 2n − (n + 2) = n − 2 rebrami, qego byt~ ne moßet.

2. Utverßdenie 2 soderßitsØ v sledstvii 1.

3,4. Poskol~ku pri n = 1 utverßdenie oqevidno, predpoloßim, qto n > 1. Podvergnem kolqan sledu¸weæ (vozmoßno, pustoæ) cepoqke preobrazovaniæ. Pust~ v – verxina kolqana takaØ, qto odin iz A-ciklov, prohodØwih qerez v, est~ petlØ, a vtoroæ imeet vid (a_1a_2 . . . a_s)^l (otliqnyæ ot petli), gde naqalo strelki a_1 i konec strelki a_s sut~ v. Vykinem iz kolqana verxinu v, petl¸

GRUPPA GROTENDIKA STABIL^NO` KATEGORII 11 i strelki a_1, a_s, vvedØ vmesto nih strelku a, u kotoroæ naqalo sovpadaet s naqalom a_s, konec – s koncom a_1; vmesto A-cikla (a_1a_2 . . . a_s)^l vvedem A-cikl (aa_2 . . . a_s�_1)^l toæ ße kratnosti. ˚sno, qto my vnov~ pridem k kolqanu simmetriqeskoæ nerazloßimoæ special~noæ birØdnoæ algebry s zafiksirovannym naborom Aciklov, koliqestva prostyh moduleæ i A-ciklov umen~xatsØ pri fftom rovno na 1, a matrica Kartana poluqitsØ iz ishodnoæ matricy Kartana vybrasyvaniem stroki i stolbca, sootvetstvu¸- wih verxine v. Izmenenie ße v sootvetstvu¸wem grafe Brauffra prosto svedœtsØ k vykidyvani¸ iz nego visØqeæ verxiny (i incidentnogo eæ rebra).

Budem soverxat~ posledovatel~no takie preobrazovaniØ, poka ffto vozmoßno. V rezul~tate my pridem ili k kolqanu s odnoæ verxinoæ, ili k kolqanu s n_1 verxinami, vse cikly kotorogo ime¸t dlinu ne men~xe 2. V sluqae n = k + 1 posledniæ variant nevozmoßen (tak kak obwee koliqestvo reber vdvoe bol~xe koliqestva verxin), a v sluqae n = k my poluqaem, qto vse cikly ime¸t dlinu 2, i graf, poluqa¸wiæsØ iz kolqana zamenoæ par protivopoloßnyh reber v kaßdom cikle na neorientirovannoe rebro, predstavlØet soboæ cikl.

V sluqae n = k opredelitel~ poluqivxeæsØ matricy legko vyqislit~: v sluqae qetnogo n_1 on raven nul¸, a v sluqae n_1 neqetnogo – uqetverennomu proizvedeni¸ vseh l_i. Zametim, qto graf Brauffra sootvetstvu¸weæ algebry est~ cikl dliny n_1, tak qto dlØ sootvetstvu¸wih algebr utverßdenie dokazano.

Teper~ dokaßem, qto esli utverßdenie verno dlØ algebry, poluqennoæ posle odnogo vyxeopisannogo preobrazovaniØ nekotorogo kolqana, to ono verno i dlØ algebry ishodnogo kolqana; togda po indukcii my nemedlenno zakl¸qim istinnost~ predloßeniØ dlØ vseh algebr.

Deæstvitel~no, pust~ A – ishodnaØ matrica Kartana, A_1 – reducirovannaØ, i predpoloßim, ne umalØØ obwnosti, qto peremennaØ l_1 sootvetstvovala vykinutoæ petle, l_2 – urezannomu ciklu, i vykinuty byli pervaØ stroka i pervyæ stolbec matricy. Po predpoloßeni¸ opredelitel~ A_1 v sluqae k = n + 1 (sootvetstvenno, k = n) raven l_2 . . . l_k(^1_{l2} + · · · +^1_{lk} ) (sootvetstvenno, l_2l_3 . . . l_k); znaqit, qast~ znakoperemennoæ summy matricy A, soderßawaØ proizvedeniØ s somnoßitelem l_1, ravna l_1l_2 . . . l_k(^1_{l2} + · · · +^1_{lk} ) (sootvetstvenno, l_1l_2l_3 . . . l_k). Dalee, vsØkoe

12 M. A. ANTIPOV slagaemoe, soderßawee dva somnoßitelØ l_2, vzØtyh iz pervoæ stroki i pervogo stolbca matricy (no ne iz verhneæ levoæ kletki) odnoznaqno sootvetstvuet ravnomu emu po modul¸, no protivopoloßnomu po znaku slagaemomu togo ße vida, v kotorom odin iz somnoßiteleæ vida s_1l_2 vzØt iz levoæ verhneæ kletki – sm. dokazatel~stvo utverßdeniØ 1. Takim obrazom, ostalis~ neuqtennymi lix~ te slagaemye-proizvedeniØ, v kotoryh l_2 prisutstvuet lix~ odin raz i on vzØt iz levoæ verhneæ kletki. PrimenØØ vnov~ indukcionnoe predpoloßenie, my vidim, qto summa takih slagaemyh ravna l_2l_2l_3 . . . l_k^1_{l2} = l_2l_3 . . . l_k v sluqae k = n + 1; i ffta summa ravna nul¸ v sluqae k = n (poskol~ku algebraiqeskoe dopolnenie k “uglovomu” fflementu ravno po indukcionnomu predpoloßeni¸ l_2l_3 . . . l_k, t.e. v nem net slagaemyh, ne soderßawih l_2). Pofftomu znaqenie vseæ znakoperemennoæ summy ravno trebuemomu vyraßeni¸. �

Sledstvie 2. V oboznaqeniØh predyduwego predloßeniØ imeem:

gruppa Grotendika stabil~noæ kategorii simmetriqnoæ special~noæ birØdnoæ algebry koneqna (ne soderßit svobodnogo slagaemogo) lix~ v sledu¸wih dvuh sluqaØh:

1. k = n + 1.

2. k = n i edinstvennyæ cikl v grafe Brauffra fftoæ algebry imeet neqetnu¸ dlinu.

Literatura

1. H. Tachikawa, T. Wakamatsu, Cartan matrices and Grothendieck groups of stable categories. — J. of Algebra 144(2) (1991), 390–398.

2. R. Martinez-Villa, The stable group of a selfinjective Nakayama algebra. — Comm. in Algebra 19(2) (1991), 509–517.

3. M. A. Antipov, A. I. Generalov, KoneqnaØ poroßdennost~ algebry `one-

dy simmetriqeskih special~nyh birØdnyh algebr. (v peqati), — Algebra

i analiz (2005).

Antipov M. A. Grothendieck group for the stable category of symmetric special biserial algebras.

In this paper we describe Cartan matrices of symmetric special biserial algebras and compute the order of Grothendieck group for the stable category of these algebras. In particular, we obtain a criterion for existence of a free summand in these groups.

Postupilo 21 noØbrØ 2004 g.

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet