Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 321, 2005 g.

O. ı. Van¸xina

O POLUNEPRERYVNOSTI INVARIANTOV VETVLENI˚ V RAZMERNOSTI 2

Vvedenie

V stat~e izuqa¸tsØ svoæstva skaqkov vetvleniØ krivyh na poverhnostØh v harakteristike 2 dlØ sluqaØ nakrytiØ, sootvetstvu¸wego rasxireni¸ poleæ s abelevoæ gruppoæ Galua porØdka 2^n. Pri fftom predpolagaetsØ, qto divizor vetvleniØ imeet prostye normal~nye pereseqeniØ.

Rassmatriva¸tsØ vsevozmoßnye prostye divizory (krivye), ne ØvlØ¸wiesØ komponentami divizora vetvleniØ, dlØ kotoryh sootvetstvu¸wee normirovanie polØ funkciæ poverhnosti imeet edinstvennoe prodolßenie. Skaqki vetvleniØ sootvetstvu¸- wego nakrytiØ takoæ krivoæ zavisØt tol~ko ot strui fftoæ krivoæ dostatoqno vysokogo porØdka v toqke, gde vyqislØ¸tsØ ffti skaqki. Dokazano, qto znaqeniØ skaqkov ograniqeny, i podmnoßestvo struæ, dlØ kotoryh znaqenie nekotorogo skaqka vetvleniØ ravno zadannomu qislu, ØvlØetsØ pereseqeniem otkrytogo i zamknutogo mnoßestv po otnoxeni¸ k topologii, inducirovannoæ topologieæ Zarisskogo na prostranstve struæ. Krome togo, esli dopolnitel~no izvestno, qto ishodnoe rasxirenie cikliqeskoe, to podmnoßestvo, na kotorom vse skaqki prinima¸t maksimal~nye znaqeniØ, ØvlØetsØ otkrytym.

DlØ algebraiqeski zamknutogo polØ k, takogo, qto char k = p > 0, rassmatrivaetsØ dvumernaØ affinnaØ poverhnost~ Spec A nad k s polem funkciæ K. Pust~ L – rasxirenie Galua polØ K. Togda mnogoobrazie Spec B, gde B – celoe zamykanie A v L, moßno rassmatrivat~ kak nakrytie mnogoobraziØ Spec A. Kaßdoæ zamknutoæ (neprivodimoæ) krivoæ C na Spec A sootvetstvuet odna ili neskol~ko krivyh, leßawih nad neæ v Spec B. Divizor vetvleniØ morfizma φ : Spec B → Spec A, sootvetstvu¸wego vloßeni¸ A → B, ØvlØetsØ lineænoæ kombinacieæ takih krivyh C, qto dlØ nekotoroæ krivoæ D, leßaweæ nad C, indeks vetvleniØ

Rabota podderßana grantom RFFI No. 01-01-00997. 13

14 O. ı. VANıXINA bol~xe 1, libo sootvetstvu¸wee rasxirenie poleæ vyqetov neseparabel~no. Rassmotrim krivu¸ C, ne vhodØwu¸ v divizor vetvleniØ, i neosobu¸ toqku O na neæ. Pust~ v – normirovanie na k(C), sootvetstvu¸wee O, D – nekotoraØ krivaØ, leßawaØ nad C, w – prodolßenie v v rasxirenii k(D)/k(C). Togda skaqki poluqennogo rasxireniØ normirovannyh poleæ nazyva¸tsØ skaqkami vetvleniØ krivoæ C v toqke O.

Tak kak rasxirenie L/K ØvlØetsØ rasxireniem Galua, to dlØ krivoæ, ne vhodØweæ v divizor vetvleniØ, skaqok opredelen korrektno, t. e. ne zavisit ot vybora krivoæ D i normirovaniØ w. Skaqki sqita¸tsØ tol~ko v toqkah pereseqeniØ dannoæ krivoæ C s krivoæ iz divizora vetvleniØ. V predpoloßenii, qto divizor vetvleniØ imeet prostye normal~nye pereseqeniØ, pereædØ k dostatoqno malen~koæ okrestnosti toqki, moßno sqitat~, qto divizor vetvleniØ sostoit iz ne bolee qem dvuh krivyh, ffti krivye pereseka¸tsØ transversal~no i regulØrny v toqke pereseqeniØ. Izvestno, qto u dostatoqno blizkih krivyh vse skaqki sovpada¸t. Klassy blizkih krivyh nazyva¸tsØ struØmi, i na mnoßestve struæ moßno vvesti topologi¸.

DlØ sluqaØ |L : K| = p v [1] i [2] dokazana polunepreryvnost~ i ograniqennost~ skaqka i naædena asimptotika maksimal~nogo znaqeniØ skaqka. V fftoæ rabote rassmatrivaetsØ sluqaæ p = 2. IzuqaetsØ situaciØ v okrestnosti toqki, pofftomu moßno pereæti k polnomu regulØrnomu dvumernomu lokal~nomu kol~cu, to est~ k[[T, U ]].

§1. Vspomogatel~nye utverßdeniØ Opredelenie. Pust~ K – diskretno normirovannoe pole s sover-

xennym polem vyqetov harakteristiki p, i L/K – koneqnoe rasxirenie Galua. Pust~ v – normirovanie na L i O_L = {a ∈ L|v(a)

¿ 0}. Togda i-oæ podgruppoæ vetvleniØ pri i ¿ −1 nazyvaetsØ G_i = G_i(L/K) = {g ∈ Gal(L/K) | ∀a ∈ O_L v(g(a) − a) ¿ i + 1}, i i-m skaqkom vetvleniØ pri i ¿ 1 nazyvaetsØ

h^{(i)} = h^{(i)}(L/K) = min{j ¿ 1 | |G_j| ̸. p^i} − 1.

Opredelenie korrektno, tak kak izvestno, qto |G_N | = 1 pri dostatoqno bol~xih N .

O POLUNEPRERYVNOSTI INVARIANTOV VETVLENI˚ 15 Esli porØdok Gal(L/K) raven prostomu qislu, to edinstvennyæ skaqok h^{(1)}(L/K) budem takße oboznaqat~ prosto h(L/K), a v sluqae L = K poloßim h(L/K) = 0.

Lemma 1. Pust~ p – prostoe qislo, K0 – polnoe diskret-

no normirovannoe pole, char K_0 = p, zadany rasxireniØ poleæ K_i = K_{i−1}(x_i), vse K_i razliqny, rasxireniØ zadany uravneniØmi x^p_i − x_i = a_i, gde a_i ∈ K_{i−1} pri i = 1, . . . , n. Na K_i zadany normirovaniØ v_i, takie, qto v_{i+1} ØvlØetsØ prodolßeniem v_i, pri fftom K_0 polno otnositel~no v_0 i imeet soverxennoe pole vyqetov, i v_{i−1}(a_i) ¿ 0. Togda K_n = K_0(x_1, . . . , x_n), gde x_i – klass x_i v pole vyqetov, i |K_n : K_0| = n.

Dokazatel~stvo. Tak kak |Kn : K0| ¿ |Kn : K0|, dostatoqno pro-

verit~, qto |K_i : K_{i−1}| 6 |K_i : K_{i−1}| dlØ l¸bogo i, to est~ qto

K_i ≠ K_{i−1}. Pust~ K_i = K_{i−1} dlØ nekotorogo i. Togda x_i ∈ K_{i−1},

i, sledovatel~no, x_i +y ∈ K_{i−1} dlØ nekotorogo y ∈ K_i, takogo, qto

v_i(y) > 0. Iz togo, qto (x_i + y)^p − (x_i + y) i x^p_i − x_i prinadleßat

pol¸ K_i, sleduet, qto y^p − y ∈ K_{i−1}. Takim obrazom, iz togo, qto

v_{i−1}(y^p − y) > 0 i K_{i−1} polno, sleduet, qto y ∈ K_{i−1} i x_i ∈ K_{i−1},

qto protivoreqit tomu, qto vse K_i razliqny.

Lemma 2. Pust~ K – polnoe diskretno normirovannoe pole s so-

verxennym polem vyqetov, char K = p, i L/K – cikliqeskoe rasxirenie Galua stepeni p^n, L = K(x_1, . . . x_n), K_0 = K, pri i ¿ 1 rasxireniØ K_i = K_{i−1}(x_i) zadany uravneniØmi x^p_i − x_i = a_i, gde a_i ∈ K_{i−1}. Na K_i zadany normirovaniØ v_i, takie, qto v_{i+1} ØvlØetsØ prodolßeniem v_i, i izvestno, qto v_{i−1}(a_i) = −pm_i + 1. Togda skaqki L/K ravny h^{(i)} = pm_{n−i+1} − 1.

Dokazatel~stvo. Sleduet iz togo, qto φ_{Kn/K0} = φ_{K1/K0} ∘ φ_{K2/K1} ∘ · · · ∘ φ_{Kn /Kn}�_1 , gde φ – funkciØ �rbrana (sm. [3]).

Sledstvie. V oboznaqeniØh lemmy vse Ki razliqny, i i-æ skaqok

L/K raven skaqku K_{n−i+1}/K_{n−i}.

Dalee sqitaem, qto k – algebraiqeski zamknutoe pole harakteristiki 2, i K = k((π)) – polnoe diskretno normirovannoe pole s uniformizu¸wim fflementom π. V fftih predpoloßeniØh l¸boe rasxirenie K stepeni 2 ØvlØetsØ razvetvlennym, tak kak rasxirenie K trivial~no.

16 O. ı. VANıXINA

Lemma 3. DlØ l¸byh celyh qisel A, B, C, r, N, M , takih, qto

(1) A < 0, (2) M > A, B, C, (3) N ¿ 0, (4) 0 < r 6^{−A+1}_2 , (5) M > N − min{A, B} − min{A + B, C, 0} + 1, pri j takih, qto min{2B + A, 2C} 6 j < N , suwestvu¸t S_j (X_A, . . . , X_{M−1}, Y_B, . . . , Y_{M−1}, Z_C , . . . , Z_{M−1}), kotorye ØvlØ¸tsØ racional~nymi funkciØmi ot X^2 �A_i , Y_i, Z_i nad k, takie, qto vypolneno sledu¸wee uslovie.

Pust~ L/K – rasxirenie poleæ, L = K(x), gde x^2 − x = a dlØ nekotorogo a ∈ K, dlØ t ∈ L vypolneno t = bx + c, gde b, c ∈ K, pri fftom v(a) ¿ A, v(b) ¿ B, v(c) ¿ C, razloßeniØ a, b, c v rØd Lorana ime¸t vid a = +∞∑ i=A α_iπ^i, b = +∞∑ i=B β_iπ^i, c = +∞∑ i=C γ_iπ^i, i h(L/K) = r. Togda moßno tak vybrat~ uniformizu¸wiæ fflement y polØ L, qto v_L ( t − N−1∑ i=min{2B+A,2C} θ_iy^i ) ¿ N , gde θ_i = S_i(α_A, . . . , α_{M−1}, β_B, . . . , β_{M−1}, γ_C , . . . , γ_{M−1}). Dokazatel~stvo. V sluqae L = K imeem x ∈ K i, sledovatel~no,

predstavlØetsØ v vide x = +∞∑ i=A/2 ψ_iπ^i dlØ nekotoryh ψ_i ∈ k.

Iz togo, qto x^2 − x = a, poluqaem, qto

α_i = { −ψ_i, i ̸. . 2,

ψ^2_{i/2} − ψ_i, i . 2.

Takim obrazom, dlØ vseh i ¿ A suwestvu¸t racional~nye funkcii D_i ot peremennyh X_A, . . . , X_i, takie, qto ψ_i = D_i({α_s}). Po

O POLUNEPRERYVNOSTI INVARIANTOV VETVLENI˚ 17 uslovi¸ t ≡ (∑ i β_iπ^i )(∑ l ψ_lπ^l ) + ∑ m γ_mπ^m mod π^N ,

gde B 6 i 6 max { N − A 2 − 1, B } , A2 6 l 6 max { N − B − 1, A 2 } , C 6 m 6 N − 1. Tak kak vse znaqeniØ i, l, m ne prevoshodØt M , v

kaqestve S_j podoædut racional~nye funkcii, opredelØemye ravenstvom ∑ j S_j ({X_s}, {Y_s}, {Z_s})τ^j ≡ ≡ (∑ i Y_iτ^i )(∑ l D_l({X_s})τ^l ) + ∑ m=C Z_mτ^m mod τ^N .

Teper~ rassmotrim sluqaæ L ≠ K. Pri i takih, qto A 6 i < M , poloßim ε_i(X_A, . . ., X_{M−1}) = X_i + X^{12}_{2i} + . . . , i < 0, i ̸. 2, 0, i < 0, i . 2, X_i, i ¿ 0. PoluqivxiesØ ε_i(X_A, . . . , X_{M−1}) ØvlØ¸tsØ mnogoqlenami ot

X^{2A}_j . Naædem d ∈ K, takoæ, qto

a + d^2 − d ≡ M−1∑ i=A ε_i(α_A, . . ., α_{M−1})π^i mod π^M , to est~ d^2 − d dolßen byt~ raven ∑ i ∑ j¿0^{(α2j iπ} 2^j i − α2�^j

2^j i π

i) = ∑ i ∑ j¿0 j∑ l=1 ( (α_2j_iπ^{2j i})^2 − α_2j_iπ^{2j i}

)_2�l =

= (∑ i ∑ j¿0 j∑ l=1 (α_2j_iπ^{2j i})^2 �l )_2 − ∑ i ∑ j¿0 j∑ l=1 (α_2j_iπ^{2j i})^2 �l , gde indeks i prinimaet neqetnye znaqeniØ, A 6 i < 0. Takim obrazom, moßno vzØt~ d = ∑ A6i<M^δi^{({α}s^{})πi}, gde^δi^∈ k[X^{2A}_A , . . . , X^{2A}_{M−1}] takie, qto τ^{−A} ∑ A6i<0_i̸ . .^2 ∑ j¿0 j∑ l=1 (X_2j_iτ^{2j i})^2 �l ≡ τ^{−A} ∑ A6i<M^{δi({Xs})τ} i mod τ^{M−A}.

18 O. ı. VANıXINA Togda

(x + d)^2 − (x + d) ≡ M−1∑ i=A ε_i({α_s})π^i mod π^M .

Tak kak h(L/K) = r, to min{i | ε_i({α_s}) ≠ 0} = −2r + 1. Poloßim

y = (x + d)π^r, on ØvlØetsØ uniformizu¸wim fflementom L. DlØ y

vypolneno y^2 − yπ^r ≡ M−1∑ i=−2r+1 ε_i({α_s})π^{i+2r} mod π^{M+2r}.

Iz togo, qto rasxirenie L/K – razvetvlennoe, sleduet, qto ffto sravnenie vypolneno takße po modul¸ ideala y^{2(M+2r)}, to est~ y^2 − yπ^r ≡ M−1∑ i=−2r+1 ε_i({α_s})π^{i+2r} mod y^{2(M+2r)}. (1)

Pust~ P_{i,j}({X_s}) ∈ k(X_A, . . . , X_{M−1}) takovy, qto M+2r−1 ∑ i=0

2(M+2r)−1 ∑ j=1 P_{i,j}({X_s})τ^iρ^j ≡

≡ (ρ^2 − ρτ^r ) (_{M−1}∑ i=−2r+1 ε_i({X_s})τ^{i+2r−1} )_{−1} , v k[ρ, τ, X_A, . . ., X_{M−1}, ε^{−1}_{−2r+1}({X_s})], gde sravnenie beretsØ po modul¸ summy idealov τ^{M+2r} i ρ^{2(M+2r)}, togda P_{i,j}({X_s}) ∈

k[X^{2A}_A , . . . , X^{2A}_{M−1}, ε^{−1}_{−2r+1}({X_s})]. Tak kak

2(M + 2r) ¿ 2M + 4 > N − 2 min{A + B, C, 0} + 2,

poluqaem π ≡ M+2r−1 ∑ i=0

2(M+2r)−1 ∑ j=1 P_{i,j}({α_s})π^iy^j mod y^n, gde n = N − 2 min{A + B, C, 0} + 2. Poloßim Q ∈ k(ρ, τ, X^{2A}_A , . . . , X^{2A}_{M−1}),

O POLUNEPRERYVNOSTI INVARIANTOV VETVLENI˚ 19 ravnym Q(ρ, τ, {X_s}) = (∑ j (τ^rρ^{−1})^j ) ∑ i ε_i({X_s})τ^{i+2r−1}, gde 0 6 j 6 2(M + 2r) − 1 i −2r + 1 6 i 6 M − 1, togda Q ∈ k[ρ, τ, ρ^{−1}, X^{2A}_A , . . ., X^{2A}_{M−1}]. Iz (1) sleduet, qto dlØ l¸bogo natural~nogo d < M + 2r vypolneno π^{−d} ≡ y^{−2d}Q^d(y, π, {α_s}) mod y^{2(M+2r)−2d}. Po uslovi¸ t ≡ yπ^{−r} ∑ l β_l π^l − (∑ i δ_i({α_s})π^i )(∑ l β_lπ^l ) + ∑ m γ_mπ^n mod y^n,

gde A 6 i < M , B 6 l < M , C 6 i < m, n = 2M + 2 min{A, B}. Zamenim π v otricatel~nyh stepenØh na y^{−2d}Q^d(y, π, {α_s})d. Poluqim t ≡ ∑ i¿0 ∑ j¿2 min{A+B,C,0}^T (0) i,j ({α_s}, {β_s}, {γ_s})π^iy^j mod y^n, gde n = 2(M + min{A, B} + min{A + B, C, 0}), funkcii T^{(0)}_{i,j} prinadleßat kol~cu k [ X^{2A}_A , . . . , X^{2A}_{M−1}, ε^{−1}_{−2r+1}({X_s}), Y_B, . . . , Y_{M−1}, Z_C, . . . , Z_{M−1} ] . Oboznaqim ffto kol~co qerez K^′.

Normirovanie kaßdogo nenulevogo slagaemogo T^{(0)}_{i,j} ({α_s}, {β_s},

{γ_s})π^iy^j ne men~xe 2 min{A + B, C, 0}, a iz opredeleniØ M sle-

duet, qto 2(M + min{A, B} + min{A + B, C, 0}) ¿ N. Takim obrazom, vypolneno sravnenie t ≡ ∑ (i,j)∈D T^{(0)}_{i,j} ( {α_s}, {β_s}, {γ_s} ) π^iy^j mod y^N ,

gde D – mnoßestvo par (i, j) takih, qto i ¿ 0, 2i + j ¿ 2 min{A + B, C, 0}.

20 O. ı. VANıXINA

Teper~ budem zamenØt~ π na ∑ i ∑ j P_{i,j}({α_s})π^iy^j , 0 6 i 6 M + 2r − 1, 1 6 j 6 2(M + 2r) − 1 v formule dlØ t, poka ne poluqim t ≡ N−1∑ j=2 min{A+B,C,0} S_j ({α_s}, {β_s}, {γ_s})y^j mod y^N dlØ nekotoryh funkciæ S_j ∈ K^′. Postroim posledovatel~nost~ funkciæ T^{(ν)}_{i,j} ∈ K^′, ν = 0, 1, 2, . . . pri (i, j) ∈ D. Esli dlØ dannogo ν vypolneno T^{(ν)}_{i,j} ({X_s}, {Y_s}, {Z_s}) = 0 dlØ l¸boæ pary (i, j), takoæ, qto i > 0, to polagaem S_j = T^{(ν)}_{0,j} dlØ l¸bogo j. Pust~ dlØ nekotorogo i > 0 i nekotorogo j vypolneno T^{(ν)}_{i,j} ≠ 0. Togda poloßim f_ν = min{2i + j|i > 0, T^{(ν)}_{i,j} ({X_s}, {Y_s}, {Z_s}) ≠ 0}, D_ν = {(i, j)|2i + j = f_ν , i > 0, T^{(ν)}_{i,j} ({X_s}, {Y_s}, {Z_s}) ≠ 0}. Rassmotrim summu ∑ (i,j)∈D T (ν) i,j ({X_s}, {Y_s}, {Z_s})τ^iρ^j . V slagae- myh, dlØ kotoryh (i, j) ∈ D_ν , zamenim odin somnoßitel~ τ na ∑ I ∑ J P_{I,J} ({X_s})τ^I ρ^J , 0 6 I 6 M + 2r − 1, 1 6 J 6 2(M + 2r) − 1. V

novoæ summe dlØ par (i, j) ∈ D oboznaqim kofffficienty pri τ^iρ^j qerez T^{(ν+1)}_{i,j} ({X_s}, {Y_s}, {Z_s}). Togda T^{(ν+1)}_{i,j} ∈ K^′ i ∑ (i,j)∈D T^{(ν)}_{i,j} ({α_s}, {β_s}, {γ_s})π^iy^j ≡ ≡ ∑ (i,j)∈D T^{(ν+1)} i,j ({α_s}, {β_s}, {γ_s})π^iy^j mod y^N . Tak kak P_{i,j} = 0 pri i > 0, 2i + j = 0, to f_{ν+1} > f_ν . Sledovatel~no, normirovaniØ slagaemyh, soderßawih π, a ne tol~ko y, uveliqiva¸tsØ, i process zakanqivaetsØ ne bolee, qem za N xagov.

V [4] dokazana teorema:

Pust~ L – rasxirenie Galua polØ K harakteristiki p, i porØdok G = Gal(L/K) ØvlØetsØ stepen~¸ p. Togda suwestvuet unipotentnaØ matrica M ∈ M_n(K) dlØ nekotorogo n, takaØ, qto L = K(x_1, . . . , x_n), gde

x^p_1 . . . x^p_n = M x_1 . . . x_n .

O POLUNEPRERYVNOSTI INVARIANTOV VETVLENI˚ 21 Primenim teoremu k rasxireni¸ Galua L/K, gde K = k((π)) dlØ polØ k harakteristiki 2. Poluqaem sledu¸wu¸ lemmu.

Lemma 4. Pust~ k – algebraiqeski zamknutoe pole, char k = 2,

K = k((π)) i L/K – rasxirenie Galua stepeni 2^ν. Togda suwestvu- ¸t natural~noe qislo n, fflementy a_{i,j} ∈ K, x_i ∈ L takie, qto L = K(x_1, . . . , x_n) i x^2_1 − x_1 = 0 x^2 − x_2 = a_{2,1}x_1 . . . x^2_n − x_n = a_{n,1}x_1 + · · · + a_{n,n−1}x_{n−1}.

Rassmotrim sistemu uravneniæ s kofffficientami iz K vida

x^2_1 − x_1 = a_{1,0} x^2 − x_2 = a_{2,0} + a_{2,1}x_1 . . . x^2_n − x_n = a_{n,0} + a_{n,1}x_1 + · · · + a_{n,n−1}x_{n−1}. (∗)

Lemma 6 utverßdaet, qto dlØ togo, qtoby vyrazit~ fflement

L = K(x_1, . . . x_n), ØvlØ¸wiæsØ lineænoæ kombinacieæ 1, x_1, . . . , x_n

s kofffficientami iz K s nekotoroæ toqnost~¸ N , dostatoqno znat~ kofffficienty sistemy a_{i,j} s toqnost~¸ M , priqem M zavisit tol~ko ot n, N i normirovaniæ a_{i,j}. DlØ dokazatel~stva lemmy 6 ponadobitsØ vspomogatel~naØ lemma 5. V fftih lemmah

K_0 = K, K_i = K_{i−1}(x_i), i v_i – diskretnye normirovaniØ na K_i,

takie, qto v_{i+1} ØvlØetsØ prodolßeniem v_i.

Lemma 5. Pust~ rasxirenie poleæ zadano sistemoæ uravneniæ vi-

da (∗), i dlØ l¸byh i, j, takih, qto 1 6 i 6 n, 0 6 j 6 i−1 vypolneno v(a_{i,j} ) ¿ −R. Togda v_l(x_m) ¿ −(2^n − 1)R pri vseh l, m takih, qto

1 6 m 6 l 6 n.

Dokazatel~stvo. Iz togo, qto K0 ≠ K1, sleduet, qto R > 0.

Dokaßem po indukcii, qto v_l(x_l) ¿ −(2^l − 1)R. Baza: dlØ l = 1 utverßdenie verno, tak kak v_1(x_1) = v_0(a_{1,0}) ¿ −R.

Perehod k l + 1:

v_{l+1}(x_{l+1}) ¿ min{v_l(a_{l+1,0}), . . . , v_l(a_{l+1,s}x_s), . . . } ¿ ¿ min{−2^lR, . . ., −2^lR − 2^{l−s}(2^s − 1)R, . . . } = = min{−2^lR, . . ., −(2^l + 2^l − 2^{l−s})R, . . .} = −(2^{l+1} − 1)R.

22 O. ı. VANıXINA

Sledstvie. Esli v usloviØh lemmy 5 dopolnitel~no izvestno,

qto rasxirenie K_n/K ØvlØetsØ cikliqeskim, to znaqeniØ skaqkov ne prevoshodØt (2^{n+1} − 1)R.

Dokazatel~stvo. Vyberem posledovatel~no qisla i(1), . . . , i(ν)

tak, qto i(s) = min{i | x_i ∉ K(x_1, . . . , x_{i(s−1)})}. Togda L = K(x_{i(1)}, . . . , x_{i(ν)}), i, po sledstvi¸ k lemme 2, dlØ l¸- bogo j = 1, . . ., ν imeem h^{(j)}(L/K) =h(K(x_{i(1)}, . . ., x_{i(ν−j+1)})/K(x_{i(1)}, . . ., x_{i(ν−j)})) = =h(K(x_{i(1)}, . . ., x_{i(ν−j+1)})/K(x_{i(1)}, . . ., x_{i(ν−j+1)−1})), qto ne prevoshodit v_{i(ν−j+1)}(x_{i(ν−j+1)}).

Lemma 6. Pust~ k – algebraiqeski zamknutoe pole, char k = 2,

K = k((π)), zadany natural~noe qislo R i celye neotricatel~- nye qisla A_1, A_2, . . . , A_n i N . Rassmotrim mnoßestvo naborov {α_{i,j,q}}, gde α_{i,j,q} ∈ k, 1 6 i 6 n, 0 6 j 6 i − 1, q ¿ −R, i sootvetstvu¸wih rasxireniæ poleæ K_n/K, zadannyh sistemami uravneniæ vida (∗) s kofffficientami a_{i,j} = ∑_{+∞} q=−R αi,j,qπ q. a) Suwestvu¸t qisla M = M (N, R, n) i R^′ < N i nabor funkciæ

T_{s,N,R,n} pri R^′ 6 s < N ot (^{n(n+1)}_2 + (n + 1))(R + M ) peremennyh, ØvlØ¸wihsØ racional~nymi funkciØmi nad k ot svoih peremennyh v stepeni 2^{−D} dlØ dostatoqno bol~xogo D, takie, qto vypolneno sledu¸wee uslovie. Pust~ t_l ∈ K, 0 6 l 6 n; θ_{l,q} ∈ k, 0 6 l 6 n, −R 6 q < M , takovy, qto v(t_l ) ¿ −R, t_l ≡ ∑ −R6q<M^θl,q^{πq mod πM} , i znaqeniØ skaqkov h(K_i/K_{i−1}) = A_i pri i = 1, . . ., n. Togda suwestvuet π_n – uniformizu¸wiæ K_n, takoæ, qto dlØ t = t_0 +t_1x_1 +· · ·+t_nx_n i t^′ = ∑ R06s<N^θs^{πs}n, gde^θs^{= T}s,N,R,n^{({α}i,j,q^{}M−1}q=−R^{, {θ}l,q^{})}, vypolne- no v_n(t − t^′) ¿ N .

b) Suwestvuet nabor mnogoqlenov P_μ ot^{n(n+1)}_2 (R + M (0, R, n −

1)) peremennyh takoæ, qto esli h(K_i/K_{i−1}) = A_i pri i = 1, . . ., n−1, to uslovie h(K_n/K_{n−1}) 6 A_n ravnosil~no tomu, qto vse P_μ obra- wa¸tsØ v 0 v toqke {α_{i,j,q}}^{M(0,R,n−1)−1} q=−R , gde pri n ¿ 1 qisla

M (0, R, n) takie, kak v a), i M (0, R, 0) = 0.

v) Pri natural~nyh n v kaqestve M (N, R, n) moßno vzØt~

2^{2n}R + N + 2^n.

Dokazatel~stvo. a) IndukciØ po n. Baza n = 1, po lemme 3.

O POLUNEPRERYVNOSTI INVARIANTOV VETVLENI˚ 23 Perehod ot n − 1 k n. Poloßim

b = t_0 + t_1x_1 + · · · + t_{n−1}x_{n−1}, a = a_{n,0} + a_{n,1}x_1 + · · · + a_{n,n−1}x_{n−1}. Togda po lemme 5 poluqaem v_{n−1}(a), v_{n−1}(b), v_{n−1}(t_n) ¿ −2^nR, po uslovi¸ x^2_n − x_n = a i t = t_nx_n + b. Sledovatel~no, esli a, b, t_n izvestny s toqnost~¸ M (N, 2^nR, 1), i skaqok h(K_n/K_{n−1}) raven dannomu qislu A_n, to moßno postroit~ t s toqnost~¸ N , to est~ suwestvu¸t funkcii T_{s,N,2}n_{R,1}, ØvlØ¸wiesØ racional~nymi funkciØmi ot svoih peremennyh v stepeni 2^{−D1} , takie, qto esli dlØ α_i, β_i, γ_i ∈ k pri −2^nR 6 i < M (N, 2^nR, 1) i nekotorogo

π_{n−1} – uniformizu¸wego K_{n−1}, vypolneno a ≡ ∑ i α_iπ^i_{n−1} mod π^{M(N,2nR,1)} n−1 ,

b ≡ ∑ i β_iπ^i_{n−1} mod π^{M(N,2n R,1)} n−1 ,

t_n ≡ ∑ i γ_iπ^i_{n−1} mod π^{M(N,2nR,1)} n−1 , gde −2^nR 6 i < M (N, 2^nR, 1), to suwestvuet uniformizu¸wiæ π_n polØ K_n, takoæ, qto v_n ( t − ∑ R06s<N^{Ts,N,2} nR,1({αi}, {βi}, {γi})π s n ) ¿ N. Vyrazim α_i, β_i, γ_i qerez racional~nye funkcii ot ishodnyh peremennyh v stepeni 2^{−D2} . Pust~ a_{i,j} i t_l izvestny s toqnost~¸

M^′ = M (N^′, R, n − 1), gde N^′ = M (N, 2^nR, 1), kofffficienty ih

razloßeniØ v rØd ravny α_{i,j,q} i θ_{l,q} pri −R 6 q 6 M^′, to est~ v(a_{i,j} − ∑ q α_{i,j,q}π^q) ¿ M (M (N, 2^nR, 1), R, n − 1),

v(t_l − ∑ q θ_{l,q} π^q ) ¿ M (M (N, 2^nR, 1), R, n − 1), i fiksirovany skaqki h(K_{i+1}/K_i) pri i = 0, . . . , n − 1. Primenim predpoloßenie indukcii k rasxireni¸, zadannomu pervymi n−1

24 O. ı. VANıXINA uravneniØmi, i fflementam a, b i t_n = t_n + 0 · x_1 + · · · + 0 · x_{n−1}. Poluqim

α_s = T_s ({ α_{i,j,q} }_{n−1} i=1 i−1 j=1, { α_{n,j,q} }_{n−1} j=0 ) ,

β_s = T_s ({ α_{i,j,q} }_{n−1} i=1 i−1 j=1, { θ_{l,q} }_{n−1} l=0 ) ,

γ_s = T_s ({ α_{i,j,q} }_{n−1} i=1 i−1 j=1, { θ_{n,q} } , 0, . . ., 0 ) , gde T_s = T_{s,M(N,2}n_{R,1),R,n−1}. Kompozicii T_{s,M(N,2}n_{R,1),R,n−1} i T_{s,N,2}n_{R,1} ØvlØ¸tsØ racional~nymi funkciØmi ot svoih pere-

mennyh v stepeni 2^{−D} dlØ dostatoqno bol~xogo D. V kaqestve

M (N, R, n) moßno vzØt~ l¸boe qislo, ne men~xee M^′.

b) V sluqae n > 1 primenim predyduwiæ punkt k rasxireni¸, zadannomu pervymi n − 1 uravneniØmi i fflementu t, ravnomu pravoæ qasti poslednego uravneniØ. Suwestvu¸t nabor funkciæ

T_s = T_{s,0,R,n−1}, uniformizu¸wiæ fflement π_{n−1} polØ K_{n−1}, takie,

qto dlØ M = M (0, R, n − 1) − 1 vypolneno t ≡ ∑ R06s<0^{Ts} ( {α_{i,j,q}}^{n−1}_{i=1}^{i−1}_{j=1}, {α_{n,j,q}}^{n−1}_{j=1} ) π^s_{n−1} mod k[[π_{n−1}]].

V sluqae n = 1 ffto sravnenie vypolneno dlØ T_s = α_{1,0,s}. Pri

−R 6 μ < 0, μ ̸^ . 2 poloßim

ε_μ(X_{−R}, . . . , X_{−1}) = X_μ + X^{1/2}_{2μ} + · · · + X^{1/2m}_2m_μ , 2^{m+1}μ < −R 6 2^mμ.

Togda pri K_n ≠ K_{n−1} qislo −2h(K_n/K_{n−1}) + 1 ravno minimal~- nomu nomeru μ, dlØ kotorogo znaqeniØ funkcii ε_μ v toqke

X_s = T_s ( {α_{i,j,q}}^{n−1}_{i=1}^{i−1}_{j=1}, {α_{n,j,q}}^{n−1}_{j=1} ) ravno 0, i fftot minimal~nyæ nomer opredelen, a pri K_n = K_{n−1} znaqenie ε_μ v fftoæ toqke ravno 0 dlØ l¸bogo μ. Sledovatel~no, uslovie h(K_{n−1}/K_n) 6 A_n ravnosil~no tomu, qto ε_μ({T_s}^{−1}_{s=−R}) obrawa¸tsØ v 0 v toqke {α_{i,j,q}} pri vseh neqetnyh μ, takih, qto

−R 6 μ < −2An + 1. Kompozicii funkciæ εμ i Ts ØvlØ¸tsØ ra-

cional~nymi funkciØmi ot svoih peremennyh v stepeni 2^{−D} dlØ

O POLUNEPRERYVNOSTI INVARIANTOV VETVLENI˚ 25 dostatoqno bol~xogo D, sledovatel~no, suwestvu¸t mnogoqleny

P_μ i Q_μ, takie, qto

ε^{2D}_μ ({T_s}^{−1}_{s=−R}) = P_μ Q_μ . Tak kak mnogoqleny P_μ i funkcii ε_μ({T_s}^{−1}_{s=−R}) obrawa¸tsØ v 0 odnovremenno, to ffti mnogoqleny – iskomye.

v) Dokaßem utverßdenie indukcieæ po n. Proverim bazu dlØ

n = 1 i n = 2. Po lemme 3 dlØ n = 1 dostatoqno, qtoby vypolnØ-

los~ M (N, R, 1) > N − min{−R, −R} − min{−R − R, −R, 0} + 1, to est~ M (N, R, 1) ¿ M_1(N, R), gde M_1(N, R) = N + 3R + 2. Tak kak R > 0, to 4R + N + 2 podhodit v kaqestve M (N, R, 1). Qtoby dokazat~ utverßdenie pri n = 2, dostatoqno proverit~, qto

16R + N + 4 ¿ M_1(M_1(N, 4R), R).

Iz togo, qto R > 0, poluqaem

M_1(M_1(N, 4R), R) = M_1(N + 12R + 2, R) = =N + 12R + 2 + 3R + 2 < 16R + N + 4.

Dokaßem perehod ot n − 1 k n pri n > 2. Dostatoqno proverit~, qto 2^{2n}R + N + 2^n ¿ M (M (N, 2^nR, 1), R, n − 1),

gde M (N, R, m) = 2^{2m}R + N + 2^m pri vseh m < n. �to verno, tak kak M (M (N, 2^nR, 1), R, n − 1) = M (2^{n+2}R + N + 2, R, n − 1) =

=2^{2n−2}R + 2^{n+2}R + N + 2 + 2^{n−1} < 2^{2n}R + N + 2^n = M (N, R, n).

Sledstvie. Pust~ k – algebraiqeski zamknutoe pole, char k = 2,

K = k((π)), dlØ nabora {α_{i,j,q}} ∈ k, 1 6 i 6 n, 0 6 j 6 i − 1, q ¿ −R, rasxirenie poleæ K_n/K zadano sistemoæ uravneniæ vida (∗), gde a_{i,j} = ∑_{+∞} q=−R αi,j,qπ q . Togda skaqki h(K(x_1, . . ., x_{s+1})/K(x_1, . . . , x_s)) pri s = 0, . . ., n − 1 odnoznaqno opredelØ¸tsØ naborom {α_{i,j,q}} pri q < 2^{2n−2}R + 2^{n−1}.

Dokazatel~stvo. Dokaßem indukcieæ po n, qto skaqki odno-

znaqno opredelØ¸tsØ naborom {α_{i,j,q}} pri q 6 M (0, R, n − 1) iz lemmy.

26 O. ı. VANıXINA

Baza n = 0. DlØ dannogo qisla d uslovie h(K_1/K_0) = A_1 ravnosil~no tomu, qto vypolneno h(K_1/K_0) 6 A_1 i ne vypolneno h(K_1/K) 6 A_1 − 1. Kaßdoe iz fftih usloviæ ravnosil~no tomu, qto nekotoryæ nabor mnogoqlenov ot peremennyh X_{i,j,q} pri

1 6 i 6 n, 0 6 j 6 i − 1, −R 6 q < 0 obrawaetsØ v 0 v toqke {αi,j,q}.

Sledovatel~no, znaqenie skaqka odnoznaqno opredelØetsØ mnoßestvom {α_{i,j,q}} pri q 6 M (0, R, 0).

Perehod ot n k n + 1. Pust~ skaqki h(K_1/K_0), . . . , h(K_n/K_{n−1}) odnoznaqno opredelØ¸tsØ {α_{i,j,q}} pri q 6 M (0, R, n − 1) i pri dannyh znaqeniØh α_{i,j,q} ravny A_1, . . . , A_n sootvetstvenno. Togda uslovie h(K_{n+1}/K_n) = A_{n+1} ravnosil~no tomu, qto vypolneno

h(K_{n+1}/K_n) 6 A_{n+1} i ne vypolneno h(K_{n+1}/K_n) 6 A_{n+1} − 1, po-

fftomu ffto uslovie zadaetsØ {α_{i,j,q}} pri q 6 M (0, R, n). Sledovatel~no, vse skaqki zada¸tsØ {α_{i,j,q}} pri q 6 max{M (0, R, 1), . . ., M (0, R, n)} = M (0, R, n). §2. Osnovnoæ rezul~tat

V dannom paragrafe budut ispol~zovat~sØ sledu¸wie oboznaqeniØ:

k – algebraiqeski zamknutoe pole, char k = 2; K – pole qastnyh k[[T, U ]];

L/K – abelevo rasxirenie s gruppoæ Galua G stepeni 2^ν; B – celoe zamykanie k[[T, U ]] v L;

Spec_1 k[[T, U ]] = {p ∈ Spec k[[T, U ]] | dim(k[[T, U ]]/p) = 1};

O – zamknutaØ toqka Spec k[[T, U ]], v neæ sqitaetsØ skaqok. Esli p ∈ Spec_1 k[[T, U ]], to F_p – prostoæ divizor Spec(k[[T, U ]]/p).

DlØ dvuh razliqnyh prostyh divizorov F_p, F_p0 kratnost~ pereseqeniØ po opredeleni¸ ravna

(F_p.F_p0) = dim_k k[[T, U ]]/(p + p^′).

Mnoßestvo takih p ∈ Spec_1 k[[T, U ]], qto F_p regulØrny i ne vhodØt v divizor vetvleniØ L/K oboznaqim qerez E_1.

Strueæ ideala p porØdka m nazyvaetsØ J_m(p) = {p^′ ∈ E_1 |

(F_p.F_p0) ¿ m}.

Budem predpolagat~, qto divizor vetvleniØ morfizma shem

Spec B → Spec k[[T, U ]], sootvetstvu¸wego vloßeni¸ k[[T, U ]] →

B, imeet prostye normal~nye pereseqeniØ, to est~ u nego ne

O POLUNEPRERYVNOSTI INVARIANTOV VETVLENI˚ 27 bolee dvuh komponent, v toqke O oni regulØrny i pereseka¸tsØ transversal~no.

Oboznaqim qerez d koliqestvo komponent divizora vetvleniØ; qerez p_1, p_2 – idealy, sootvetstvu¸wie fftim krivym pri d = 2, i qerez p_1 – ideal, sootvetstvu¸wiæ edinstvennoæ takoæ krivoæ pri d = 1.

Poloßim

T_r = { {p ∈ E_1 | (F_p.F_{p1} ) = r}, d = 1, {p ∈ E_1 | (F_p.F_{p1} ) = r, (F_p.F_{p2} ) = 1}, d = 2, i T_{r,m} = {J_m(p) | p ∈ T_r }. DlØ l¸bogo g ∈ G suwestvuet razloßenie G v prØmoe proizvedenie svoih cikliqeskih podgrupp G = H_1 × · · · × H_S, takoe, qto

g ∈ H_S . Esli G ne cikliqeskaØ gruppa, oboznaqim qerez L_S nepo-

dvißnoe pole H_S i qerez L^′ – nepodvißnoe pole H_1 × · · · × H_{S−1}. Po lemme 4, primenennoæ k rasxireniØm L_S /K i L^′/K, poluqaem, qto ffti rasxireniØ moßno zadat~ kak L_S = K(z_1, . . . , z_w),

L^′ = K(z_{w+1}, . . . , z_{w+m}), gde z_i udovletvorØ¸t sisteme uravneniæ

z^2_1 − z_1 = 0 z^2 − z_2 = b_{2,1}z_1 . . . z^2_w − z_w = b_{w,1}z_1 + · · · + b_{w,w−1}z_{w−1} z^2_{w+1} − z_{w+1} = 0 z^2_{w+2} − z_{w+2} = b_{w+2,w+1}z_{w+1} . . . z^2_{w+m} − z_{w+m} = b_{w+m,w+1}z_{w+1} + · · · + b_{w+m,w+m−1}z_{w+m−1},

(∗∗_g)

gde b_{i,j} ∈ K. Pri fftom L = L_S L^′ = K(x_1, . . . , x_{w+m}). Zafiksiruem dlØ kaßdogo g ∈ G nekotoru¸ sistemu (∗∗_g), i poloßim

n = max_g{w + m}. V sluqae cikliqeskogo rasxireniØ dostatoq-

no rassmotret~ odnu sistemu uravneniæ

z^2_1 − z_1 = 0 z^2 − z_2 = b_{2,1}z_1 . . . z^2_n − z_n = b_{n,1}z_1 + · · · + b_{n,n−1}z_{n−1}. (∗∗)

28 O. ı. VANıXINA

Oboznaqim qerez E – mnoßestvo idealov p ∈ Spec_1 k[[T, U ]], takih, qto kol~co k[[T, U ]]/p regulØrno, normirovanie v, sootvetstvu¸wee p, imeet edinstvennoe prodolßenie na L, i v(b_{i,j} ) ¿ 0 dlØ kofffficientov sistemy (∗∗) v sluqae cikliqeskogo rasxireniØ, i dlØ kofffficientov vseh sistem (∗∗_g) v sluqae necikliqeskogo rasxireniØ.

DlØ p ∈ E oboznaqim qerez h^{(i)}p (K(z_1, . . . , z_{α+β})/K(z_1 . . . , z_α)) skaqki rasxireniØ poleæ vyqetov K(z_1, . . . , z_{α+β})/K(z_1 . . . , z_α) otnositel~no prodolßeniØ na K(z_1, . . . , z_{α+β}) normirovaniØ, ØvlØ¸wegosØ prodolßeniem normirovaniØ K, sootvetstvu¸wego idealu p.

Minimal~noe qislo s, takoe, qto h^{(i)}p (L/K) = h^{(i)}_p0 (L/K) pri vseh i, esli (F_p.F_p0) ¿ s + 1, oboznaqim qerez N_r . Takoe N_r suwestvuet (sm. [2]).

Izmeniv, esli trebuetsØ, lokal~nye parametry, moßno sqitat~, qto pri d = 2 komponenty divizora vetvleniØ F_{p1} i F_{p2} zadany uravneniØmi T = 0 i U = 0 sootvetstvenno, pri d = 1 komponenta F_{p1} zadana uravneniem T = 0 pri r > 1, i uravneniem

U = 0 pri r = 1.

Zadadim topologi¸ na T_{r,N} pri N ¿ N_r.

Rassmotrim sluqaæ r = 1, d = 1. Pust~ p ∈ T_1. Togda p = (f), gde f ≢ 0 mod (T, U^2). Po podgotovitel~noæ teoreme Veæerxtrassa moßno sqitat~

f ≡ −T + φ_1U + · · · + φ_N U^N mod (U^{N+1}),

gde φ_1, . . . , φ_N ∈ k odnoznaqno opredelØ¸tsØ idealom p. Takim obrazom, moßno otoßdestvit~ T_{1,N} s mnoßestvom zamknutyh toqek A^N_k posredstvom

(φ_1, . . . , φ_N ) → J_N ((−T + φ_1U + · · · + φ_N U^N )).

Zametim, qto φ_1, φ_2, . . . ne zavisØt ot N .

Teper~ rassmotrim sluqaæ r ¿ 2 ili d = 2, r = 1. Esli p ∈ T_r , to p = (f),

f ≡ −T + φ_rU^r + · · · + φ_N U^N mod (U^{N+1}),

gde φ_r , . . ., φ_N ∈ k odnoznaqno opredelØ¸tsØ idealom p i φ_r ≠ 0. ImeetsØ biekciØ

(A^{N+1−r} k )_{x0≠0} → T_{r,N} ,

O POLUNEPRERYVNOSTI INVARIANTOV VETVLENI˚ 29 (φ_r , . . . , φ_N ) → J_N ((−T + φ_r U^r + · · · + φ_N U^N )).

I v fftom sluqae φ_1, φ_2, . . . ne zavisØt ot N . Poloßim V_{r,m} = {J_m(p)|p ∈ T_r ∩ E}. Oboznaqim normirovaniØ na K = k((U, T )), sootvetstvu¸wie krivym T = 0 i U = 0, qerez v_T i v_U .

Poloßim R = max{1, − min_{g,i,j}{v_U (b_{i,j}) + rv_T (b_{i,j})}}, gde minimum beretsØ po vsem kofffficientam sistem (∗∗_g) dlØ vseh g ∈ G; v sluqae cikliqeskogo rasxireniØ imeem R = max{1, − min_{i,j} {v_U (b_{i,j}) + rv_T (b_{i,j})}}. Rassmotrim nekotoru¸ sistemu (∗∗_g) ili (∗∗) s kofffficientami b_{i,j}. Vyberem proizvol~nyæ ideal p ∈ E, i oboznaqim qerez

p_L ideal B, leßawiæ nad p. Pust~ v_K – normirovanie K, svØzan-

noe s p, i v_L – normirovanie L, svØzannoe s p_L. Tak kak p ∈ E, to

v_K (b_{i,j}) ¿ 0, i, sledovatel~no, v_L(z_i) ¿ 0 dlØ vseh i. Oboznaqim

qerez a_{i,j} klassy b_{i,j} v K, i qerez x_i – klassy z_i v L, gde K i L – polØ vyqetov K i L otnositel~no v_K i v_L sootvetstvenno. Iz togo, qto L = K(z_1, . . . z_n), sleduet, qto ^L_{pL} = ^K_p(^z_1, . . ., ^z_n), gde

^z_i – obraz z_i pri nekotorom vloßenii L → ^L_{pL} , kotoroe prodol-

ßaet vloßenie K → ^K_p. Po lemme 1 imeem ^L_{pL} = ^K_p(x_1, . . .x_n), i, takim obrazom, L = K(x_1, . . .x_n). Krome togo, vypolneno

x^2_1 − x_1 = 0

x^2 − x_2 = a_{2,1}x_1 . . . x^2_w − x_w = a_{w,1}x_1 + · · · + a_{w,w−1}x_{w−1}

x^2_{w+1} − x_{w+1} = 0

x^2_{w+2} − x_{w+2} = a_{w+2,w+1}x_{w+1} . . . x^2_{w+m} − x_{w+m} = a_{w+m,w+1}x_{w+1} + · · · + a_{w+m,w+m−1}x_{w+m−1}. Oboznaqim qerez t i u obrazy T i U v k[[T, U ]]/p, i qerez v – normirovanie, sootvetstvu¸wee u. Togda, esli p = (f), gde

f = −T + φ_rU^r + φ_{r+1}U^{r+1} + . . . , φ_r ≠ 0,

30 O. ı. VANıXINA to t = ∑ s¿r^φs^{us}. Vyrazim qerez^φi kofffficienty^αi,j,q razloßeniØ a_{i,j} v rØd a_{i,j} = ∑ q α_{i,j,q}u^q . DlØ fiksirovannyh i i j pred-

stavim b_{i,j} v vide otnoxeniØ dvuh rØdov, b_{i,j} = ∑ l¿l0^∑m¿m0^{βl,mU lT m} ∑ l¿l1^∑m¿m1^γl,m^{U lT m ,} gde β_{l0,m0} ≠ 0, γ_{l1,m1} ≠ 0. Imeem a_{i,j} = ( ∑ l¿l0 ∑ m¿m0^{βl,mu} lt^m )/( ∑ l¿l1 ∑ m¿m1^{γl,m u} lt^m ) = ( ∑ l¿l0 ∑ m¿m0^{βl,m u} l ( ∑ s¿r^{φsu} s )_m)/( ∑ l¿l1 ∑ m¿m1^{γl,m u} l ( ∑ s¿r^{φsu} s )_m)

= ∑ q¿l0−l1+ +r(l0−m1) A_{i,j,q}(φ_r , . . . , φ_{N(i,j,q)})u^q

dlØ nekotoryh A_{i,j,q}(X_r , . . ., X_{N(i,j,q)}) ∈ k[X^{−1}_r , X_r , . . . , X_{N(i,j,q)}] i nekotoryh N (i, j, q), priqem iz togo, qto

v_U (b_{i,j}) + rv_T (b_{i,j}) = l_0 − l_1 + rm_0 − rm_1,

sleduet, qto N (i, j, q) 6 q + R + r, i, krome togo, v(a_{i,j}) ¿ −R dlØ vseh kofffficientov a_{i,j}. Opredelim A_{i,j,q} pri vseh q ¿ −R − r, poloßiv A_{i,j,q} = 0 pri q < v_U (b_{i,j}) + rv_T (b_{i,j}).

Kaßdoæ sisteme (∗∗_g) ili (∗∗) sopostavim qisla i(1), . . . , i(ν) takie, qto i(s) = min{i |z_i ∉ K(z_{i(1)}, . . . , z_{i(s−1)})}. Oboznaqim qerez h_p(s) skaqok h_p(K(x_1, ..., x_{i(s)})/K(x_1, ..., x_{i(s)−1})).

Teorema 1. Pust~ L/K – cikliqeskoe rasxirenie. DlØ l¸bogo

ideala p ∈ E poloßim f(p) = ν∑ i=1 ((2^n − 1)R)^ih^{(i)}_p (L/K).

Togda suwestvuet natural~noe qislo M , takoe, qto pri N ¿ max(M, N_r ) funkciØ f ograniqena na E, i mnoßestvo struæ J_N (p)

O POLUNEPRERYVNOSTI INVARIANTOV VETVLENI˚ 31

iz V_{r,N} , takih, qto f(p) prinimaet maksimal~noe vozmoßnoe znaqenie, ØvlØetsØ otkrytym v V_{r,N} .

Dokazatel~stvo. Pust~ M0 = 2^{2n}R + 2^n. Togda qisla M (1, R, 0),

M (2, R, 0), . . . , M (n, R, 0) iz lemmy 6 ne prevoshodØt M_0. Polo-

ßim M = M_0 + R + r i dokaßem, qto ffto M podhodit. Iz togo, qto N (i, j, q) 6 q + R + r, sleduet, qto pri q 6 M_0 vse A_{i,j,q} ØvlØ- ¸tsØ funkciØmi ot X_r , . . . , X_M .

Po sledstvi¸ k lemme 5 imeem

h^{(j)}_p (L/K) = h_p(ν − j + 1) 6 (2^{n+1} − 1)R,

i pri i, ne ravnom i(s) ni pri kakom s, skaqok rasxireniØ

K(x_1, . . . , x_i) nad K(x_1, . . . , x_{i−1}) raven 0. Iz fftogo sleduet, qto

mnoßestvo, na kotorom f(p) prinimaet masimal~noe vozmoßnoe znaqenie, moßno opisat~ sledu¸wim obrazom. Oboznaqim qerez

D_1 podmnoßestvo T_{r,N} , na kotorom h_p(K(x_{i(1)})/K) prinimaet mak-

simal~noe znaqenie, i, esli zadano D_s, to D_{s+1} – podmnoßestvo

D_s, na kotorom h_p(s +1) prinimaet maksimal~noe vozmoßnoe zna-

qenie dlØ struæ iz D_s. Togda iskomoe mnoßestvo ravno D_ν . Poloßim C_s = h_p(s) dlØ p ∈ D_ν . Dokaßem indukcieæ po s, qto pri

N ¿ max{M, Nr } mnoßestvo Ds otkryto v Tr,N .

Baza i = 1. Uslovie h_p(K(x_{i(1)})/K) = C_1 vypolneno na T_{r,N} \W , gde W = {J_N (p) | p ∈ E, h_p(K(x_{i(1)})/K) 6 C_1 − 1}, tak kak C_1 – maksimal~noe vozmoßnoe znaqenie skaqka. Rasxirenie zadano uravneniem

x^2_{i(1)} − x_{i(1)} = a_{i(1),1}x_1 + · · · + a_{i(1),i(1)−1}x_{i(1)−1},

i k nemu moßno primenit~ lemmu 6. Poluqaem, qto W – ffto mnoßestvo, na kotorom P_μ({A_{i,j,q}(φ_r, . . . , φ_M )}^{M−1}_{q=−R}) = 0 dlØ nekotorogo nabora mnogoqlenov P_μ. Kompozicii P_μ i A_{i,j,q} ØvlØ¸tsØ mnogoqlenami ot X^{−1}_r , X_r, . . . , X_M , a tak kak φ_r ≠ 0 na T_{r,N} , to mnoßestvo W zamknuto, i ego dopolnenie otkryto.

Perehod ot s k s + 1. Po predpoloßeni¸ indukcii D_s otkryto v T_{r,N} . Tak ße, kak v predyduwem sluqae, iz lemmy 6 sleduet, qto mnoßestvo

W = {J_N (p) | p ∈ E, h_p(s + 1) 6 C_{s+1} − 1}

32 O. ı. VANıXINA zamknuto v D_s, a tak kak C_{s+1} – maksimal~noe vozmoßnoe znaqenie skaqka h_p(s + 1), to D_{s+1} = D_s \ W , ono otkryto v D_s, i, sledovatel~no, otkryto v T_{r,N} .

Teorema 2. Pust~ L/K – proizvol~noe rasxirenie Galua stepe-

ni 2^ν . Togda suwestvuet natural~noe qislo M , takoe, qto pri

N ¿ max(M, Nr ) dlØ l¸bogo natural~nogo η, 1 6 η 6 n, i l¸bogo ce-

logo neotricatel~nogo d mnoßestvo {J_N (p) | p ∈ E, h^{(η)}p (L/K) = d} ØvlØetsØ pereseqeniem otkrytogo i zamknutogo mnoßestv v V_{r,N} . Krome togo, znaqeniØ vseh skaqkov h^{(η)}p (L/K) ograniqeny na E.

Dokazatel~stvo. V kaqestve M moßno vzØt~ M = 2^{2n}R+2^n+R+r.

Dokaßem, qto pri dostatoqno bol~xom N_0 < N idealam p i

p^′ iz E, takim, qto (F_p.F_p0) ¿ N_0, sootvetstvuet odin i tot ße

nabor podgrupp vetvleniØ {G_i}^ν_{i=0}, i znaqeniØ skaqkov ograniqeny. Pust~ p_L i p^′_L – idealy Spec B, leßawie nad p i p^′. Oboznaqim qerez v i v^′ normirovaniØ K_p i K_p0, svØzannye s p i p^′, ih prodolßeniØ na L_{pL} i L_p0_L – sootvetstvenno v_L i v^′_L, uniformizu¸wie fftih poleæ – π_L i π^′_L. Proverim, qto pri dostatoqno bol~xom N_0 vypolneno

v_L(g(π_L) − π_L) = v^′_L(g(π^′_L) − π^′_L) dlØ l¸bogo g ∈ G.

Pust~ dlØ sistemy uravneniæ (∗∗_g) a_{i,j}, x_i, φ_i, u takie, kak opisano vyxe, i a^′_{i,j}, x^′_i, φ^′_i, u^′ – sootvetstvu¸wie ob¨ekty dlØ ideala p^′.

Togda a_{i,j} = ∑ q¿−R^{Ai,j,q(φr , . . . , φN(i,j,q))u} q ; a^′_{i,j} = ∑ q¿−R^{Ai,j,q(φ} ′ r , . . . , φ^′_{N(i,j,q)})u^{′q}, gde u i u^′ – obrazy U v k[[T, U ]]/p i k[[T, U ]]/p^′, funkcii A_{i,j,q}(X_r, . . . , X_{N(i,j,q)}) – mnogoqleny ot X^{−1}_r , X_r , . . ., X_{N(i,j,q)}. Esli ord(g) = 2^{log2(|L:Ls|)−J+1} to iz togo, qto g ∈ Gal(L/K(x_1, . . ., x_w)),

imeem

v_L(g(π_L) − π_L) − 1 = h^{(J)}_p (L/K(x_1, . . . , x_w)) = h_p(J)

i, analogiqno,

v^′_L(g(π^′_L) − π^′_L) − 1 = h_p0(J).

O POLUNEPRERYVNOSTI INVARIANTOV VETVLENI˚ 33 Po sledstvi¸ k lemme 6, dlØ togo, qtoby znaqeniØ fftih skaqkov sovpali, dostatoqno, qtoby vypolnØlos~ A_{i,j,q}(φ_r , . . ., φ_{N(i,j,q)}) = A_{i,j,q}(φ^′_r, . . . , φ^′_{N(i,j,q)}) pri vseh q 6 2^{2n−2}R + 2^{n−1}. Uslovie (F_p.F_p0) ¿ N_0 oznaqaet, qto

φ_i = φ^′_i pri r 6 i 6 N_0 − 1. Sledovatel~no, dostatoqno vzØt~ N_0 takoe, qto N_0 ¿ N (i, j, q) pri q 6 2^{2n−2}R + 2^{n−1}, a tak kak N (i, j, q) 6 q + R + r, to podoædet

N_0 = 2^{2n−2}R + 2^{n−1} + R + r.

ZnaqeniØ skaqkov ograniqeny, tak kak kaßdyæ skaqok L/K ØvlØetsØ skaqkom K(x_1, . . . , x_{w+m})/K(x_1, . . . , x_w) dlØ nekotoroæ sistemy (∗∗_g). Po sledstvi¸ k lemme 5 znaqeniØ takih skaqkov ne prevoshodØt (2^{n+1} − 1)R.

Rassmotrim mnoßestvo Σ naborov podgrupp {G_i}^ν_{i=0}, takih, qto vse G_i razliqny, G_0 = G, G_ν = e, G_i ⊃ G_{i+1} pri i = 0, . . . , ν−1, i mnoßestvo Δ naborov natural~nyh qisel {d_1, . . . d_ν}, takih, qto d_i 6 (2^{n+1} − 1)R. DlØ l¸byh σ ∈ Σ, σ = {G_i}^ν_{i=0} i δ ∈ Δ,

δ = {d_1, . . . d_ν} oboznaqim qerez B_{σ,δ} mnoßestvo struæ J_N (p_λ),

takih, qto dlØ l¸bogo i i l¸bogo g ∈ G_{i−1} \ G_i vypolneno

v_λ(g(π_{L,λ}) − π_{L,λ}) − 1 = d_i, gde v_λ – normirovanie, sootvetstvu-

¸wee idealu p_λ i π_{L,λ} – uniformizu¸wiæ fflement L_{pλ} . Tak kak N ¿ N_0, ffto uslovie ne zavisit ot vybora ideala v strue v T_{r,N} . DlØ l¸bogo δ = {d_1, . . .d_ν } mnoßestvo B_{σ,δ} – ffto mnoßestvo struæ, dlØ kotoryh i-æ skaqok raven d_{ν−i+1} pri vseh i. DlØ

g ∈ G \ {e} oboznaqim qerez B_{σ,δ,g} mnoßestvo struæ J(p_λ), takih,

qto v_λ(g(π_{L,λ}) − π_{L,λ}) − 1 = d_i, gde i = max{I| g ∈ G_{I+1}}. Togda iskomoe mnoßestvo ravno ⋃ σ∈Σ ⋃ δ∈Δ d_ν�_η+1 =d B_{σ,δ} = ⋃ σ∈Σ ⋃ δ∈Δ d_ν�_η+1 =d ⋂ g∈G\{e} B_{σ,δ,g} ,

sledovatel~no, dostatoqno dokazat~, qto B = B_{σ,δ,g} pri fiksirovannyh σ, δ i g ØvlØetsØ pereseqeniem otkrytogo i zamknutogo mnoßestv.

Rassmotrim takoe razloßenie G v vide proizvedeniØ cikliqeskih podgrupp G = H_1 × · · · × H_S , qto g ∈ H_S. Togda

v(g(π_{L,λ}) − π_{L,λ}) − 1 = h^{(J)}(L/L_S ), gde L_S – nepodvißnoe pole H_1 × · · · × H_{S−1} i ord(g) = 2^{log2(|L:Ls|)−J+1}. Pust~ |H_S| = l, dlØ

34 O. ı. VANıXINA dannogo ideala p_λ fflementy x_i ∈ L_{pλ} , funkcii A_{i,j,q} i qisla i(s) takie, kak opisano vyxe, togda B = {J_N (p_λ)|p_λ ∈ E, h_{pλ} (s) = d_{s−ν+l} pri s = ν − l + 1, . . . , J}. DlØ I pri 1 6 I 6 J i naborov celyh neotricatel~nyh qisel δ^′ =

{d_{1−ν+l}, . . ., d_0}, takih, qto d_i 6 (2^{n+1})R, rassmotrim mnoßestva D_{I,δ}0 = {J_N (p_λ)|p_λ ∈ E, h_{pλ} (s) = d_{s−ν+l}, pri s = 1, . . ., I}. DlØ fiksirovannogo δ^′ dokaßem indukcieæ po I, qto D_{I,δ}0 ØvlØetsØ pereseqeniem otkrytogo i zamknutogo mnoßestva. �to utverßdenie verno dlØ D_{0,δ}0 = E. DlØ D_{I+1,δ}0 = {J_N (p_λ)|p_λ ∈ E, h_{pλ} (I + 1) = d_{I+1−ν+l}} ∩ D_{I,δ}0 vypolneno D_{I+1,δ}0 = W_1 \ W_2, gde

W_1 = {J_N (p_λ)|p_λ ∈ E, h_{pλ} (I + 1) 6 d_{I+1−ν+l}},

W_2 = {J_N (p_λ)|p_λ ∈ E, h_{pλ} (I + 1) 6 d_{I+1−ν+l} − 1}.

Po lemme 6 kaßdoe W_s zadaetsØ usloviem vida P_μ({A_{i,j,q}(φ_r, . . . , φ_M )}^{M0−1}_{q=−R}) = 0 dlØ M_0 = 2^{2n}R + 2^n i nekotorogo nabora mnogoqlenov P_μ, tak kak M = M_0 + R + r. Sledovatel~no, W_1 i W_2 zamknuty v D_{I,δ}0, i D_{I+1,δ}0 ØvlØetsØ pereseqeniem otkrytogo i zamknutogo mnoßestv. Takim obrazom, ffto vypolneno dlØ D_{J,δ}0 pri vseh δ^′, i

B = ∪_δ0D_{J,δ}0 takße ØvlØetsØ pereseqeniem otkrytogo i zamknu-

togo mnoßestv.

Literatura

1. I. Zhukov, Ramification of surfaces: Artin-Schreier extensions. — Contemp.

Math. 300 (2002), 211–220.

2. I. B. ȷukov, Vetvlenie poverhnosteæ: dostatoqnyæ porØdok strui dlØ

dikih skaqkov. GotovitsØ k peqati.

3. J.-P. Serre, Local Fields. Springer-Verlag, New-York, 1979.

4. E. Inaba, On matrix equations for Galois extensions of fields with characteristic

p. — Natural Science Report, Ochanomizu University 12 no. 2 (1961), 26–35.

O POLUNEPRERYVNOSTI INVARIANTOV VETVLENI˚ 35 Vanushina O. Yu. On semicontinuity of ramification invariants in dimension 2.

We consider a cyclic extension L/K of field K = k[[T, U ]] of characteristic 2. It is shown, for all sufficiently large N , jets of order N of all curves, which are not components of ramification locus, for which the corresponding valuation of the function field has the unique extension, valuations of coefficients of equation of Inaba are positive, and ramification jumps are maximal is open set. In the case of a general (not cyclic) extension, it is shown that the set of jets with the fixed value of kth jump is an intersection of open and close sets.

Postupilo 1 oktØbrØ 2004 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: olgavv@ rol.ru