Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 321, 2005 g.

M. B. ZvØgina

O PROEKTIVNYH I IN˙EKTIVNYH OB˙EKTAH KATEGORI`, DVO`STVENNYH AB

Vvedenie Kategorii, dvoæstvennye AB

Pust~ AB =ZM – kategoriØ abelevyh grupp; AB^0 – dual~naØ kategoriØ. Avtoru izvestny tri konkretnye kategorii, kanoniqeski izomorfnye AB^0:

(1) kategoriØ CompZkompaktnyh abelevyh grupp (dvoæstvennost~ PontrØgina);

(2) kategoriØ ZLfCo nepreryvnyh sleva kovariantnyh funktorov ZM →ZM (sm. [1]);

(3) ZR/Z-Mult – kategoriØ ZR/Z-mul~tistruktur (sm. [1]).

Opredelenie kategorii ZV -Mult dlØ proizvol~noæ abelevoæ gruppy V privedeno v [1]; my pozvolim sebe zdes~ ego povtorit~. Nazovem abelevu gruppu Y ZV -mul~tistrukturoæ, esli na gruppah vida Y^I zadany soglasovannye meßdu sobo¸ struktury

EndZ(V^I )-moduleæ, t.e. vsØkomu nepustomu mnoßestvu I posta-

vlen v sootvetstvie kol~cevoæ gomomorfizm α(I) : EndZ(V^I ) →

EndZ(Y^I ), priqem kommutativny vsevozmoßnye diagrammy

(EndZ(V^I )^{(J)})^J −−−−→ EndZ(V^{I×J} )

(α(I)^{(J)})^J α^{(I×J)} (EndZ(Y^I )^{(J)})^J −−−−→ EndZ(Y^{I×J} ) s estestvennymi gorizontal~nymi strelkami {γ_{k,j}}_{k,j∈J} → ( {y_j }_{j∈J} → {∑ k∈J γ_{k,j}(y_k) } j∈J ) , γ_{k,j} ∈ EndZ(V^I ) i y_j ∈ V^I dlØ verhneæ stroki, γ_{k,j} ∈ EndZ(Y^I ) i y_j ∈ Y^I dlØ nißneæ (zdes~ i vezde v dal~neæxem pod Y^I my

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke fonda RFFI, grant 03- 01-00633. 168

O PROEKTIVNYH I IN˙EKTIVNYH OB˙EKTAH 169 ponimaem prØmoe proizvedenie I ffkzemplØrov Y , a pod Y^{(I)} – prØmu¸ summu).

Pust~ Y_1 i Y_2 – ZV -mul~tistruktury. My nazyvaem gomomorfizm abelevyh grupp Y_1^φ−→ Y_2 ZV -mul~timorfizmom, esli

pri nepustom I Y^I_1^{φI}−→ Y^I_2 est~ gomomorfizm levyh EndZ(V^I )- moduleæ.

Imenno fftu kategori¸ ZV -mul~tistruktur i ZV -mul~timorfizmov my oboznaqaem qerez ZV -Mult.

Opixem teper~ funktory, osuwestvlØ¸wie dvoæstvennost~

ZM kategoriØm (1)–(3):

(1) klassiqeskaØ dvoæstvennost~ PontrØgina osuwestvlØetsØ vzaimno obratnymi funktorami

ZM ≫ CompZ, ZX → HomZ(X, R/Z) i (kompaktnaØ abeleva gruppa Y ) →

Hom_{Comp}Z(Y, R/Z).

(2) Dvoæstvennost~ meßdu ZLfCo i ZM osuwestvlØetsØ paroæ funktorov ZM ≫ZLfCo,

ZX → HomZ(X, ) i (F :ZM →ZM) → HomFunct(F, Id)

gde Id :ZM →ZM – toßdestvennyæ funktor.

(3) Dvoæstvennost~ meßdu ZM i ZR/Z-Mult osuwestvlØetsØ vzaimno obratnymi funktorami ZX → HomZ(X, R/Z) i (ZR/Zmul~tistruktura Y )→ HomZR_/Z_{-Mult}(Y, R/Z).

Poskol~ku struktura proektivnyh i in¨ektivnyh abelevyh grupp i in¨ektivnye oboloqki prosteæxih abelevyh grupp nam izvestny, my moßem dokazat~ sootvetstvu¸wie strukturnye teoremy i vyqislit~ prosteæxie proektivnye nakrytiØ v dvoæstvennyh kategoriØh (1)–(3).

§1. Struktura in¨ektivnyh ob¨ektov Teorema 1. (1) (sm. [2, s. 496]) KompaktnaØ abeleva gruppa R/Z

ØvlØetsØ in¨ektivnoæ koobrazu¸weæ kategorii CompZ. VsØkaØ in¨- ektivnaØ kompaktnaØ abeleva gruppa ØvlØetsØ toroidnoæ, t.e. izomorfna (R/Z)^I pri nekotorom I.

(2) Toßdestvennyæ funktor Id :ZM →ZM est~ in¨ektivnyæ koobrazu¸wiæ kategorii LfCo. VsØkiæ in¨ektivnyæ ob¨ekt fftoæ kategorii izomorfen Id^I :ZM →ZM, Id^I (X) = X^I .

170 M. B. ZV˚GINA

(3) R/Z-mul~tistruktura R/Zest~ in¨ektivnaØ koobrazu¸waØ

kategorii ZR/Z-Mult; vsØkiæ in¨ektivnyæ ob¨ekt fftoæ kategorii izomorfen (R/Z)^I.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno zametit~, qto kompaktnaØ abeleva

gruppa R/Z, funktor Id :ZM →ZM i ZR/Z-mul~tistruktura R/Z kanoniqeski dvoæstvenny diskretnoæ abelevoæ gruppe Z– proektivnoæ obrazu¸weæ ZM, priqem vsØkaØ proektivnaØ abeleva gruppa svobodna, t.e. izomorfna Z^{(I)}.

§2. O nekotoryh proektivnyh nakrytiØh Teorema 2. V kategoriØh CompZ, ZLfCo i ZR/Z-Mult vsØkiæ ob¨-

ekt obladaet proektivnym nakrytiem, edinstvennym s toqnost~¸ do izomorfizma.

Dokazatel~stvo. V dvoæstvennoæ vsem trem kategoriØm ZM vsØ-

kiæ ob¨ekt obladaet, kak izvestno, in¨ektivnoæ oboloqkoæ, edinstvennoæ s toqnost~¸ do izomorfizma.

Zameqanie. DlØ vyqisleniØ proektivnogo nakrytiØ ob¨ekta Y

l¸boæ iz pereqislennyh kategoriæ dostatoqno

(a) vyqislit~ dvoæstvennu¸ abelevu gruppu X = Y^∗; (b) naæti in¨ektivnu¸ oboloqku Inj(X) abelevoæ gruppy X; (c) vyqislit~ dvoæstvennyæ ob¨ekt (Inj(X))^∗ ishodnoæ kategorii – ffto i est~ proektivnoe nakrytie Pro(Y ) ob¨ekta Y .

Primer 1. Pust~ p ⊤ 2 – prostoe, n ⊤ 1 – celoe. Vyqislim

sledu¸wie proektivnye nakrytiØ:

(1) kompaktnoæ abelevoæ gruppy Z/p^nZv CompZ; (2) funktora HomZ(Z/p^nZ, ) v ZLfCo;

(3) ZR/Z-mul~tistruktury Z/p^nZv ZR/Z-Mult:

(a) dvoæstvennoæ vsem trem pereqislennym ob¨ektam diskretnoæ abelevoæ gruppoæ ØvlØetsØ Z/p^nZ;

(b) ZInj(Z/p^nZ) = Z/p^∞Z;

(c) v CompZPro(Z/p^nZ) = HomZ(Z/p^∞Z, R/Z) = Z_p (additivnaØ gruppa kol~ca celyh p-adiqeskih qisel s p-adiqeskoæ topologieæ);

v ZLfCo Pro(HomZ(Z/p^nZ, )) = HomZ(Z/p^∞Z, −), v ZR/Z-Mult Pro(Z/p^nZ) = HomZ(Z/p^∞Z, R/Z) = Zp.

O PROEKTIVNYH I IN˙EKTIVNYH OB˙EKTAH 171

Primer 2 (obobwenie primera 1). Pust~ n ⊤ 2 – celoe. Vyqi-

slim sledu¸wie proektivnye nakrytiØ:

(1) Pro_{Comp}Z(Z/nZ);

(2) ProZ_{LfCo} (HomZ(Z/nZ, )); (3) ProZR_/Z_{-Mult} (Z/nZ):

(a) dvoæstvennaØ diskretnaØ abeleva gruppa ravna Z/nZ; (b) InjZ(Z/nZ) = ⨁ p|n Z/p^∞Z; (c) Pro_{Comp}Z(Z/nZ) = ∏ p|n Zp, ProZLfCo^{(Hom}Z^(Z^{/n}Z^{, )) = ∏}_{p|n}^{Hom}Z^(Z^{/p∞}Z^{, ),}

ProZR/Z-Mult^(Z^{/n}Z^{) = ∏}_{p|n} Zp^.

Primer 3 (obobwenie primera 2). Pust~ X – koneqnaØ abeleva

gruppa. Vyqislim

(1) Pro_{Comp}Z(X);

(2) ProZ_{LfCo} (HomZ(X, )); (3) ProZR_/Z_{-Mult} (X):

(a) dvoæstvennaØ diskretnaØ abeleva gruppa ravna X^∗ ⊒ X = ⨁ p,n (Z/p^nZ)^{kp,n} priqem poqti vse kp,n ravny nul¸ (summa

koneqnaØ);

(b) InjZ(X^∗) = ⨁ p (Z/p^∞Z)^{kp}, gde kp =^∑_n kp,n;

(c) Pro_{Comp}Z(X) = ∏ Z^{kp}p , ProZLfCo^{(Hom}Z^{(X, )) = ∏}_p^{Hom}Z^(Z^{/p∞}Z^{, )kp ,}

ProZR/Z-Mult^{(X) = ∏} Z^{kp}p^.

Primer 4. (1) Vse kompaktnye abelevy gruppy Zp proektivny,

priqem ∏ p Zp est~ proektivnyæ obrazu¸wiæ ob¨ekt v CompZ;

(2) vse funktory HomZ(Z/p^∞Z, ) :ZM →ZM sut~ proektivnye ob¨ekty ZLfCo, priqem ∏ p HomZ(Z/p^∞Z, ) est~ proektivnyæ

obrazu¸wiæ ZLfCo;

172 M. B. ZV˚GINA

(3) vse ZR/Z-mul~tistruktury Z_p proektivny, priqem ∏ p Zp est~ proektivnyæ obrazu¸wiæ ob¨ekt ZR/Z-Mult (dostatoqno zametit~, qto vse Z/p^∞Zsut~ in¨ektivnye abelevy gruppy, pri-

qem Q/Z⊒^⨁_p Z/p^∞Z– in¨ektivnaØ koobrazu¸waØ abeleva grup-

pa).

Primer 5. Vyqislim sledu¸wie proektivnye nakrytiØ:

(1) Pro_{Comp}Z(R/Z); (2) ProZ_{LfCo}(Id); (3) ProZR_/Z_{-Mult}(R/Z):

(a) dvoæstvennaØ abeleva gruppa est~ Z; (b) InjZ(Z) = Q;

(c) Pro_{Comp}Z(R/Z) = HomZ(Q, R/Z) = Σ_0,

ProZLfCo^(Z^{Id) = Hom}Z^(Q^{, ),} ProZR/Z-Mult^(R^/Z^{) = Hom}Z^(Q^, R^/Z^{) = Σ}0^.

OstanovimsØ teper~ podrobnee na izuqenii kompaktnoæ abelevoæ gruppy (i ZR/Z-mul~tistruktury) Σ_0.

Rassmotrim sledu¸wu¸ induktivnu¸ sistemu: Z_n – svobodnaØ abeleva gruppa s obrazu¸wim^1_n (n ⊤ 1); m ≺_= n, esli n ≡ 0

(mod m); Z_m^{· nm}−−→ Z_n dlØ m ≺_= n. Oqevidnym obrazom lim−→ Z_n = Q.

Dual~naØ sistema kompaktnyh abelevyh grupp vyglØdit sledu¸wim obrazom: (R/Z)_{(n)} = R/Z; otnoxenie porØdka na mnoßestve natural~nyh qisel to ße; (R/Z)_{(n)}^{· nm}−−→ (R/Z)_{(m)} dlØ m ≺_= n. Pofftomu Σ_0 = lim←−(R/Z)_{(n)} (sm. [3, s. 513]).

My budem nazyvat~ ob¨ekt Σ_0 solenoidom Vietorisa (hotØ sam Vietoris rassmatrival bolee obwie solenoidy).

§3. Struktura proektivnyh ob¨ektov Poskol~ku izvestna struktura in¨ektivnyh (ffkvivalentno:

delimyh) abelevyh grupp, my moßem opisat~ strukturu proektivnyh ob¨ektov v treh rassmatrivaemyh kategoriØh.

O PROEKTIVNYH I IN˙EKTIVNYH OB˙EKTAH 173

Teorema 3. (1) Proektivnymi ob¨ektami kategoriæ CompZ(so-

otvetstvenno ZR/Z-Mult) ØvlØ¸tsØ kompaktnye abelevy gruppy (sootvetstvenno ZR/Z-mul~tistruktury) vida Y ≃ Σ^{IY}_0 × ( ∏ p Z^{Ip,Y}p^), gde IY , Ip,Y – nekotorye mnoßestva, mownosti koto-

ryh sut~ invarianty Y ;

(2) Proektivnymi ob¨ektami kategorii ZLfCo ØvlØ¸tsØ funktory vida

F ≃ HomZ(Q, )^{IF} × ∏ p HomZ(Z/p^∞Z, )^{IF,p} , gde I_F , I_{F,p} – mnoßestva, mownosti kotoryh sut~ invarianty funktora F.

Dokazatel~stvo. V dvoæstvennoæ kategorii ZM vsØkiæ in¨ek-

tivnyæ ob¨ekt raskladyvaetsØ v prØmu¸ summu X ≃ Q^{(IX)} ⊕ ( ⨁ p Z/p^∞Z)^{Ip,X} , gde IX i Ip,X – nekotorye mnoßestva, mownosti

kotoryh sut~ invarianty X. Poskol~ku Σ_0 = HomZ(Q, R/Z) i

Zp = HomZ(Z/p^∞Z, R/Z), fftim teorema dokazana.

§4. Topologo-algebraiqeskie svoæstva proektivnyh kompaktnyh abelevyh grupp Teorema 4. (1) Solenoid Vietorisa Σ0 ØvlØetsØ svØznoæ kom-

paktnoæ abelevoæ gruppoæ bez kruqeniØ razmernosti 1. Pofftomu Σ^I_0 – svØznyæ kompakt razmernosti I dlØ proizvol~nogo mnoßestva I.

(2) Vse Z_p sut~ vpolne nesvØznye kompaktnye abelevy gruppy bez kruqeniØ razmernosti nol~, pofftomu

∏ Z^{Ip}p – takße vpolne ne-

svØznyæ kompakt razmernosti nol~ bez kruqeniØ dlØ proizvol~nyh mnoßestv I_p.

Dokazatel~stvo. (1) Gruppa harakterov Σ0 est~ Q – abeleva

gruppa bez kruqeniØ, pofftomu Σ_0 svØzna (sm. [4], s. 266, teorema 46). Razmernost~ Σ_0 ravna rangu gruppy Q, t.e. edinice (sm. tam ße, s. 267, teorema 47). V silu teoremy 24.23 iz [3] kompaktnaØ abeleva gruppa ne imeet kruqeniØ togda i tol~ko togda, kogda ee gruppa harakterov delima. Poskol~ku Q delima, Σ_0 – bez kruqeniØ.

(2) Gruppa harakterov Z_p est~ periodiqeskaØ diskretnaØ abeleva gruppa Z/p^∞Z, pofftomu vse Z_p vpolne nesvØzny (sm., opØt~

174 M. B. ZV˚GINA ße, teoremu 46 iz [4]), razmernost~ Z_p ravna rangu Z/p^∞Z, sledovatel~no, ravna nul¸. Vse Z_p oqevidnym obrazom ne ime¸t kruqeniØ (moßno bylo by soslat~sØ i na delimost~ grupp harakterov).

Teorema 5. KompaktnaØ abeleva gruppa togda i tol~ko togda

proektivna, kogda ona ne imeet kruqeniØ.

Dokazatel~stvo. Oba usloviØ ravnosil~ny delimosti, t.e. in¨-

ektivnosti, gruppy harakterov.

Teorema 6. VsØkaØ svØznaØ kompaktnaØ abeleva gruppa bez kruqe-

niØ izomorfna Σ^I_0 pri nekotorom mnoßestve I; vsØkaØ vpolne nesvØznaØ kompaktnaØ abeleva gruppa bez kruqeniØ izomorfna ∏ p Z^{Ip}p pri nekotoryh I_p.

Dokazatel~stvo. �ti utverßdeniØ ØvlØ¸tsØ oqevidnymi sled-

stviØmi teorem 3(1), 5 i rezul~tatov PontrØgina.

§5. SvØznye oboloqki i nakrytiØ bez kruqeniØ

Pust~ Y – kompaktnaØ abeleva gruppa, Σ – svØznyæ kompakt i Y → Σ – in¨ektivnyæ gomomorfizm. My nazovem Σ svØznoæ oboloqkoæ Y , esli dlØ l¸bogo vloßeniØ Y → Σ_1 kompaktnoæ gruppy Y v svØznyæ kompakt Σ_1 diagramma 0

0 −−−−→ Y −−−−→ Σ

Σ_1

moßet byt~ dostroena do kommutativnoæ pri pomowi monomorfizma Σ → Σ_1 (inymi slovami, Σ – minimal~nyæ svØznyæ kompakt, soderßawiæ Y ).

Dvoæstvenno, pust~ X – diskretnaØ abeleva gruppa, S – abeleva gruppa bez kruqeniØ, S → X – ffpimorfizm. Budem nazyvat~ S nakrytiem bez kruqeniØ abelevoæ gruppy v X, esli S est~ minimal~naØ abeleva gruppa bez kruqeniØ, proektiru¸waØsØ na

O PROEKTIVNYH I IN˙EKTIVNYH OB˙EKTAH 175

X, t.e. dlØ vsØkogo ffpimorfizma S_1 → X, gde S_1 – bez kruqeniØ, diagramma 0

S −−−−→ X −−−−→ 0

S_1

moßet byt~ dostroena do kommutativnoæ pri pomowi ffpimorfizma S_1 → S.

Zameqanie 1. Vvedennoe nami ponØtie nakrytiØ bez kruqeniØ

(torsionless cover) ne sovpadaet s kl¸qevym dlØ rabot [6, 7] ponØtiem ploskogo nakrytiØ (torsion free covering, flat cover). DlØ nas ponØtie nakrytiØ bez kruqeniØ ØvlØetsØ vspomogatel~nym, ibo soderßatel~no nas interesu¸t svØznye oboloqki kompaktnyh abelevyh grupp.

Zameqanie 2. Vopros ob edinstvennosti svØznoæ oboloqki (i

nakrytiØ bez kruqeniØ) v obwem sluqae a priori ostaetsØ otkrytym. Odnako dlØ proektivnyh kompaktov (dvoæstvenno: in¨ektivnyh diskretnyh abelevyh grupp) imeet mesto teorema edinstvennosti – sm. niße.

Lemma 1. SvØznaØ oboloqka proektivnogo kompakta izomorfna

Σ^I_0 pri nekotorom I. Dvoæstvenno, nakrytie bez kruqeniØ in¨ektivnoæ diskretnoæ abelevoæ gruppy izomorfno Q^{(I)} pri nekotorom I.

Dokazatel~stvo. My dokaßem vtoroe utverßdenie, pervoe ØvlØ-

etsØ ffkvivalentnym blagodarØ dvoæstvennosti PontrØgina. Pust~ S → X – nakrytie bez kruqeniØ in¨ektivnoæ abelevoæ gruppy X. Oqevidnym obrazom in¨ektivnaØ oboloqka InjZ(S) izomorfna Q^{(J)} pri nekotorom J. V silu in¨ektivnosti ZX dia-

176 M. B. ZV˚GINA gramma 0 −−−−→ S −−−−→ Q^{(J)}

X

0 moßet byt~ dostroena do kommutativnoæ pri pomowi morfizma

Q^{(J)} → X, kotoryæ obØzan byt~ ffpimorfizmom. Poskol~ku

S → X – nakrytie bez kruqeniØ i Q^{(J)} ne imeet kruqeniØ, diagramma Q^{(J)} S −−−−→ X −−−−→ 0

0 moßet byt~ dostroena do kommutativnoæ s pomow~¸ ffpimorfiz-

ma Q^{(J)} → S, i pofftomu S – delimaØ abeleva gruppa (kak obraz

delimoæ). Kol~ skoro S – bez kruqeniØ i delima, S ≃ Q^{(I)} pri nekotorom I, qto i trebovalos~.

Lemma 2. Esli proektivnaØ kompaktnaØ abeleva gruppa imeet

svØznu¸ oboloqku, to ffta oboloqka edinstvenna s toqnost~¸ do izomorfizma. Dual~no, nakrytie bez kruqeniØ in¨ektivnoæ diskretnoæ abelevoæ gruppy edinstvenno s toqnost~¸ do izomorfiz- ma. Dokazatel~stvo. Kak i vyxe, my predpoqtem rabotat~ v kate-

gorii ZM. Pust~ S_1 → X i S_2 → X – nakrytiØ bez kruqeniØ in¨ektivnoæ abelevoæ gruppy X. Soglasno lemme 1 S_1 ≃ Q^{(I)}, S_2 ≃ Q^{(J)} pri nekotoryh I, J. Poskol~ku ime¸t mesto ffpimorfizmy S_1 ≫ S_2, t.e. Q^{(I)} ≫ Q^{(J)}, my vidim, qto card I ⊤ card J, card J ⊤ card I, otkuda card I = card J, Q^{(I)} ≃ Q^{(J)}, t.e. S_1 ≃ S_2, qto i trebovalos~.

Zameqanie 1. V silu lemmy 2 my moßem vvesti korrektnoe obo-

znaqenie Con(Y ) dlØ svØznoæ oboloqki proektivnogo kompakta Y

O PROEKTIVNYH I IN˙EKTIVNYH OB˙EKTAH 177 i, dvoæstvenno, S(X) dlØ nakrytiØ bez kruqeniØ in¨ektivnoæ abelevoæ gruppy X.

Zameqanie 2. Otn¸d~ ne vsØkaØ proektivnaØ kompaktnaØ abele-

va gruppa obladaet svØznoæ oboloqkoæ. Niße budut privedeny primery i vyØvleny nekotorye dostatoqnye usloviØ.

Primer 6 (trivial~nyæ). Pust~ Σ – svØznaØ kompaktnaØ abele-

va gruppa, togda toßdestvennyæ morfizm Σ^{id}→ Σ daet edinstvennu¸ svØznu¸ oboloqku Σ. Dvoæstvenno, esli S – abeleva gruppa bez kruqeniØ, to S^{id}→ S – edinstvennoe nakrytie bez kruqeniØ gruppy S.

Primer 7. CikliqeskaØ kompaktnaØ abeleva gruppa Z/nZ ne

imeet svØznoæ oboloqki. Dvoæstvenno, cikliqeskaØ diskretnaØ abeleva gruppa Z/nZne imeet nakrytiØ bez kruqeniØ.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku Z/nZ⊂ R/Z, R/ZsvØzna i vsØkaØ ee

sobstvennaØ kompaktnaØ podgruppa, kak izvestno, est~ koneqnaØ cikliqeskaØ gruppa, edinstvennym kandidatom na rol~ svØznoæ oboloqki Z/nZØvlØetsØ R/Z. No esli by vloßenie Z/nZ→ R/Z bylo svØznoæ oboloqkoæ, to dvoæstvenno, ffpimorfizm Z→ Z/nZ bylo by nakrytiem bez kruqeniØ, a tem samym i proektivnym nakrytiem. Poskol~ku izvestno, qto abeleva gruppa Z/nZ ne imeet proektivnogo nakrytiØ, utverßdenie primera dokazano.

Lemma 3. HomZ(Q, Z/p^∞Z) ≃ Qp.

Dokazatel~stvo. Imeem gomomorfizm Qp → HomZ(Q, Z/p^∞Z),

x ∈ Qp → fx, fx(q) = qx mod Zp. PrimenØØ toqnyæ funktor

HomZ(, Z/p^∞Z) k toqnoæ posledovatel~nosti 0 → Z→ Q → Q/Z→

0, poluqim 0 → Z_p → HomZ(Q, Z/p^∞Z) → Z/p^∞Z→ 0, priqem kommutativna diagramma 0 −−−−→ Z_p −−−−→ Q_p −−−−→ Z/p^∞Z −−−−→ 0 id id 0 −−−−→ Z_p −−−−→ HomZ(Q, Z/p^∞Z) −−−−→ Z/p^∞Z −−−−→ 0, pofftomu blagodarØ 5-lemme Q_p → HomZ(Q, Z/p^∞Z)-izomorfizm.

Oboznaqim qerez Σ^{(p)}_0 kompaktnyæ Z_p-modul~

Σ^{(p)}_0 ≃ HomZ(Q_p, R/Z).

178 M. B. ZV˚GINA �to svØznyæ proektivnyæ ob¨ekt v kategorii kompaktnyh Z_pmoduleæ.

Dokaßem teper~ soderßatel~nyæ rezul~tat o svØznyh oboloqkah.

Teorema 7. V kategorii kompaktnyh Zp-moduleæ vpolne nesvØz-

nyæ proektivnyæ ob¨ekt Z_p ≃ HomZ(Z/p^∞Z, R/Z) obladaet svØznoæ oboloqkoæ, izomorfnoæ Σ^{(p)}_0 . Dvoæstvenno, v kategorii diskretnyh Z_p-moduleæ in¨ektivnyæ modul~ Z/p^∞Zobladaet nakrytiem bez kruqeniØ, izomorfnym Q_p.

Dokazatel~stvo. Imeem toqnu¸ posledovatel~nost~ Zp-modu-

leæ 0 → Z_p → Q_p → Z/p^∞Z→ 0. PerehodØ k dvoæstvennomu ob¨ektu, poluqim toqnu¸ posledovatel~nost~ kompaktnyh Z_p-moduleæ

0 → Zp → Σ^{(p)}_0 → HomZ(Zp, R/Z) → 0. Pokaßem, qto imenno ffto

vloßenie Z_p → Σ^{(p)}_0 ØvlØetsØ svØznoæ oboloqkoæ kompaktnogo Z_pmodulØ Z_p v kategorii CompZ_p. DlØ fftogo dokaßem dvoæstvennoe utverßdenie, a imenno: kanoniqeskiæ ffpimorfizm Q_p → Z/p^∞Z ØvlØetsØ nakrytiem bez kruqeniØ v kategorii Z_p-moduleæ.

Deæstvitel~no, pust~ S – Z_p-modul~ bez kruqeniØ, i S →

Z/p^∞Z– ffpimorfizm. S moßet byt~ vloßen v svo¸ in¨ektiv-

nu¸ oboloqku InjZ_p(S) ≃ Q^{(I)}p , i diagramma 0 −−−−→ S −−−−→ Q^{(I)}_p Z/p^∞Z 0 dostraivaetsØ do kommutativnoæ pri pomowi ffpimorfizma

Q^{(I)}p −→ Z/p^∞Z. Rassmotrim teper~ diagrammu 0 Qp −−−−→ Z/p^∞Z −−−−→ 0 Q^{(I)}p

O PROEKTIVNYH I IN˙EKTIVNYH OB˙EKTAH 179 i pokaßem, qto ona moßet byt~ dostroena do kommutativnoæ pri pomowi ffpimorfizma Q^{(I)}p → Q_p. Po lemme 3

HomZp(Q^{(I)}p , Z/p^∞Z) ≃ Q^Ip ≃ HomQp(Q^{(I)}p , Qp),

tak qto ffpimorfizm Q^{(I)}p → Z/p^∞Zprihodit iz nekotorogo Q_pmorfizma Q^{(I)}p → Q_p, nenulevogo i potomu ffpimorfnogo.

BlagodarØ vloßeni¸ S → Q^{(I)}p imeem kommutativnu¸ diagrammu Qp φ↗ ↓π S −→ Z/p^∞Z −→ 0, i ostaetsØ proverit~, qto φ – ffpimorfizm. Oboznaqim qerez Im(φ) obraz morfizma φ. Poskol~ku φ ≠ 0 i rasxirenie 0 →

Zp → Qp suwestvenno, Zp ∩ Im(φ) ≠ 0; pust~ Zp ∩ Im(φ) = p^mZp,

m ⊤ 0. Iz ffpimorfnosti πφ sleduet suwestvovanie takogo x ∈

Zp, qto x +^1_pm ∈ Im(φ), otkuda p^mx + 1 ∈ Im(φ), 1 ∈ Im(φ), i sledo-

vatel~no, Z_p ⊂ Im(φ), m = 0. Dalee, dlØ vsØkogo n ⊤ 1 naædetsØ takoe x_n ∈ Z_p, qto x_n +^1_{pn} ∈ Im(φ), otkuda^1_{pn} ∈ Im(φ), tak qto x p^n ∈ Im φ dlØ vsØkogo x ∈ Zp i tem samym Im(φ) = Qp, qto i

trebovalos~.

Napomnim teper~ ponØtie p-adiqeskogo solenoida (sm. [5, s. 286]). Pust~ p ⊤ 2 – prostoe, oboznaqim qerez Z_{pn} svobodnu¸ abelevu gruppu s obrazu¸weæ^1_{pn} , i pust~ Z_{pn}^{·p}−→ Z_{pn+1} – induktivnaØ sistema vloßeniæ^1_{pn} →^p_{pn+1} . Oboznaqim qerez

Z_{p∞ induktivnyæ predel fftoæ sistemy. DvoæstvennaØ kompakt-}

naØ abeleva gruppa ravna proektivnomu predelu lim←−(R/Z)_{(n)},

(R/Z)(n+1)^{·p}−→ (R/Z)(n). �ta gruppa nazyvaetsØ p-adiqeskim sole-

noidom i oboznaqaetsØ qerez Σ_p. Poskol~ku diskretnaØ abeleva gruppa Z_{p∞} ne imeet kruqeniØ, kompaktnaØ abeleva gruppa Σ_p svØzna. Imeem ffpimorfizm diskretnyh abelevyh grupp

Z_{p∞ →} Z_{/p∞}Z_, 1_{pn → 1 mod} Z_.

Dvoæstvennym ØvlØetsØ monomorfizm kompaktnyh abelevyh grupp 0 → Z_p → Σ_p.

180 M. B. ZV˚GINA

Primer 8. Pri vsØkom prostom p ⊤ 2 kompaktnaØ abeleva grup-

pa Zp ne imeet svØznoæ oboloqki. Dvoæstvenno, diskretnaØ abe-

leva gruppa Z/p^∞Zne imeet nakrytiØ bez kruqeniØ.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto suwestvuet svØznaØ obo-

loqka Con(Z_p) kompakta Z_p. V silu vloßeniØ 0 → Z_p → Σ_p Con(Z_p) ⊂ Σ_p. Dvoæstvenno, esli suwestvuet nakrytie bez kruqeniØ S(Z/p^∞Z) diskretnoæ abelevoæ gruppy Z/p^∞Z, to imeetsØ proekciØ Z p^∞ → S(Z/p^∞Z) → 0. Po lemme 1 S(Z/p^∞Z) ⊒ Q^{(I)} dlØ nekotorogo I, tak qto Z_{p∞} →

Q^{(I)} → 0 i tem bolee Z_p∞ → Q → 0, i diagramma 0 Z_{p∞ −−−−→ Q −−−−→ 0} Q moßet byt~ dostroena do kommutativnoæ 0 Z_{p∞ −−−−→ Q −−−−→ 0} ↗ Q s pomow~¸ ffpimorfizma Q → Q, kotoryæ avtomatiqeski okazyvaetsØ izomorfizmom. Ots¸da imeem izomorfizm Z_{p∞} w−→ Q, qto protivoreqivo, t.k. abeleva gruppa Z_{p∞} ne ØvlØetsØ delimoæ. Poluqennoe protivoreqie dokazyvaet utverßdenie primera.

Pust~ P – proizvol~noe podmnoßestvo mnoßestva prostyh qisel, N_P – podmnoßestvo natural~nyh qisel, sostoØwee iz qisel, ime¸wih v svoem primarnom razloßenii tol~ko stepeni p ∈ P.

O PROEKTIVNYH I IN˙EKTIVNYH OB˙EKTAH 181 Vvedem na N_P otnoxenie porØdka: m ≺_= n, esli n ≡ 0 (mod m) i rassmotrim induktivnu¸ sistemu

{ Z_n^}_{n∈NP ,} Z_m^{· n}m_{−−→} Z_{n pri}

m ≺_= n. Induktivnyæ predel fftoæ posledovatel~nosti oboznaqim qerez Z_{P∞} ; dvoæstvennu¸ kompaktnu¸ gruppu lim←− n∈N_P (R/Z)(n), (R/Z)(n)^{· nm}−−→ (R/Z)(m) pri m ≺_= n nazovem P-adiqeskim soleno-

idom i oboznaqim qerez Σ_P . Poskol~ku abeleva gruppa Z_{P∞} ne imeet kruqeniØ, kompaktnaØ abeleva gruppa Σ_P svØzna.

Primer 9 (obobwenie primera 8). Pust~ P – nepustoe sob-

stvennoe podmnoßestvo mnoßestva prostyh qisel, togda kompaktnaØ abeleva gruppa ∏ p∈P Zp ne imeet svØznoæ oboloqki i,

dvoæstvenno, diskretnaØ abeleva gruppa ⨁ p∈P Z/p^∞Zne imeet na-

krytiØ bez kruqeniØ.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim protivnoe, i pust~

Q^{(I)} →^⨁_{p∈P} Z/p^∞Z → 0 – nakrytie bez kruqeniØ. V silu

ffpimorfizma

Z_{P∞ →}^⨁_{p∈P(Z/p}∞_{Z),} 1_{n →} 1_{n mod Z abeleva gruppa} Z_{P∞ dolßna}

ffpimorfno otobraßat~sØ na Q^{(I)}, a tem bolee na Q. Diagramma

0 Z_{P∞ −−−−→ Q −−−−→ 0} Q

182 M. B. ZV˚GINA dostraivaetsØ do kommutativnoæ 0 Z_{P∞ −−−−→ Q −−−−→ 0} ↗ Q s pomow~¸ ffpimorfizma Q → Q, kotoryæ avtomatiqeski okazyvaetsØ izomorfizmom. Ots¸da imeem izomorfizm Z_{P∞} w−→ Q, qto protivoreqivo, t.k. P – sobstvennoe podmnoßestvo mnoßestva prostyh qisel, i Z_{P∞} ne ØvlØetsØ delimoæ abelevoæ gruppoæ. Poluqennoe protivoreqie dokazyvaet utverßdenie primera.

Avtor blagodaren A. M. Verxiku, A. F. Ivanovu i V. M. Cvetkovu za soderßatel~nye besedy.

Literatura

1. M. B. ZvØgina, Nepreryvnye funktory i dvoæstvennost~. — Zap. nauqn.

semin. POMI 281 (2001), s. 186–209.

2. A. Kartan, S. �ælenberg, GomologiqeskaØ algebra. IL, M. (1960). 3. �. H~¸itt, K. Ross, Abstraktnyæ garmoniqeskiæ analiz, t. 1. Nauka, M.

(1975).

4. L. S. PontrØgin, Nepreryvnye gruppy. Nauka, M. (1973). 5. N. Stinrod, S. �ælenberg, OsnovaniØ algebraiqeskoæ topologii. F.-M.L., M. (1958).

6. E. Enochs, Torsion free covering modules. — Proc. AMS 14 (1963), 884–889. 7. L. Bican, R. El Bashir, E. Enochs, All modules have flat covers. — Bull. Lond. M.

Soc. 33, pt 4, No. 163 (2001), 385–390.

Zwiagina M. B. On projective and injective objects of the categories dual to AB

The categories are considered dual to the category of abelian groups (including the category of compact abelian groups). In those categories the structure theorems on injective and projective objects are proved; some projective covers are calculated. In the category of compact abelian groups the notion of connective hull is introduced; some results on connective hulls are received; the examples are given.

Postupilo 20 dekabrØ 2004 g.

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet telekommunikaciæ