Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 321, 2005 g.

N. N. Kuxpel~

O KONEQNYH ODNOINVARIANTNYH LINE`NYH GRUPPAH

1. Vvedenie

Pust~ V – koneqnomernoe prostranstvo nad polem K i pust~ G ≤ GL(V ) – lineænaØ gruppa. Oboznaqim V^g = {v ∈ V | g(v) = v} i, sootvetstvenno, V^G = {v ∈ V | g(v) = v dlØ vseh g ∈ G}. Budem govorit~, qto G odnoinvariantnaØ, esli

V^g = V^G,

dlØ l¸byh g ∈ G, g ≠ 1.

Esli G – koneqnaØ gruppa i V^G = 0, imeem sluqaæ deæstviØ gruppy bez nepodvißnyh toqek na V \ 0. Takie gruppy klassificirovany dlØ K = C , R (sm., naprimer, [6]). Zametim, qto esli pole K imeet koneqnu¸ harakteristiku i pri fftom G deæstvuet bez nepodvißnyh toqek na V \ 0, to harakteristika polØ K ne delit porØdok gruppy G. Odnoinvariantnye lineænye gruppy ØvlØ¸tsØ estestvennym obobweniem lineænyh grupp, deæstvu¸- wih bez nepodvißnyh toqek (drugoe obobwenie lineænyh grupp, deæstvu¸wih bez nepodvißnyh toqek, rassmatrivalos~ v rabotah [2–4]).

V rabote [7] rassmotreny obwie svoæstva odnoinvariantnyh grupp. V qastnosti, dokazano, qto koneqnaØ odnoinvariantnaØ gruppa G, porØdok kotoroæ kraten p = char K, ØvlØetsØ poluprØmym proizvedeniem U · D, gde U – normal~naØ silovskaØ ppodgruppa G, U – abeleva, a D deæstvuet na U \{1} (soprØßeniem) bez nepodvißnyh toqek.

V fftoæ stat~e budet dana klassifikaciØ koneqnyh odnoinvariantnyh lineænyh grupp nad algebraiqeski zamknutym polem harakteristiki p v sledu¸wih dvuh sluqaØh. V pervom sluqae my predpolagaem, qto porØdok gruppy G raven pq, (p, q) = 1

Rabota finansirovalas~ grantom E02-1.0-15 Ministerstva ObrazovaniØ Rossiæskoæ Federacii. 224

O KONEQNYH ODNOINVARIANTNYH GRUPPAH 225 (rezul~tat dlØ fftogo sluqaØ bez dokazatel~stva sformulirovan v [7]). Vtoroæ sluqaæ, kogda porØdok gruppy G raven p^2, to est~ G – abeleva unipotentnaØ gruppa. Pri fftom budet dana klassifikaciØ takih grupp, udovletvorØ¸wih opredelennomu uslovi¸. A imenno, pust~ V – G-modul~. Predpoloßim, qto V_0 ≤ V_1 ≤ · · · ≤ V_m = V , gde

V_0 = V^G, V_1 = {v ∈ V | g(v) ≡ v(mod V_0) dlØ l¸bogo g ∈ G}, . . . , . . . V_{i+1} = {v ∈ V | g(v) ≡ v(mod V_i) dlØ l¸bogo g ∈ G}, . . . . Dalee oboznaqim m = l_{IG} (V ) i nazovem qislo m I_G-dlinoæ gruppy G. V rabote klassificirovany gruppy I_G-dliny 1. Odnako, uße v fftom sluqae neizomorfnyh nerazloßimyh odnoinvariantnyh grupp, pri nekotoryh usloviØh, beskoneqno mnogo.

2. Sluqaæ I

Pust~ razmernost~ prostranstva V ravna n, harakteristika polØ K ravna p i K algebraiqeski zamknuto.

Pust~ G ≤ GL(V ) – koneqnaØ odnoinvariantnaØ gruppa, porØdok kotoroæ kraten p. Togda G = U · D, gde U – normal~naØ silovskaØ p-podgruppa gruppy G, a D – cikliqeskaØ podgruppa porØdka q ([7]). Pri fftom, deæstvie gruppy D na U soprØßeniem ne imeet nepodvißnyh toqek. Pust~ teper~ G = U · D – abstraktnaØ koneqnaØ gruppa, ØvlØ¸waØsØ poluprØmym proizvedeniem svoeæ normal~noæ silovskoæ p-podgruppy U = ⟨u⟩ i cikliqeskoæ podgruppy D = ⟨δ⟩ porØdka q. Predpoloßim, takße, qto porØdok gruppy U raven p (ots¸da sleduet q | p − 1). Togda δuδ^{−1} = u^k dlØ nekotorogo k ∈ N. My budem takße otoßdestvlØt~ k s fflementom prostogo polØ F_p ⊂ K. Zametim, qto k ∈ F^∗_p – ffto pervoobraznyæ koren~ stepeni q iz edinicy.

Nas budet interesovat~ vopros: kogda suwestvuet toqnoe nerazloßimoe predstavlenie ρ : G −→ GL(V ), takoe, qto ρ(G) – odnoinvariantnaØ gruppa.

Oboznaqim q^′ naimen~xiæ prostoæ delitel~ q.

Teorema 1. Esli n 6 q^′, to suwestvuet nerazloßimoe predsta-

vlenie ρ gruppy G v GL(V ) takoe, qto ρ(G) odnoinvariantna. Pri fftom dlØ l¸bogo takogo predstavleniØ ρ v nekotorom bazise pro-

226 N. N. KUXPEL^ stranstva V

ρ(u) = exp

0 1 0 . . . 0 0 0 1 . . . 0 . . . 0 0 0 . . . 1 0 0 0 . . . 0 ,

ρ(δ) = k^{n−1} 0 . . . 0 0 0 k^{n−2} 0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . k 0 0 0 0 . . . 1 .

(∗)

Esli n > q^′, to predstavleniØ gruppy G v GL(V ), takogo, qto ρ(G) odnoinvariantna, ne suwestvuet.

Dokazatel~stvo. Pust~ ρ : G −→ GL(V ) – nekotoroe nerazloßi-

moe predstavlenie gruppy G, pri fftom ρ(G) odnoinvariantna.

Pust~ v ∈ V , V /Y – nekotoroe faktorprostranstvo. Budem oboznaqat~ simvolom v klass fflementa v v V /Y .

Lemma 1. Pust~ W = V /Y , gde V^G ≤ Y – nekotoroe invariantnoe

otnositel~no ρ(G) podprostranstvo. Pust~ takße ρ^′ sootvetstvu¸wee predstavlenie gruppy G v W , t.e. ρ^′(g)(v) = ρ(g)(v) dlØ l¸bogo g ∈ G. Togda sobstvennye znaqeniØ ρ^′(δ) otliqny ot 1.

Dokazatel~stvo. Mnoßestvo sobstvennyh znaqeniæ operatora

ρ(δ) est~ ob¨edinenie mnoßestva ego sobstvennyh znaqeniæ ego ograniqeniØ na Y i mnoßestva sobstvennnyh znaqeniæ ρ^′(δ) na W (sm., naprimer, [8]). �

Lemma 2. �lement ρ(u) imeet odin ßordanov blok. Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto u operatora ρ(u) neskol~-

ko blokov. Pokaßem togda, qto predstavlenie ρ – razloßimo. Rassmotrim bazis e_1, . . . , e_n, v kotorom fflement ρ(u) imeet ßordanovu formu:

ρ(u) = J_1 0 . . . 0 0 J_2 . . . 0 . . . . 0 0 . . . J_l ,

O KONEQNYH ODNOINVARIANTNYH GRUPPAH 227 gde J_i – ßordanovy bloki.

Pust~ V_i = ⟨e_i1, e_i1_{+1}, . . . , e_{im} ⟩ – podprostranstvo, sootvetstvu- ¸wee i-mu bloku, i pust~ V_1 = ⟨e_1, . . . , e_k⟩, (gde ρ(u)(e_k) = e_k, ρ(u)(e_j ) = e_j + e_{j+1} pri j < k.)

Tak kak gruppa G odnoinvariantna, to ρ(δ)(e_k ) = e_k. Rassmotrim prostranstvo W_k = V /⟨e_k⟩ i predstavlenie ρ_k : G −→ GL(W_k), ØvlØ¸weesØ faktor-predstavleniem ρ.

Oqevidno, W^{ρk(U)} k = ⟨V^G, e_{k−1}⟩. Tak kak e_{k−1} – invariant ρ_k(u) i δ normalizuet U , to ρ_k(δ)(e_{k−1}) ∈ W^{ρk(U)} k . Znaqit, ρ(δ)(e_{k−1}) = a_{k−1}e_{k−1} + w, gde w ∈ V^G, a_{k−1} ∈ K.

Pri fftom a_{k−1} ≠ 1, tak kak a_{k−1} sobstvennoe znaqenie operatora v V /V^G, sootvetstvu¸wego operatoru ρ(δ) v V (lemma 1). Polo- ßim e^′_k = e_k, e^′_{k−1} = e_{k−1} + 1 (a_{k−1} − 1) w. Togda

ρ(δ)(e^′_{k−1}) = a_{k−1}e_{k−1}, ρ(u)(e^′_{k−1}) = e^′_{k−1} + e^′_k.

Pust~ {e^′_k, e^′_{k−1}, . . . , e^′_{m+1}} – posledovatel~nost~ vektorov prostranstva ⟨e_k, e_{k−1}, . . . , e_{m+1}, V^G⟩, takih, qto pri vseh m < i < k

ρ(δ)(e^′_i) = a_ie^′_i + z_i, z_i ∈ ⟨e^′_{i+1}, . . . , e^′_k⟩, ρ(u)(e^′_i) = e^′_i + e^′_{i+1}.

Postroim vektor e^′_m.

Rassmotrim W_{m+1} = V /⟨e^′_{m+1}, . . . , e^′_k⟩. Tak kak prostranstvo ⟨e^′_{m+1}, . . . , e^′_k⟩ invariantno otnositel~no ρ(G) (po postroeni¸), to opredeleno faktor-predstavlenie ρ_{m+1} : G −→ W_{m+1}. Pri fftom W^{ρm}+1^{(U)} m+1 = ⟨V^G, e_m ⟩. Tak kak e_m – ivariant ρ_{m+1}(u) i δ normalizuet U , to ρ_{m+1}(δ)(e_m) ∈ W^{ρm}+1^{(U)} m+1 . Sledovatel~no, ρ(δ)(e_m ) = a_me_m + z_m + w_m, gde z_m ∈ ⟨e^′_{m+1}, . . . , e^′_k⟩, w_m ∈ V^G, a_i ∈ K. Pri fftom, a_m ≠ 1, tak kak a_m – sobstvennoe znaqenie, sootvetstvu¸wee vektoru e_m ∈ V /⟨V^G, e^′_{m+1}, . . . , e^′_k⟩ (lemma 1). Poloßim:

e^′_m = e_m + 1 a_m − 1 w_m.

228 N. N. KUXPEL^ Poluqaem ρ(δ)(e^′_m) = a_me^′_m + z_m i ρ(u)(e^′_m) = e^′_m + e^′_{m+1}.

Takim obrazom, my moßem postroit~ posledovatel~nost~ vektorov e^′_1 = e_1 + v_1, e^′_2 = e_2 + v_2, . . . , e^′_{k−1} = e_{k−1} + v_{k−1}, e^′_k = e_k, v_i ∈ V^G, takih, qto V^′_1 = ⟨e^′_1, . . . , e^′_k⟩ – ρ(G)-invariantnoe podprostranstvo V . Taku¸ ße proceduru my moßem prodelat~ i s vektorami bazisov drugih komponent V_i = ⟨e_i1 , e_i1_{+1}, . . . , e_{im} ⟩. Poluqaem posledovatel~nost~ iz n vektorov e^′_1, . . . , e^′_n. Proverim teper~, qto postroennaØ posledovatel~nost~ – bazis V .

Predpoloßim, qto suwestvu¸t α_1, . . . , α_n (ne vse nuli) takie, qto:

α_1e^′_1 + . . . + α_ne^′_n = 0.

Vyberem takoe minimal~noe m, qto α_m ≠ 0 i pri fftom e^′_m /∈ V^G. Zamenim kaßdyæ vektor v fftoæ summe na ego razloßenie po staromu bazisu. Poluqim novu¸ summu: α_1(e_1 + . . . ) + α_2(e_2 + . . . ) + . . . + α_ne_n = 0.

Zametim, qto e^′_m = e_m + . . . , pri fftom v dannoæ summe slagaemoe vida αe_m, α ∈ K, bol~xe ne vstreqaetsØ, i e_m ne moßet byt~ vyraßen qerez ostal~nye vektory (e_1, . . . , e_{m−1}, e_{m+1}, . . . , e_n), tak kak (e_1, . . . , e_n) – bazis. Pofftomu kofffficient pri e_m budet α_m ≠ 0, a znaqit vsØ summa ne nol~. Sledovatel~no, nenulevymi mogut byt~ tol~ko kofffficienty pri ρ(G)-invariantnyh fflementah fftoæ posledovatel~nosti: e^′_k, . . . , e^′_{im} , . . . , e^′_n. No ffti fflementy obrazu¸t podmnoßestvo bazisa e_1, . . . , e_n, znaqit, lineæno nezavisimy. Protivoreqie.

Itak, poluqaem, qto v V raskladyvaetsØ v prØmu¸ summu invariantnyh otnositel~no ρ(G) podprostranstv, a imenno: V = V^′_1 ⊕ V^′_2 ⊕ . . . ⊕ V^′_l , gde V^′_i = ⟨e^′_i1, . . . , e^′_{im} ⟩. Sledovatel~no, ρ – razloßimo. � Po lemme 2 ρ(u) imeet odin blok. Tak kak porØdok fflementa u raven p, to razmer dannogo bloka ne prevoshodit p, a znaqit v nekotorom bazise prostranstva V imeem

ρ(u) = exp

0 1 0 . . . 0 0 0 1 . . . 0 . . . . . . . . . . . . . . . . 0 0 0 . . . 1 0 0 0 . . . 0 .

O KONEQNYH ODNOINVARIANTNYH GRUPPAH 229 Poloßim

δ_0 = k^{n−1} 0 . . . 0 0 0 k^{n−2} 0 0 0 . . . . . . 0 0 . . . k 0 0 0 0 . . . 1 .

Imeet mesto:

(I) δ_0ρ(u)δ^{−1}_0 = ρ(u)^k.

(II) operator δ_0 imeet tot ße invariantnyæ vektor e_n, qto i ρ(u), a znaqit i ρ(δ).

(III) fflement q = δ^{−1}_0 ρ(δ) kommutiruet s fflementom ρ(u), to est~ q ∈ C_u (C_u – centralizator fflementa ρ(u) v gruppe GL(V )).

(I) i (II) oqevidny po postroeni¸ δ_0, a (III) sleduet iz (I) i analogiqnogo sootnoxeniØ dlØ ρ(δ).

Lemma 3. Pust~ n ≤ q. Togda q = [δ^{−1}_0 , c] dlØ nekotorogo c ∈ Cu. Dokazatel~stvo. Pust~ U ≤ GL(V ) – podgruppa verhnih tre-

ugol~nyh unipotentyh matric. Togda C_u ≤ Z(GL(V ))U (sm., naprimer, [8, s. 199–201]). Sledovatel~no, q = zu, gde z ∈ Z(GL(V )),

u ∈ U. Iz usloviØ (II) poluqaem z = 1, a znaqit q ∈ U. Dalee,

pust~ Q = C_u ∩ U, Q_i = Q ∩ U_i, gde U_i – ffto i-tyæ qlen ubyva¸wego central~nogo rØda gruppy U. Tak kak δ^{−1}_0 U_iδ_0 = U_i, δ^{−1}_0 Qδ_0 = Q (δ_0 normalizuet ⟨ρ(u)⟩, a sledovatel~no, i Q), to δ^{−1}_0 Q_iδ_0 = Q_i. Dalee, dlØ l¸bogo i opredeleno otobraßenie

ϕ_i : U_i/U_{i+1} −→ U_i/U_{i+1},

inducirovannoe otobraßeniem x −→ [δ^{−1}_0 , x] na U_i. Pri fftom ϕ_i – obratimyæ lineænyæ operator na lineænom prostranstve U_i/U_{i+1} (deæstvitel~no, iz usloviØ n ≤ q sleduet, qto δ_0 – regulØrnyæ poluprostoæ fflement), a znaqit, ϕ_i(Q_i/Q_{i+1}) = ϕ(Q_i/Q_{i+1}). Ots¸da poluqaem [δ^{−1}_0 , Q] = Q. �

Teper~ pust~ n ≤ q^′ ≤ q. Vvidu lemmy 3,

ρ(δ) = δ_0q = cδ_0c^{−1}

dlØ nekotorogo c ∈ C_u. Sledovatel~no, v nekotorom bazise operatory ρ(u), ρ(δ) ime¸t formu (∗). Pri fftom uslovie n ≤ q^′ obespeqivaet odnoinvariantnost~ gruppy ρ(G).

Dokaßem teper~, qto pri n > q^′ nerazloßimogo odnoivariantnogo predstavleniØ ne suwestvuet. Predpoloßim, qto takoe

230 N. N. KUXPEL^ predstavlenie suwestvuet. Iz dokazatel~stva lemmy 2 (postroenie bazisa e^′_1, . . . , e^′_n) sleduet, qto v nekotorom bazise ρ(u) – ffto ßordanov blok, a ρ(δ) – verhnØØ treugol~naØ matrica. Iz sootnoxeniØ ρ(δ)ρ(u)ρ(δ^{−1}) = ρ(u^k) sleduet, qto diagonal~nye fflementy matricy ρ(δ), vypisannye snizu vverh, – ffto 1, k, k^2, . . . , k^{n−1}. No pri n > q^′ sredi fftih sobstvennyh znaqeniæ ne vse budut pervoobraznymi kornØmi stepeni q iz edinicy, a znaqit, dlØ nekotorogo d < q operator ρ(δ^d) budet imet~ bolee odnogo ediniqnogo sobstvennogo znaqeniØ, qto protivoreqit odnoinvariantnosti gruppy ρ(G). �

Sluqaæ II

Pust~ K – pole, V – koneqnomernoe lineænoe prostranstvo nad polem K i pust~ G ≤ GL(V ).

Pust~ dalee I_G – ideal gruppovogo kol~ca Z[G], poroßdœnnyæ fflementami g − 1, gde g ∈ G. Poloßim V_0 = {v ∈ V | I_G v = 0}, V_1 = {v ∈ V | I_G v ⊂ V_0}, . . . , V_{i+1} = {v ∈ V | I_G v ⊂ V_i}, . . . . Dalee oboznaqim l_{IG} (V ) = min{n ∈ N | V_n = V } i nazovœm ffto qislo I_G-dlinoæ G-modulØ V .

Teorema 2. Pust~ K – pole harakteristiki p; G = ⟨σ, τ ⟩, gde

σ^p = τ^p = 1, στ = τ σ; V – nerazloßimyæ odnoinvariantnyæ Gmodul~ I_G-dliny 1. Pust~ korazmernost~ V^G v V ravna k. Togda razmernost~ V ravna libo 2k + 1, libo 2k. Bolee togo, dlØ l¸bogo m = 2k + 1 suwestvuet edinstvennyæ takoæ K[G]-modul~. DlØ l¸bogo m = 2k suwestvuet takoæ K[G]-modul~, pri fftom, esli K – beskoneqnoe pole, to qislo neizomorfnyh nerazloßimyh K[G]- moduleæ beskoneqno.

Dokazatel~stvo. Pust~ Γ ≤ GL(W ) – lineænaØ gruppa, gde W

– odnoinvariantnyæ Γ-modul~ I_G-dliny 1 nad polem K. Togda v prostranstve W suwestvuet bazis takoæ, qto vse fflementy grup-

O KONEQNYH ODNOINVARIANTNYH GRUPPAH 231

py Γ predstavleny matricami vida

γ =

1 0 0 · · · 0 a_{1 k+1} · · · a_{1 m} 0 1 0 · · · 0 a_{2 k+1} · · · a_{2 m} · · · 0 0 0 · · · 1 a_{k k+1} · · · a_{k m} 0 0 0 · · · 0 1 · · · 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 · · · 1

, (1)

gde m = dim W , m − k = dim W^Γ. Bolee togo, esli oboznaqit~ A(γ) ∈ M_{k×(m−k)}(K) matricu v verhnem pravom uglu (1), to

rank A(γ) = k (2)

dlØ vseh γ ∈ Γ, γ ≠ 1 i

A(γ_1γ_2) = A(γ_1) + A(γ_2)

dlØ l¸byh γ_1, γ_2 ∈ Γ. �

Lemma 4. Pust~ S = B | X − − − | − − − 0 | C ∈ GL_m(K), gde B ∈ GL_k(K), C ∈ GL_{(m−k)×(m−k)}(K), X ∈ M_{k×(m−k)}(K). Togda A(SγS^{−1} ) = BA(γ)C^{−1}. Dokazatel~stvo. Oqevidno imeem SγS�1_=

0
@^B j^X

� � � j � � �

0 j C

1
A

 0
 @^E j^A

� � � j � � � 0 j E

1
A

 0
 @^{B�1} j �^{B�1XC�1}

� � � j � � � 0 j C�^1

                                  1
                                  A =

0
@^B j^{X + BA}

� � � j � � �

0 j C

1
A

 0
 @^{B�1} j �^{B�1XC�1}

� � � j � � � 0 j C�^1

1
A =

  0
  @^E j^{BAC�1}

� � � j � � � 0 j E

1
A .

� Pust~ gruppa Δ = GL_n(K)×GL_{n+s}(K) deæstvuet na M_{n×(n+s)}(K) sledu¸wim obrazom:

(B, C)M^{def}= BM C^{−1},

232 N. N. KUXPEL^ gde B ∈ GL_n(K), C ∈ GL_{n+s}(K), M ∈ M_{n×(n+s)}(K). Pust~ E_n – ediniqnaØ matrica v GL_n(K) i 0_{n×s} ∈ M_{n×s}(K) – nulevaØ matrica. Poloßim M_1 = ( E_n | 0_{n×s} ) . Pust~ G_1 ≤ Δ – stabilizator M_1.

Lemma 5. G1 – mnoßestvo par (A, B), gde A ∈ GLn(K), pri fftom B = A | 0_{n×s} − − − | − − − Y | D ∈ GL_{n+s}(K), (3)

gde Y ∈ M_{s×n}(K), D ∈ GL_s(K).

Dokazatel~stvo. Deæstvitel~no, pust~ (A, B) ∈ Δ, A ∈ GLn(K),

B ∈ GL_{n+s}(K). Znaqit, (A, B) ∈ G_1 togda i tol~ko togda, kogda AM_1B^{−1} = M_1. Poluqaem

AM_1B^{−1} = ( A | 0_{n×s} ) B^{−1} = ( E_n | 0_{n×s} ) . Sledovatel~no, matrica B dolßna imet~ vid (3). � Dalee, pust~ L_1, L_2 ∈ M_{n×(n+s)}(K) – matricy takie, qto

rank L_1 = rank L_2 = n. (4)

Lemma 6. Predpoloßim s ≤ n. Togda suwestvu¸t A ∈ GLn(K),

B ∈ GL_{n+s}(K) takie, qto AL_1B^{−1} = M_1 i vypolneno odno iz dvuh

AL_2B^{−1} = ( T | 0_{n×1} ) , T ∈ M_{n×(n+s−1)}(K), (5) ili AL_2B^{−1} = T | 0_{(n−s)×s} −− −− 0_{s×n} | E_s , T ∈ M_{(n−s)×n}(K), rank T = n − s. (6)

Dokazatel~stvo. Moßno sqitat~, qto L1 = M1, a B imeet vid

(3) po lemme 5. Predpoloßim, qto poslednie s stolbcov L_2 lineæno zavisimy, togda s pomow~¸ preobrazovaniØ L_2 → AL_2B^{−1} moßno poluqit~ vid (5). Znaqit, moßno sqitat~, qto poslednie s stolbcov L_2 lineæno nezavisimy. Predstavim

L_2 = (~ L | L^′ ) , ~L ∈ M_n(K), L^′ ∈ M_{n×s}(K).

O KONEQNYH ODNOINVARIANTNYH GRUPPAH 233 Poloßim v forme (3) Y = 0_{s×n}, D = E_s, togda

AL_2B^{−1} = ( A~LA^{−1} | AL^′ ) . Poskol~ku rank L^′ = s, naædœtsØ matrica A takaØ, qto AL^′ = ( 0_{(n−s)×s} E_s ) . Pri takom preobrazovanii my poluqaem L_1 = M_1,

AL_2B^{−1} = T | 0_{(n−s)×s} −− −− Z | E_s . Dalee, pribavlØØ k pervym n stolbcam L_2 podhodØwie kratnye poslednih s stolbcov, my privedem L_2 k vidu T | 0_{(n−s)×s} −− −− 0_{s×n} | E_s , T ∈ M_{(n−s)×n}(K), rank T = n − s. Zametim, qto L_1 = M_1 pri fftom ne izmenitsØ. �

Lemma 7. Pust~ s ≤ n, L1 = M1 i

L_2 = T | 0_{(n−s)×s} −− −− 0_{s×n} | E_s , T ∈ M_{(n−s)×n}(K), rank T = n − s. Dalee, pust~ A = A_1 | 0_{(n−s)×s} −− −− C | D , gde A_1 ∈ GL_{n−s}(K), C ∈ M_{s×(n−s)}(K), D ∈ GL_s(K), a B = A | 0_{n×s} − − − | − − − CT | D .

Togda AL_1B^{−1} = L_1 i

AL_2B^{−1} = A_1T A^{−1} | 0_{(n−s)×s} −− −− 0_{s×n} | E_s .

234 N. N. KUXPEL^

Dokazatel~stvo. Ravenstvo AL1B^{−1} = L1 sleduet iz lemmy 5,

tak kak matrica B imeet vid (3). Pri fftom,

AL_2B^{−1} = A_1T | 0_{(n−s)×s} −− −− CT | D A^{−1} | 0_{n×s} − − − | − − − −D^{−1}CT A^{−1} | D^{−1} =

= A_1T A^{−1} | 0_{(n−s)×s} −− −− 0_{s×n} | E_s . � Lemma 8. Pust~ n − s ≤ s < n. Togda naædutsØ A ∈ GLn(K),

B ∈ GL_{n+s}(K) takie, qto AL_1B = M_1 i AL_2B^{−1} imeet vid (5), libo

AL_2B^{−1} = T^′ | 0_{(n−s)×1} | 0_{(n−s)×s} −− −− −− 0_{s×(n−1)} | 0_{s×1} | E_s , gde T^′ ∈ M_{(n−s)×(n−1)}(K), (7)

ili n = 2s i

AL_2B^{−1} = 0_{s×s} | E_s | 0_{s×s} −− −− −− 0_{s×s} | 0_{s×s} | E_s . (8)

Dokazatel~stvo. Moßno sqitat~ po lemme 6, qto L1 = M1 i

L_2 imeet vid (6). Po lemme 7 moßno vmesto T rassmatrivat~ A_1T A^{−1}. Zametim, qto pri n − s < s poslednie s stolbcov matricy T lineæno zavisimy. Rassmotrim fftot sluqaæ. Poloßim A_1 = E_{n−s}, C = 0. Togda, esli T = ( T_1 | T_2 ) , T_1 ∈ M_{n−s}(K), T_2 ∈ M_{(n−s)×s}(K), to my poluqaem A_1T A^{−1} = ( T_1 | T_2D^{−1} ) . (9)

S pomow~¸ matricy D^{−1} moßno poluqit~, qto posledniæ stolbec matricy T_2 (a znaqit i T ) budet nulevym, takim obrazom poluqili vid (7) dlØ L_2.

O KONEQNYH ODNOINVARIANTNYH GRUPPAH 235 Rassmotrim sluqaæ n − s = s i poslednie s stolbcov lineæno nezavisimy. Togda T_2 ∈ GL_s(K) i, sledovatel~no suwestvuet D^{−1} takaØ, qto T_2D^{−1} = E_s. To est~ moßno sqitat~, qto T = ( T_1 | E_s ) , T_1 ∈ M_s(K). Dalee, poloßim A_1 = E_s, D = E_s, C = T_1 (gde A_1, D, C iz lemmy 7). Teper~

A_1T A^{−1} = ( T_1 | E_s ) E_s | 0_{s×s} −− −− −T_1 | E_s = ( 0_{s×s} | E_s )

i, takim obrazom, poluqaem vid (8). �

Lemma 9. Pust~ s ≥ n. Togda suwestvu¸t A ∈ GLn(K), B ∈

GL_{n+s}(K) takie, qto AL_1B = M_1 a takße AL_2B^{−1} imeet vid (5) ili AL_2B^{−1} = ( 0_{n×s} | E_n ) . Dokazatel~stvo. Moßno sqitat~, qto L1 = M1, A = En, a blok

Y matricy B v forme (3) – nulevoæ. Togda, esli L^′_2 – matrica, sostoØwaØ iz s poslednih stolbcov matricy L_2, to matrica iz s poslednih stolbcov matricy AL_2B^{−1} ravna L^′_2D^{−1}. Esli stolbcy L^′_2 lineæno zavisimy, to, oqevidno, moßno poluqit~ posledniæ nulevoæ stolbec u L^′_2D^{−1}, a esli lineæno nezavisimy (ffto vozmoßno tol~ko pri n = s), to pri podhodØwem D matrica L^′_2D^{−1} – ediniqnaØ. Teper~ sootvetstvu¸wie preobrazovaniØ so stolbcami dadut trebuemyæ rezul~tat. �

Lemma 10. Pust~ 1 ≤ s < n. Togda naædutsØ A ∈ GLn(K), B ∈

GL_{n+s}(K) takie, qto AL_1B = M_1 i

AL_2B^{−1} = T | 0_{r×1} | 0_{r×(n−r)} −− −− −− 0_{(n−r)×(r+s−1)} | 0_{(n−r)×1} | E_{n−r} , (10) gde T ∈ M_{r×(r+s−1)}(K), n = qs + r dlØ nekotorogo q ∈ N ∪ {0}, 0 ≤ r ≤ n. Dokazatel~stvo. Esli v lemme 8 my imeli (5), to lemma 10

vypolenena pri r = n. Pust~ my imeli (6).

Esli n − s 6 s, to naxe utverßdenie sleduet iz lemmy 8. Predpoloßim n − s ≥ s. Dokaßem naxe utverßdenie indukcieæ

236 N. N. KUXPEL^ po l = n − s − s naqinaØ s l = 0. Pri l = 0 utverßdenie sleduet iz lemmy 8. Teper~ pust~ naxe utverßdenie vypolneno dlØ vseh par (n, s), takih, qto 0 ≤ n − 2s < l i rassmotrim paru (n, s), gde n − 2s = l. Moßno predpoloßit~, qto L_1 = M_1 i L_2 imeet vid (6), gde T ∈ M_{(n−s)×n}(K). Teper~ poloßim n_1 = n − s, s_1 = s. Esli s_1 ≥ n_1 to my moßem poluqit~ naxe utverßdenie iz lemm 9 i 7. Esli s_1 ≤ n_1, togda my imeem n_1 − 2s_1 < l, primenim predpoloßenie indukcii i lemmu 7, esli n_1 −2s_1 ≥ 0, ili lemmy 7, 8, esli n_1 − s_1 < s_1. �

Perehodim k dokazatel~stvu teoremy. Pust~ V – nerazloßimyæ K[G]-modul~, dim V = m, poloßim dim V^G = m − k.

Pokaßem, qto m ≤ 2k + 1. Pust~ m > 2k + 1. Poloßim n := k, s := m − 2k. Togda po (1) i lemmam 4, 9, 10 imeem

σ = E_n | L_σ −− −− 0_{(m−n)×n} | E_{m−n} , τ = E_n | L_τ −− −− 0_{(m−n)×n} | E_{m−n} , (11) gde L_σ = ( E_n | 0_{n×s} ) , L_τ = T | 0_{r×1} | 0_{r×(n−r)} −− −− −− 0_{(n−r)×(r+s−1)} | 0_{(n−r)×1} | E_{n−r} , (12)

gde T ∈ M_{r×(r+s−1)}(K). Pust~ teper~ e_1, . . . , e_n, f_1, . . . f_{m−n} — bazis prostranstva V , v kotorom σ, τ ime¸t vid (11). Poloßim B1 = {er+is, fr+js | i, j ∈ N}, B2 = {ea, fb | ea, fb /∈ B1}. Zametim, qto r < n. Deæstvitel~no, esli n = r, to V = ⟨e_1, . . . , e_n, f_1, . . . , f_{m−n−1}⟩ ⊕ ⟨f_{m−n}⟩ – razloßenie K[G]-modulØ V . Takim obrazom, B_1 ≠ ∅.

Pust~ e_a ∈ B_1. Togda a = r + is, i ∈ N i σ(e_{r+is}) = e_{r+is} + f_{r+is} ∈ ⟨B_1⟩, τ (e_{r+is}) = e_{r+is} + f_{r+(i+1)s} ∈ ⟨B_1⟩.

(13)

(sleduet iz (11) i (12)).

O KONEQNYH ODNOINVARIANTNYH GRUPPAH 237 Pust~ teper~ e_a /∈ B_1 i a ≤ r. Togda

σ(e_a) = e_a + f_a ∈ ⟨B_2⟩,

τ (e_a) = e_a + ∑ l<r+s k_lf_l ∈ ⟨B_2⟩, gde k_l ∈ K. (14)

Pust~ a > r. Tak kak a ≠ r + is ni dlØ kakogo i ∈ N, poluqaem a + s ≠ r + js pri vseh j ∈ N. Takim obrazom,

σ(e_a) = e_a + f_a ∈ ⟨B_2⟩, τ (e_a) = e_a + f_{a+s} ∈ ⟨B_2⟩. (15)

Zametim, qto s > 1, tak kak m > 2k + 1 po predpoloßeni¸. Poluqaem B_2 ≠ ∅. Poloßim V_1 = ⟨B_1⟩, V_2 = ⟨B_2⟩. Togda iz (13)–(15) poluqaem razloßenie V = V_1 ⊕ V_2 dlØ K[G]-modulØ V , kotoroe protivoreqit predpoloßeni¸ o nerazloßimosti V .

Pust~ teper~ m = 2k + 1 i my rassmarivaem vid (11) i (12). Esli r > 0, togda B_1 = {e_a, f_b | a, b ≤ r}, B_2 = {e_a, f_b | a, b > r} ≠ ∅ i imeem razloßenie K[G]-modulØ V analogiqnoe privœdennomu vyxe. Sledovatel~no, r = 0 i v sootvetstvu¸wem bazise σ, τ ime¸t vid (11), gde

L_σ = ( E_n | 0_{n×1} ) , L_τ = ( 0_{n×1} | E_n ) . �to v toqnosti primer nerazloßimogo p×p-modulØ, privedennyæ v [1, str. 397–398].

Pust~ teper~ m = 2k.

Predpoloßim, qto K[G]-modul~ V razloßim. Togda v sootvetstvu¸wem bazise poluqaem vid (11), pri fftom

L_σ = L_{1σ} | 0_{r×(k−r)} −− −− 0_{(k−r)×r} | L_{2σ} ,

L_τ = L_{1τ} | 0_{r×(k−r)} −− −− 0_{(k−r)×r} | L_{2τ} , (16)

gde L_{1σ}, L_{1τ} ∈ GL_r(K), a L_{2σ} , L_{2τ} ∈ GL_{k−r}(K) dlØ nekotorogo 0 < r < k. Zametim takße, qto v sootvetstvu¸wem bazise moßno poluqit~ L_{1σ} = E_r, L_{2σ} = E_{k−r}. Takim obrazom, esli V – razloßim, to v nekotorom bazise L_σ = E_k i L_τ imeet vid (16).

Pust~ teper~ σ, τ ime¸t vid (11) i pri fftom L_σ = E_k. Togda, dlØ togo qtoby pri nekotoroæ smene bazisa L_σ ne izmenilas~, a

238 N. N. KUXPEL^

L_τ imela vid (16) neobhodimo i dostatoqno, qtoby suwestvovala takaØ matrica A ∈ GL_k(K), qto AL_τ A^{−1} imeet vid (16). �to sleduet iz lemm 4 i 5. Pofftomu, esli σ = E_k | E_k −− −− 0_{k×k} | E_k , τ = E_k | L_τ −− −− 0_{k×k} | E_k (17)

togda

V – razloßimyæ K[G]-modul~ ⇔ AL_τ A^{−1} = = L_{1τ} | 0_{r×(k−r)} −− −− 0_{(k−r)×r} | L_{2τ} (18)

dlØ nekotoroæ A ∈ GL_k(K), L_{1τ} ∈ GL_r(K), L_{2τ} ∈ GL_{k−r}(K), 0 < r < k. Pust~ teper~ K ≠ F_p , a α ∈ K \ F_p . V sluqae, esli v forme (17) L_τ = αJ_k, gde J_k – ßordanov blok, nam ne poluqit~ vid (18), i pofftomu V – nerazloßimyæ K[G]-modul~. Pri fftom on odnoinvariantnyæ, tak kak rank(sαJ_k + tE_k) = k pri vseh s, t ∈

Fp takih, qto s ≠ 0 ili t ≠ 0. V qastnosti, takim sposobom

moßno poluqit~ beskoneqnoe qislo neizomorfnyh moduleæ, esli K ØvlØetsØ beskoneqnym polem.

Pust~ teper~ K = F_p i pust~ L/F_p – rasxirenie stepeni k. Togda suwestvuet fflement ϵ ∈ L, takoæ, qto minimal~nyæ mnogoqlen ϵ nad polem F_p neprivodim i imeet stepen~ n. Pust~ Y_ϵ ∈ GL_n(K) – matrica, kotoraØ sootvetstvuet umnoßeni¸ v L na ϵ (v kakom-nibud~ bazise). Togda dlØ vseh S ∈ GL_n(F_p ) matrica SY_ϵS^{−1} ne moßet imet~ vid (16) (tak kak harakteristiqeskiæ mnogoqlen Y_ϵ, kotoryæ raven minimal~nomu mnogoqlenu ϵ, byl by privodim). My poloßim L_τ = Y_ϵ. Oqevidno, rank(sL_τ + tE_k) = k pri vseh s, t ∈ F_p takih, qto s ≠ 0 ili t ≠ 0, a sledovatel~no, G = ⟨σ, τ ⟩ – odnoinvariantnaØ nerazloßimaØ gruppa. �

Literatura

1. Q. Kffrtis, I. Raæner, TeoriØ predstavleniæ koneqnyh grupp i associa-

tivnyh algebr. M. (1969).

2. R. Guralnick, R. Wiegand, Galois groups and the multiplicative structure of field extensions. — Trans. Amer. Math. Soc. 331 (1992), No. 2, 563–584.

O KONEQNYH ODNOINVARIANTNYH GRUPPAH 239

3. P. Fleischmann, W. Lempken, P. H. Tiep, The p-intersection subgroups in quasi-simple and almost simple finite groups. — J. Algebra 207 (1998), No. 1, 1–42.

4. P. Fleischmann, W. Lempken, P. H. Tiep, The primitive p-Frobenius groups. — Proc. Amer. Math. Soc. 126 (1998), No. 5, 1337–1343.

5. T. Springer, Linear Algebraic Groups. 2nd ed. Progress in Mathematics 9, Boston (1998).

6. Dß. Vol~f, Prostranstvo postoØnnoæ krivizny. Nauka, M. (1982).

7. N. Gordeev, N. Kushpel, On same-invariant linear groups. — Zap. nauqn.

semin. POMI 289 (2002), 134–148.

8. F. Gantmaher, TeoriØ matric. Nauka, Moskva (1967).

Kushpel N. N. On same-invariant linear groups.

A linear group G ≤ GL(V ) is called same-invariant if the subspaces of linear invariants V^g are the same for all g ∈ G, g ≠ 1. In this paper, we consider finite same-invariant linear groups over a field of characteristic p which have order p^2 or pq, (p, q) = 1.

Postupilo 25 dekabrØ 2003 g. Rossiæskiæ gosudarstvennyæ pedagogiqeskiæ universitet im. A. I. Gercena

E-mail: kushpel@mail.ru