Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 321, 2005 g.

K. ı. Lavrov

PODGRUPPY ORTOGONAL^NYH GRUPP QETNOGO POR˚DKA NAD LOKAL^NYM POLEM

1. Vvedenie

Pust~ R – kol~co diskretnogo normirovaniØ v, R^∗ – ego mul~- tiplikativnaØ gruppa, K – pole qastnyh i p – edinstvennyæ maksimal~nyæ ideal R. V nastoØweæ rabote rassmatrivaetsØ opisanie podgrupp ortogonal~noæ gruppy G = SO(n, K) qetnoæ stepeni n = 2l nad K, soderßawih maksimal~nyæ raswepimyæ tor T = T (2l, R).

V rabote [1] poluqeno opisanie podgrupp v polnoæ lineænoæ gruppe G_K = GL(n, K) stepeni n nad polem K, |K| > 7, soderßawih gruppu D_K = D(n, K) diagonal~nyh matric. Pozdnee ffto opisanie bylo rasprostraneno na sluqaæ proizvol~nogo (ne obØzatel~no daße kommutativnogo) polulokal~nogo kol~ca [3, 6]. Analogiqnyæ vopros dlØ special~noæ lineænoæ gruppy okazalsØ znaqitel~no bolee trudnym i byl rexen dlØ sluqaØ polØ v rabote [8], dlØ sluqaØ kol~ca diskretnogo normirovaniØ v rabote [15] i, nakonec, dlØ sluqaØ polulokal~nogo kol~ca v rabote [9]. Krome togo, v rabote [10] byl poluqen rezul~tat dlØ ortogonal~nyh grupp, shoßiæ s rezul~tatom nastoØweæ raboty – opisanie podgrupp v SO(n, R) i GO(n, R), soderßawih maksimal~nyæ raswepimyæ tor T = T (n, R) v sluqae, kogda R – polulokal~noe kol~co ili pole. DannaØ rabota prodolßaet raboty [10, 13] i kak v tehniqeskom, tak i v ideænom otnoxenii tesno svØzana s rabotami [1, 3, 8, 9, 12, 13, 15].

Zametim, qto rezul~tat nastoØweæ raboty perenosit na ortogonal~nye gruppy takße neskol~ko izvestnyh ciklov rabot, v qastnosti, poluqennoe N. Ivahori, H. Macumoto, F. Br¸a i ȷ. Titsom opisanie parahoriqeskih podgrupp. Bolee podrobnyæ obzor rezul~tatov po raspoloßeni¸ podgrupp v lineænyh (klassiqeskih) gruppah moßno naæti naprimer v rabote N. A. Vavilova [11], gde takße ime¸tsØ podrobnye ssylki na predyduwie obzory A. E. Zalesskogo, O. H. Kinga, A. S. Kondrat~eva 240

PODGRUPPY ORTOGONAL^NYH GRUPP 241

i Li Xang Qßi.

2. Predvaritel~nye svedeniØ

DlØ matricy a ∈ G qerez a_{ij} oboznaqaetsØ ee fflement na meste (i, j). Takim obrazom a = (a_{ij}). Qerez a^{−1} = (a^′_{ij} ) oboznaqaetsØ obratnaØ k a matrica i ee fflementy. Nam budet udobno zanumerovat~ stroki i stolbcy matric iz G sledu¸wim obrazom: 1,

. . . , l, −l, . . . , −1. V dal~neæxem my budem vsegda predpolagat~,

qto 2 ∈ R^∗. �to, kak i vo vseh predyduwih rabotah, ne ØvlØetsØ neobhodimym, tak kak rezul~taty, analogiqnye rezul~tatam nastoØweæ raboty, mogut byt~ poluqeny bez ukazannogo predpoloßeniØ, no v takom sluqae dokazatel~stva stali by znaqitel~no sloßnee.

Pust~ f = (f_{ij} ) – matrica porØdka n = 2l, opredelennaØ ravenstvami f_{ij} = δ_{i,−j} . To est~ na poboqnoæ diagonali stoØt edinicy, a na vseh ostal~nyh mestah – nuli. Ortogonal~naØ gruppa qetnogo porØdka SO(2l, K) – ffto gruppa vseh matric iz SL(2l, K), sohranØ¸wih kvadratiqnu¸ formu x_1x_{−1}+. . .+x_lx_{−l}. Inymi slovami, SO(2l, K) sostoit ih teh a ∈ SL(2l, K), dlØ kotoryh afa^t = f (zdes~ a^t – transponirovannaØ matrica).

Kak obyqno, e – ediniqnaØ matrica, e_{ij} – standartnaØ matriqnaØ edinica, to est~ matrica, u kotoroæ na meste (i, j) stoit edinica, a na vseh ostal~nyh mestah – nuli. DlØ ε ∈ R^∗ i

i ≠ j poloßim d_{ij}(ε) = e + (ε − 1)e_{ii} + (ε^{−1} − 1)e_{jj}. Togda gruppa T = T (n, R) poroßdaetsØ matricami D_i(ε) = d_{i,−i}(ε) dlØ 1 6 i 6 l, ε ∈ R^∗. Kak i v predyduwih rabotah [10, 13], dlØ formulirovki osnovnogo rezul~tata my budem pol~zovat~sØ ponØtiem seti idealov kol~ca, vpervye vvedennogo Z. I. Boreviqem v [1]. Sqitaem nußnym napomnit~ opredelenie.

Opredelenie 1. Tablica σ = (cij), 1 6 i, j 6 n, sostavlennaØ iz

idealov σ_{ij} kol~ca R, nazyvaetsØ set~¸ idealov v R porØdka n, esli σ_{ir}σ_{rj} ⊆ σ_{ij} dlØ vseh i, j, r. Set~ idealov nazyvaetsØ D-set~¸, esli, krome fftogo, σ_{ii} = R pri vseh i.

V sluqae lokal~nogo kol~ca i ego polØ qastnyh vmesto idealov rassmatriva¸t R-podmoduli polØ K, otliqnye ot nulØ i K, ime¸wie vid p^m, gde m ∈ Z, oni nazyva¸tsØ drobnymi idealami. Kak i v rabotah [12, 13, 14], nam budet udobno otstupit~

242 K. ı. LAVROV

ot tradicionnogo slovoupotrebleniØ i nazyvat~ drobnymi idealami takße nul~ i K. Pri fftom my sqitaem, qto 0 = p^∞, a

K = p^{−∞}, i, esli poloßit~ dopolnitel~no −∞ + ∞ = ∞, to dlØ

vseh −∞ 6 l, m 6 ∞ spravedlivo ravenstvo p^lp^m = p^{l+m} . Krome fftogo dlØ izuqaemoæ zadaqi, kak i v [13], neobhodimo ispol~zovat~ ne D-seti, a ih obobwenie – V -seti, vpervye vvedennye v [14].

Opredelenie 2. Tablica σ = (σij ) = (p^{mij} ), gde 1 6 i, j 6 n,

nazyvaetsØ set~¸ drobnyh idealov v K porØdka n, esli dlØ vseh

1 6 i, j, r 6 n vypolneno uslovie σirσrj ⊆ σij ili, inymi slovami,

m_{ir} + m_{rj} > m_{ij} . Set~ σ = (σ_{ij} ) drobnyh idealov v K porØdka n nazyvaetsØ V -set~¸, esli dlØ vseh i diagonal~nyæ ideal σ_{ii} raven libo R, libo K, priqem σ_{ii} = K v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda naædetsØ takoæ indeks j ≠ i, qto σ_{ij} = σ_{ji} = K.

Set~ nazyvaetsØ simplektiqeskoæ, esli σ_{ij} = σ_{−j,−i}, dlØ vseh i, j, i ortogonal~noæ esli, krome togo, σ_{i,−i} = P σ_{ij}σ_{j,−i}, 1 6

j 6 l, j ≠ ±i, dlØ vseh i. Sledu¸wie opredeleniØ analogiqny

opredeleniØm iz rabot [1, 3, 13].

Opredelenie 3. DlØ proizvol~noæ seti σ drobnyh idealov v K

porØdka n qerez M (σ) oboznaqim sovokupnost~ matric a = (a_{ij}) iz kol~ca M (n, K) vseh matric porØdka n nad K, dlØ kotoryh a_{ij} ∈ σ_{ij} pri vseh i, j.

Iz opredeleniØ seti sleduet, qto M (σ) est~ podkol~co kol~- ca M (n, K). ˚sno, qto dlØ proizvol~noæ seti σ sovokupnost~

e + M (σ), sostoØwaØ iz matric e + a, gde a ∈ M (σ), ØvlØetsØ

mul~tiplikativnoæ sistemoæ.

Opredelenie 4. Maksimal~naØ podgruppa v polnoæ lineænoæ

gruppe GL(n, K), soderßawaØsØ v mul~tiplikativnoæ sisteme e + M (σ), nazyvaetsØ setevoæ podgruppoæ, sootvetstvu¸weæ seti σ, i oboznaqaetsØ qerez G(σ).

Ortogonal~naØ set~ σ zadaet ortogonal~nu¸ setevu¸ podgruppu Γ(σ) = G(σ) ∩ G v gruppe G = SO(n, K). Qerez N_Γ(σ), i N_Γ(σ) oboznaqim sootvetstvenno normalizatory Γ(σ) v G i

G = GO(n, K).

Osnovnym rezul~tatom nastoØweæ stat~i ØvlØetsØ sledu¸waØ teorema.

PODGRUPPY ORTOGONAL^NYH GRUPP 243

Teorema. Pust~ R – kol~co diskretnogo normirovaniØ v, R^∗ – ego

mul~tiplikativnaØ gruppa, K – pole qastnyh i p – edinstvennyæ maksimal~nyæ ideal R. Predpoloßim, qto pole vyqetov F = R/p soderßit ne menee 9 fflementov. Togda dlØ l¸boæ podgruppy H gruppy SO(2l, K), soderßaweæ maksimal~nyæ raswepimyæ tor T = T (2l, R), suwestvuet edinstvennaØ ortogonal~naØ V -set~ σ = (σ_{ij}) drobnyh idealov v K porØdka n = 2l takaØ, qto

Γ(σ) 6 H 6 N_Γ(σ).

Kak i v rabote [10], iz fftoæ teoremy srazu ße sleduet opisanie podgrupp v G, soderßawih T .

Sledstvie. V usloviØh teoremy dlØ l¸boæ podgruppy v G =

GO(2l, K), soderßaweæ T = T (2l, R), suwestvuet edinstvennaØ ortogonal~naØ V -set~ drobnyh idealov v K takaØ, qto Γ(σ) 6 H 6 N_Γ(σ).

3. Normalizator setevoæ podgruppy

Matricy iz G, vhodØwie v setevu¸ podgruppu Γ(σ), harakterizu¸tsØ dovol~no prostymi kongruffnc-usloviØmi. Vaßno imet~ analogiqnu¸ harakterizaci¸ dlØ matric iz normalizatora N_Γ(σ). V fftom paragrafe my privodim rezul~taty, da¸wie taku¸ harakterizaci¸. Vse oni soverxenno analogiqny sootvetstvu¸wim lemmam iz raboty [10], pofftomu my privodim ih bez dokazatel~stv.

PervaØ lemma, kak i v [10], – qastnyæ sluqaæ predloßeniØ 1 iz [5]. Ona garantiruet suwestvovanie seti idealov, associirovannoæ s podgruppoæ.

Lemma 3.1. Pust~ 2 ∈ R^∗, R – lokal~noe kol~co, kotoroe poro-

ßdaetsØ kak kol~co gruppoæ R^∗ svoih obratimyh fflementov, K – pole qastnyh kol~ca R. Togda dlØ l¸boæ podgruppy H v G, normalizuemoæ gruppoæ T , suwestvuet edinstvennaØ naibol~xaØ ortogonal~naØ V -set~ σ drobnyh idealov v K takaØ, qto E_Γ(σ) 6 H.

V formulirovke lemmy qerez E_Γ(σ) oboznaqena soderßawaØsØ v Γ(σ) fflementarnaØ setevaØ podgruppa, sootvetstvu¸waØ seti σ, to est~ podgruppa, poroßdennaØ vsemi soderßawimisØ v

Γ(σ) fflementarnymi ortogonal~nymi transvekciØmi – matrica-

mi vida T_{ij}(α), α ∈ σ_{ij}, i ≠ j. Napomnim, qto takie matricy pri

244 K. ı. LAVROV

qetnom n ime¸t vid T_{ij}(α) = T_{−j,−i}(−α) = e + αe_{ij} − αe_{−j,−i}, gde α ∈ K, i ≠ ±j. Set~ σ iz lemmy 3.1 takaØ, qto E_Γ(σ) 6 H, i nazyvaetsØ set~¸, associirovannoæ s podgruppoæ H. Esli dopolnitel~no T 6 H, to Γ(σ) 6 H, i budem nazyvat~ Γ(σ) setevoæ podgruppoæ, associirovannoæ s H.

Takim obrazom, nam nado dokazat~ vkl¸qenie H 6 N_Γ(σ). Sledu¸waØ lemma daet nam udobnu¸ harakterizaci¸ matric iz

N_Γ(σ), dokazatel~stvo analogiqnyh lemm est~ v [4, 10]. Zdes~

i dalee R, R^∗, K takie ße, kak i vyxe.

Lemma 3.2. Pust~ 2 ∈ R^∗ i naædetsØ takoæ θ ∈ R^∗, qto θ^2 − 1 ∈

R^∗, σ = (σ_{ij} ) i τ = (τ_{ij}) – dve ortogonal~nye seti drobnyh idealov v K. DlØ togo, qtoby dlØ matricy a = (a_{ij} ) ∈ G imela mesto formula aΓ(σ)a^{−1} = Γ(τ ), neobhodimo i dostatoqno, qtoby dlØ l¸bogo nabora indeksov i, j, r, s vypolnØlos~ vkl¸qenie a_{ir}σ_{rs}a^′_{sj} ⊆ τ_{ij} . �ti usloviØ dlØ vseh naborov indeksov i, j, r, s ffkvivalentny tem ße usloviØm dlØ teh naborov, v kotoryh r ≠ −s.

Soglasno fftoæ lemme, dlØ togo, qtoby ubedit~sØ, qto nekotoraØ matrica a = (a_{ij}) ∈ G prinadleßit N_Γ(σ), nußno proverit~ spravedlivost~ vkl¸qeniæ a_{ir}σ_{rs}a^′_{sj} ∈ σ_{ij}, dlØ vseh indeksov i, j, r, s, pri r ≠ −s, i ≠ j. Odnako, okazyvaetsØ, qto uße v sluqae polulokal~nogo kol~ca dlØ dokazatel~stva togo, qto nekotoraØ podgrupa H > T soderßitsØ v N_Γ(σ), dostatoqno proverit~ lix~, qto a_{ir}a^′_{rj} ∈ σ_{ij} dlØ vseh matric a ∈ H. V obwem sluqae ffto bylo dokazano v teoreme 4 raboty [3], dokazatel~stvo fakta, soverxenno analogiqnogo naxemu, moßno naæti v [10].

Lemma 3.3. Pust~ R – lokal~noe kol~co, 2 ∈ R^∗ i pole vyqetov R

soderßit bolee treh fflementov. Togda dlØ togo, qtoby podgruppa H, T 6 H 6 G, soderßalas~ v N_Γ(σ) dlØ nekotoroæ ortogonal~noæ V -seti σ drobnyh idealov v K, neobhodimo i dostatoqno, qtoby dlØ vseh a = (a_{ij}) ∈ H imelo mesto vkl¸qenie a_{ir}a^′_{rj} ∈ σ_{ij} pri vseh i, j, r, i ≠ ±j.

PODGRUPPY ORTOGONAL^NYH GRUPP 245

4. Izvleqenie ortogonal~nyh transvekciæ

Vse rezul~taty fftogo paragrafa ime¸t takoæ harakter. Pust~ H – podgruppa v G, soderßawaØ T . Togda, esli H soderßit matricu a, podqinennu¸ nekotorym dopolnitel~nym usloviØm (naprimer, naliqie nuleæ na fiksirovannyh mestah), to H soderßit nekotoru¸ ortogonal~nu¸ transvekci¸ T_{ij} (α), gde α skonstruirovan iz fflementov matricy a (naprimer, α = a_{ij}, ili

α = a_{ir}a^′_{rj}). Cel~ fftoæ deØtel~nosti sostoit v tom, qtoby do-

kazat~, qto v H soderßitsØ dostatoqnoe koliqestvo fflementarnyh ortogonal~nyh transvekciæ. Fiksiruem sledu¸wie oboznaqeniØ: H – vsegda podgruppa v G, soderßawaØ T , a σ – associirovannaØ s H set~. Napomnim, qto T_{ij} (α) ∈ H ffkvivalentno tomu, qto α ∈ σ_{ij}.

Sledu¸waØ lemma standartna, ee analogi, v tom qisle i bolee obwie, moßno naæti, naprimer, v rabotah [5, 10, 13, 14]. My formuliruem fftu lemmu konkretno, tak, kak ffto neobhodimo dlØ rexeniØ zadaqi, rassmatrivaemoæ v dannoæ rabote.

Lemma 4.1. Pust~ R – kol~co diskretnogo normirovaniØ, K – ego

pole qastnyh, 2 ∈ R^∗ i R poroßdaetsØ kak kol~co gruppoæ R^∗. Esli verhnØØ unitreugol~naØ matrica a = (a_{ij}) prinadleßit H, to dlØ vseh i < j imeem a_{ij} ∈ σ_{ij}.

Uslovie lemmy 4.1 verno kak i dlØ bolee obwih sluqaev kolec, naprimer, polulokal~nyh, sm. [2], tak i dlØ poleæ, krome togo, ona legko vytekaet iz rezul~tatov raboty [7]. RazumeetsØ, ffta lemma primenima i ko vsem matricam, soprØßennym s verhnimi unitreugol~nymi pri pomowi sootvetstvu¸wih matric perestanovok.

Pri dokazatel~stve sledu¸wih lemm my budem ispol~zovat~ to, qto dlØ ortogonal~noæ matricy a = (a_{ij}) qetnogo porØka i obratnoæ k neæ a^{−1} = (a^′_{ij}) verny sootnoxeniØ ortogonal~nosti: a^′_{ij} = a_{−j,−i}. Lemma 4.2. Pust~ v usloviØh lemmy 4.1 dlØ nekotoroæ matricy

a = (a_{ij}) ∈ H pri fiksirovannom r dlØ vseh i ≠ r spravedlivy ravenstva a_{ri} = 0. Togda a_{ir}a^′_{rr} ∈ σ_{ir} dlØ vseh i ≠ r.

Dokazatel~stvo. Oqevidno, qto dlØ fflementov obratnoæ matri-

cy a^{−1} takße imeem a^′_{ri} = 0 dlØ vseh i ≠ r. Iz usloviæ ortogonal~nosti matricy a sleduet, qto a_{i,−r} = 0 dlØ vseh i ≠ r. Po-

246 K. ı. LAVROV

loßim b = aD_r(ε)a^{−1}, gde ε ∈ R^∗, takoæ, qto ε − 1 ∈ R^∗. Togda

b_{ij} = a_{ir}(ε − 1)a^′_{rj} + a_{i,−r}(ε^{−1} − 1)a^′_{−r,j} = 0 pri i ≠ r. Takim obrazom,

nenulevye fflementy v matrice b ime¸tsØ tol~ko v r-m stolbce, i, sledovatel~no, ee moßno predstavit~ kak proizvedenie ortogonal~nyh transvekciæ b = Q T_{ir}((ε − 1)a_{ir}a^′_{rj}), gde proizvedenie beretsØ po vsem i ≠ ±r. Teper~ my moßem primenit~ k b lemmu 4.1, vospol~zovavxis~ obratimost~¸ ε − 1, poluqit~ trebuemye vkl¸qeniØ. �

Sledu¸waØ lemma ØvlØetsØ analogom lemmy 8 iz raboty [10], no pri ee dokazatel~stve, kak i v rabote [12], my budem suwestvenno ispol~zovat~ to, qto R ØvlØetsØ kol~com diskretnogo normirovaniØ.

Napomnim svoæstva diskretnyh normirovaniæ, kotorymi budem pol~zovat~sØ pri dokazatel~stve. Esli v – diskretnoe normirovanie, to:

v(1) = v(−1) = 0, v(−x) = v(x),

esli v(x) ≠ v(y), to v(x + y) = min(v(x), v(y)).

Itak, osnovnaØ lemma ob izvleqenii transvekciæ formuliruetsØ tak.

Lemma 4.3. Pust~ v usloviØh lemmy 4.1 pole vyqetov kol~ca R

soderßit ne menee 9 fflementov. Esli v matrice a = (a_{ij} ) ∈ H pri fiksirovannyh r i q vypolneno ravenstvo a_{q,−r} = a_{−q,r} = 0, to dlØ l¸bogo i a_{ir}a^′_{rq} ∈ σ_{iq}.

Dokazatel~stvo. Voz~mem θ ∈ R^∗, takoe, qto 1 + θ ∈ R^∗, i ras-

smotrim matricu b(θ) = aD_r(1 + θ)a^{−1}. Togda fflement matricy b, stoØwiæ na meste (i, j), raven: b(θ)_{ij} = δ_{ij} + a_{ir}θa^′_{rj} + a_{i,−r}θ̄a^′_{−r,j}, gde θ̄ = −θ(θ + 1)^{−1}. Takim obrazom, b(θ)_{qj} = δ_{qj} + a_{qr} θa^′_{rj} . V qastnosti, b(θ)_{q,−q} = 0 dlØ vseh θ. �to znaqit, qto q-e stroki matric

b(θ) i b(η) (gde η – drugoæ takoæ fflement, qto η(η + 1) ∈ R^∗)

proporcional~ny za iskl¸qeniem diagonal~nyh fflementov. Poloßim teper~ c = b(θ)D_q (ε)b(η)^{−1}, gde ε = θη^{−1}(1 + ηx)(1 + θx)^{−1},

x = a_{qr} a^′_{rq} – kofffficient, na kotoryæ nußno podpravit~ q-æ dia-

gonal~nyæ fflement matricy b(θ), qtoby q-e stroki matric b(θ) i b(η) stali polnost~¸ proporcional~ny. Kak i v rabote [10],

PODGRUPPY ORTOGONAL^NYH GRUPP 247

neposredstvennye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto c_{qj} = 0 dlØ vseh

j ≠ q, a ffto znaqit, qto k matrice c moßno primenit~ lemmu 4.2.

Otkuda poluqaem, qto c_{iq}c^′_{qq} ∈ σ_{iq} dlØ vseh i ≠ ±q. Dal~neæxie, dovol~no dlinnye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto c_{iq} = a_{ir}a^′_{rq} λ(θ, η) + a_{i,−r}a^′_{−r,q} μ(θ, η), gde λ(θ, η) = (θ −η)(θ −η)η^{−1}(1+θx)^{−1}, a μ(θ, η) = (η −θ)(1+θ)^{−1} (1+

θx)^{−1}(1+η)^{−1}(1+ηx)^{−1}η^{−1}[η(1+η+η(1+θ)x)+θ(1+η+η(1+η)x)]; sm.

[10]. Zametim, qto v silu ortogonal~nosti a iz usloviØ sleduet, qto a^′_{−r,q} = 0, a ffto znaqit, qto c_{iq} = a_{ir}a^′_{rq} (θ − η)(θ − η) η(1 + θx) . Shodnye, qut~ bolee prostye, vyqisleniØ da¸t vyraßenie dlØ c^′_{qq} : c^′_{qq} = η θ + (θ − η)x 1 + θ . Esli teper~ fflement x ∈ R, to, uqityvaØ uslovie na kol~co, moßno vybrat~ obratimye fflementy θ i η tak, qtoby vse fflementy 1 + θ, 1 + η, θ − η, θ − η, 1 + θx, 1 + ηx, η(1 + θ) + θ(θ − η)x takße byli obratimy. A ffto znaqit, qto a_{ir}a^′_{rq} ∈ σ_{iq}.

Esli ße x /∈ R, to v(x) = −m < 0. Togda, kak i v sluqae celogo x, vyberem θ, η tak, qtoby 1 + θ, 1 + η, θ − η, θ − η byli obratimy. Sledovatel~no, v(c_{iq}c^′_{qq} ) = v(a_{iq}a^′_{rq} λ(θ, η)c^′_{qq} ) = v(a_{iq}a^′_{rq} ) − v(1 + θx) + v(c^′_{qq} ). Tak kak x /∈ R, to v(1 + θx) = v(x) = −m, pri fftom v(c^′_{qq} ) =

v(x) = −m. A ffto znaqit, qto v(a_{ir} a^′_{pq}) = v(c_{iq}c^′_{qq} ). Inymi slo-

vami, a_{ir}a^′_{rq} ∈ σ_{iq} i dlØ sluqaØ ne celogo x. Lemma dokazana.

�

5. Dokazatel~stvo teoremy

Teper~ moßem pristupat~ k dokazatel~stvu teoremy. Vspomnim, qto gruppa T = T (2l, K) diagonal~nyh matric, soderßawihsØ v G = GO(2l, K), poroßdaetsØ T i matricami vida

h(ε) = diag(ε, . . . , ε, 1, . . . , 1), gde ε povtorØetsØ l raz. Togda ma-

trica h(ε^2) lix~ na skalØrnyæ mnoßitel~ ε otliqaetsØ ot matricy D(ε) = Q D_i(ε), gde 1 6 i 6 l. Krome togo, v dokazatel~stve

248 K. ı. LAVROV

nam udobno budet dlØ matricy a ∈ G qerez Δ^{kl}_{ij} (a) oboznaqat~ ee minor a_{ik}a_{jl} − a_{il}a_{jk}. Dokazatel~stvo teoremy. Pust~ T 6 H 6 G i σ – associiro-

vannaØ s H set~. Po lemme 3.3, dostatoqno proverit~ qto dlØ l¸boæ matricy a ∈ H vypolneny vkl¸qeniØ a_{ir}a^′_{rj} ∈ σ_{ij}, i ≠ ±j.

Dokaßem vnaqale, qto dlØ l¸boæ matricy b ∈ H i l¸byh indeksov i ≠ ±j budet P b_{is}b^′_{sj} ∈ σ_{ij}, 1 6 s 6 l. Voz~mem ε ∈ R^∗ takoe, qto ε^2 − 1 ∈ R^∗, i poloßim c = bD(ε)b^{−1}. Nesloßnoe vyqislenie pokazyvaet, qto c_{j,−j} = c_{−j,j} = 0 dlØ l¸bogo j. Takim obrazom, my moßem primenit~ k matrice lemmu 4.3 i zakl¸qit~, qto c_{ij}c^′_{jj} ∈ σ_{ij}. No ε moßno vybrat~ tak, qtoby fflement c^′_{jj} byl obratim, v silu togo, qto fflement lokal~nogo kol~ca obratim, kogda obratim ego obraz v pole vyqetov, to est~ on ne leßit v maksimal~nom ideale. Qtoby obraz c^′_{jj} byl obratim v pole vyqetov, nußno, qtoby obraz ε ne byl rexeniem odnogo kvadratnogo uravneniØ, qto vmeste s predyduwimi usloviØmi zaprewaet ne bolee 5 znaqeniæ, a pole vyqetov soderßit ne menee 9 fflementov. Dal~neæxie vyqisleniØ pokazyva¸t, qto c_{ij} = (ε − ε^{−1}) P b_{is}b^′_{sj},

1 6 s 6 l.

Dokaßem teper~, qto pri vseh r i i ≠ ±j dlØ l¸boæ matricy a ∈ H spravedlivo vkl¸qenie Δ^{r,−r}_{i,−j} (a) ∈ σ_{ij}. DlØ fftogo voz~mem ξ ∈ R^∗ takoæ, qto 1 + ξ ∈ R^∗, i rassmotrim matricu

b = aD_r (1 + ξ)a^{−1}. Primeniv k neæ tol~ko qto dokazannoe vkl¸-

qenie i podstaviv v nego vyraßenie dlØ kofffficientov matricy b qerez kofffficienty matricy a: b_{ij} = δ_{ij} + a_{ir}ξa^′_{rj} + a_{i,−r}ξa^′_{−r,j}, gde ξ imeet tot ße smysl, qto i v lemme 4.3, poluqim

Δ^{r,−r}_{i,−j} (a)ξ(1 + xξ) ∈ σ_{ij}, gde x = P a^′_{js}a_{sj}, 1 6 s 6 l. Ostalos~ zame-

tit~, qto esli x ∈ R, to ξ moßno vybrat~ tak, qtoby 1 + xξ ∈ R^∗, a esli x /∈ R, to v(1 + xξ) = v(x) = −m < 0 i, sledovatel~no,

v(Δ^{r,−r}_{i,−j} (a)) = v(σ_{ij}) + m, qto i znaqit, qto Δ^{r,−r}_{i,−j} (a) ∈ σ_{ij}.

Zaverxim teper~ dokazatel~stvo vkl¸qeniæ a_{ir}a^′_{rj} ∈ σ_{ij}. Snova rassmotrim matricu b = aD_r (1 + ξ)a^{−1}. DlØ nee imeet mesto vkl¸qenie Δ^{r,−r}_{i,j} (b) ∈ σ_{ij}, ili, qto to ße samoe, a_{ir}a^′_{rj} ξ(1 + yξ) − a_{i,−r}a^′_{−r,j} ξ(1 − yξ) ∈ σ_{ij},

PODGRUPPY ORTOGONAL^NYH GRUPP 249

gde y = Δ^{r,−r}_{i,−i} (a). Analogiqnoe vkl¸qenie dlØ b^{−1} budet vyglØdet~ tak: a_{ir}a^′_{rj} ξ(1 + yξ) − a_{i,−r}a^′_{−r,j} ξ(1 − yξ) ∈ σ_{ij}. Opredelitel~ fftoæ sistemy vkl¸qeniæ raven ξ̄^2−ξ^2, i moßno vybrat~ ξ ∈ R^∗ tak, qtoby on byl obratim. Tem samym trebuemye vkl¸qeniØ, a vmeste s nimi i teorema, dokazany.

V zakl¸qenie sdelaem zameqaniØ obwego haraktera o vozmoßnostØh dal~neæxego razvitiØ fftoæ raboty.

Ne vyzyvaet somneniæ, qto analog teoremy veren i dlØ ortogonal~nyh grupp neqetnogo porØdka, on oqevidnym obrazom, kak i v rabote [10], svoditsØ k teoreme dokazannoæ, v fftoæ rabote. Avtor predpolagaet v blißaæxee vremØ provesti sootvetstvu- ¸wie vyqisleniØ.

Krome togo, ne vyzyvaet somneniæ takße vozmoßnost~ rexeniØ shoßeæ zadaqi dlØ simplektiqeskih grupp. Posle fftogo, uqityvaØ rabotu [13], moßno budet zakl¸qit~, qto standartnoe opisanie podgrupp verno dlØ vseh beskoneqnyh seriæ grupp Xevalle (v ih klassiqeskom ponimanii) nad polem qastnogo kol~ca diskretnogo normirovaniØ.

Literatura

1. Z. I. Boreviq, Opisanie podgrupp polnoæ lineænoæ gruppy, soderßawih gruppu diagonal~nyh matric. — Zap. nauqn. semin. LOMI 64 (1976), 12–29.

2. Z. I. Boreviq, O paraboliqeskih podgruppah v special~noæ lineænoæ gruppe nad polulokal~nym kol~com. — Vestn. Leningr. Un-ta No. 19 (1976), 29–34.

3. Z. I. Boreviq, N. A. Vavilov, Podgruppy polnoæ lineænoæ gruppy nad polulokal~nym kol~com, soderßawie gruppu diagonal~nyh matric. — Tr. Matem. in-ta AN SSSR 148 (1978), 43–57.

4. Z. I. Boreviq, E. V. Dybkova, L. ı. Kolotilina, O soprØßennosti setevyh podgrupp v lineænyh gruppah. — Zap. nauqn. semin. LOMI 86 (1979), 11–18.

5. N. A. Vavilov, O paraboliqeskih podgruppah grupp Xevalle nad polulokal~nym kol~com. — Zap. nauqn. semin. LOMI 75 (1978), 43–58.

6. N. A. Vavilov, O podgruppah polnoæ lineænoæ gruppy nad polulokal~nym kol~com, soderßawih gruppu diagonal~nyh matric. — Vestn. Leningr. un-ta No. 1 (1981), 10–15.

7. N. A. Vavilov, Paraboliqeskie podgruppy grupp Xevalle nad kommutativnym kol~com. — Zap. nauqn. semin. LOMI 116 (1982), 20–43.

250 K. ı. LAVROV

8. N. A. Vavilov, O podgruppah special~noæ lineænoæ gruppy, soderßaxih gruppu diagonal~nyh matric, I–IV. — Vestn. Leningr. un-ta, Ser. I, No. 22 (1985), 3–7 ; No. 2, vyp. 1 (1986), 10–15; vyp. 2 (1987), 3–8; vyp. 3 (1988), 10–15.

9. N. A. Vavilov, Subgroups of SLn over a semilocal ring. — Preprint Universität

Bielefeld, No. 111 (1998), 1–13.

10. N. A. Vavilov, O podgruppah raswepimyh ortogonal~nyh grupp. — Sib.

mat. ßurnal 24 (1988), 12–25.

11. N. A. Vavilov, Intermediate subgroups in Chevalley groups. — in: Proc. Conf.

Groups of Lie type and their Geometries (Como – 1993). Cambridge Univ. Press. 1995, p. 233–280.

12. N. A. Vavilov, I. Hamdan, O podgruppah polnoæ lineænoæ gruppy nad lokal~nym polem. — Izv. vuzov. Matematika 12 (1989), 8–15.

13. K. ı. Lavrov, Podgruppy polnoæ lineænoæ gruppy nad lokal~nym polem.

— Zap. nauqn. semin. POMI 272 (2000), 242–258.

14. I. Hamdan, Podgruppy polnoæ lineænoæ gruppy nad polem qastnyh polulokal~nogo kol~ca. — Kand. diss., Leningrad (1987).

15. I. Hamdan, O podgruppah special~noæ lineænoæ gruppy nad lokal~nym kol~com glavnyh idealov. — V kn.: Sb. nauqn. trudov. (Kol~ca i lineænye gruppy.) Kubanskiæ gos. un-t. (1988), s. 119–126.

Lavrov K. G. Subgroups of the orthogonal groups of even degree over a local field.

In this paper, we obtain the description of subgroups of orthogonal linear groups SO(2l, K) and GO(2l, K) over the field of fractions K of a local principal ideal domain R containing the maximal split tori T = T (2l, R) with entries from R. Similar result for overgroups T in case of semilocal ring and field was obtained earlier by N. Vavilov. Result of the present paper generalizes also some known results.

Postupilo 28 dekabrØ 2004 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet