Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 321, 2005 g.

A. �. Sergeev, A. V. ˚kovlev

O SPEKTRAH GALUA MNOGOQLENOV, ZAVIS˚WIH OT CELOQISLENNYH PARAMETROV

Pust~ F (x; t_1, . . ., tr) – mnogoqlen ot r + 1 peremennyh s racional~nymi kofffficientami, neprivodimyæ kak mnogoqlen nad polem Q(t_1, . . . , tr), i pust~ n – ego stepen~ kak mnogoqlena ot x. Pust~, dalee, Cn – mnoßestvo klassov soprØßennosti tranzitivnyh podgrupp simmetriqeskoæ gruppy Sn. My nazyvaem podmnoßestvo A ⊆ Cn celoqislennym spektrom Galua mnogoqlena F (x; t_1, . . . , tr), esli vypolneny usloviØ:

(1) DlØ l¸byh celyh qisel a_1, . . . , ar, takih qto mnogoqlen F (x; a_1, . . . , ar) neprivodim nad Q, klass soprØßennosti gruppy Galua (nad Q) polØ razloßeniØ mnogoqlena F (x; a_1, . . . , ar) prinadleßit A.

(2) DlØ vsØkogo klassa a soprØßennyh podgrupp gruppy Sn, prinadleßawego A, suwestvu¸t takie celye qisla a_1, . . . , ar, qto mnogoqlen F (x; a_1, . . ., ar) neprivodim nad

Q, a klass soprØßennosti gruppy Galua (nad Q) ego polØ

razloßeniØ raven a.

Zadaqa opisaniØ podmnoßestv mnoßestva Cn, kotorye mogut byt~ celoqislennymi spektrami Galua parametriqeskogo mnogoqlena F (x; t_1, . . . , tr), dostatoqno trudna uße dlØ nebol~xih n. V nastoØweæ rabote zaverxaetsØ ee rexenie dlØ n = 4, naqatoe pervym iz avtorov v [1]. Preßde, qem sformulirovat~ rezul~- tat, vvedem oboznaqeniØ dlØ klassov soprØßennyh tranzitivnyh podgrupp gruppy S_4:

S_4 – klass, sostoØwiæ iz edinstvennoæ gruppy S_4; A_4 – klass, sostoØwiæ tol~ko iz znakoperemennoæ gruppy A_4; V_4 – klass, sostoØwiæ iz edinstvennogo normal~nogo delitelØ gruppy S_4, ime¸wego porØdok 4;

D_4 – klass, sostoØwiæ iz diffdral~nyh podgrupp porØdka 8 gruppy S_4;

C_4 – klass, sostoØwiæ iz tranzitivnyh cikliqeskih podgrupp 275

276 A. �. SERGEEV, A. V. ˚KOVLEV porØdka 4 gruppy S_4.

Teorema 1. Podmnoßestva {A4, C4}, {A4, D4}, {V4, C4},

{A_4, D_4, C_4}, {A_4, V_4, C_4}, {A_4, D_4, V_4}, {A_4, D_4, V_4, C_4} mnoßestva

C_4 klassov soprØßennyh podgrupp simmetriqeskoæ gruppy S_4 ne

mogut byt~ celoqislennymi spektrami Galua ni dlØ kakih mnogoqlenov F (x; t_1, . . . , tr) ∈ Q[x; t_1, . . . , tr]. DlØ kaßdogo iz mnoßestv C_4 = {S_4, A_4, D_4, V_4, C_4}, {S_4, A_4, D_4, V_4}, {S_4, D_4, V_4, C_4}, {S_4, A_4, D_4, C_4}, {S_4, A_4, D_4}, {S_4, A_4, V_4}, {S_4, A_4, C_4}, {S_4, D_4, V_4}, {S_4, D_4, C_4}, {S_4, V_4, C_4}, {D_4, V_4, C_4}, {S_4, A_4}, {S_4, D_4}, {S_4, V_4}, {S_4, C_4}, {A_4, V_4}, {D_4, V_4}, {D_4, C_4}, {S_4}, {A_4}, {D_4}, {V_4}, {C_4} suwestvuet parametriqeskiæ mnogoqlen F (x; t_1, . . ., tr) ∈ Q[x; t_1, . . ., tr], celoqislennym spektrom Galua kotorogo ØvlØetsØ ffto mnoßestvo.

�ta teorema summiruet rezul~taty, poluqennye v [1]. Otricatel~nye rezul~taty vyteka¸t iz teoremy Gil~berta o neprivodimosti (toqnee, iz ee celoqislennogo varianta), a poloßitel~nye dokazyva¸tsØ Øvnym pred¨Øvleniem sootvetstvu¸wih mnogoqlenov. Trudnoæ qast~¸ poloßitel~nyh rezul~tatov ØvlØetsØ dokazatel~stvo togo, qto ni pri kakih specializaciØh parametrov gruppa Galua pred¨Øvlennogo parametriqeskogo mnogoqlena ne prinimaet zaprewennoe znaqenie.

I tol~ko dlØ odnogo podmnoßestva mnoßestva C_4 ostavalos~ neØsnym, moßet li ono byt~ celoqislennym spektrom parametriqeskogo mnogoqlena. Req~ idet o mnoßestve {S_4, A_4, V_4, C_4}. Vyskazyvalos~ predpoloßenie, qto mnogoqlenom s takim spektrom moßet byt~ mnogoqlen

x^4 + (2t^2 − 2t − 4)x^2 + 4(t^2 − t)x + (t^3 + 6t^2 − 6t + 1);

odnako dokazat~, qto ni pri kakom celom znaqenii t ego gruppoæ ne moßet stat~ diffdral~naØ gruppa D_4, ne poluqalos~. Nemnogo izmeniv mnogoqlen, nam udalos~ preodolet~ fftu trudnost~. Dokazatel~stvo fftogo rezul~tata i ØvlØetsØ cel~¸ nastoØweæ raboty.

Teorema 2. Celoqislennyæ spektr Galua mnogoqlena

F (x, t) = x^4 + (2t^2 − 2t − 4)x^2 + 8((t^2 − t)/2)^{102}x + (t^3 + 6t^2 − 6t + 1)

sostoit iz klassov {S_4, A_4, V_4, C_4} soprØßennyh podgrupp gruppy S_4.

O SPEKTRAH GALUA MNOGOQLENOV 277

Zameqanie. Naxa modifikaciØ sostoØla v tom, qto my zameni-

li kofffficient 8((t^2−t)/2) pri pervoæ stepeni x na 8((t^2−t)/2)^{102}. Vybor qisla 102 v kaqestve pokazatelØ stepeni v znaqitel~noæ stepeni sluqaen: vaßno, qtoby fftot pokazatel~ byl dostatoqno bol~xim, i polezno, qtoby on delilsØ na 3.

Dokazatel~stvo. Pri t = −1, 0, 1, 2 my poluqaem mnogoqleny

x^4 + 8x + 12, x^4 − 4x^2 + 1, x^4 − 4x^2 + 2, x^4 + 8x + 21,

gruppy Galua kotoryh ravny sootvetstvenno A_4, V_4, C_4, S_4 (v fftom legko ubedit~sØ, naprimer, obrativxis~ k l¸boæ komp~¸- ternoæ programme, vyqislØ¸weæ gruppy Galua mnogoqlenov). OstaetsØ pokazat~, qto pri t ≠ −1, 0, 1, 2 gruppa Galua mnogoqlena F (x, t) ne ØvlØetsØ diffdral~noæ gruppoæ. No esli gruppa Galua mnogoqlena qetvertoæ stepeni ØvlØetsØ diffdral~noæ gruppoæ, to odin iz korneæ kubiqeskoæ rezol~venty dolßen byt~ racional~nym: esli vse korni rezol~venty irracional~ny, to rezol~venta ØvlØetsØ neprivodimym nad Q mnogoqlenom, i stepen~ ee polØ razloßeniØ, kotoroe soderßitsØ v pole razloßeniØ ishodnogo mnogoqlena 4-æ stepeni, delitsØ na 3. Pofftomu nam dostatoqno dokazat~, qto pri t ≠ −1, 0, 1, 2 kubiqeskaØ rezol~- venta mnogoqlena F (x, t) ne imeet racional~nyh korneæ.

Lemma 1. Pust~ b, c, d – vewestvennye qisla. Esli |b| + |c| + 1 <

d/3, to mnogoqlen f(x) = x^3 + bx + (c − d^3) imeet edinstvennyæ vewestvennyæ koren~ α, priqem |d − α| < 1/3. Esli pri fftom d – koren~ f(x), a 3b – celoe qislo, to b = 0.

Dokazatel~stvo. V predpoloßeniØh lemmy d > 1, |b|, |c| < d/3;

pofftomu |b| < d^2/3, |c| < d^3/3, i d^3 − c ¿ d^3 − |c| ¿ 2d^3/3. Ots¸da poluqaem sledu¸wu¸ ocenku dlØ diskriminanta mnogoqlena f(x):

−4b^3 − 27(c − d^3)^2 6 −27(2d^3/3)^2 + 4(d^2/3)^3 = (−12 + 4/27)d^6 < 0.

Takim obrazom, diskriminant mnogoqlena f(x) otricatelen, a znaqit, fftot mnogoqlen imeet edinstvennyæ vewestvennyæ koren~ α. Zametim, qto pri naxih predpoloßeniØh |d(b + 1/3) + (c ± b/3 ± 1/27)| 6 6 d(|b| + |c| + 1) + (|b| + |c| + 1) < (d + 1)d/3 < 2d^2/3 < d^2,

278 A. �. SERGEEV, A. V. ˚KOVLEV pofftomu

f(d + 1/3) = d^2 + d(b + 1/3) + (c + b/3 + 1/27) ¿

¿ d^2 − |d(b + 1/3) + (c + b/3 + 1/27)| > d^2 − d^2 = 0,

i analogiqno

f(d − 1/3) = −d^2 + d(b + 1/3) + (c − b/3 − 1/27) 6

6 −d^2 + |d(b + 1/3) + (c − b/3 − 1/27)| < −d^2 + d^2 = 0.

Takim obrazom, edinstvennyæ vewestvennyæ koren~ mnogoqlena f(x) prinadleßit promeßutku (d − 1/3, d + 1/3).

Predpoloßim teper~, qto 3b – celoe qislo. Esli b ≠ 0, to

|b| ¿ 1/3, a iz neravenstva |b| + |c| + 1 < d/3 sleduet, qto |c| < d/3;

pofftomu togda |f(d)| = |d^3 + bd + (c − d^3)| = |bd + c| ¿ |bd| − |c| > d/3 − d/3 = 0, a ffto znaqit, qto d – ne koren~ f(x).

Lemma 2. Pust~ a, b, c, d – vewestvennye qisla. Esli 1 + |b| + |c| + |ab| + |a|^2 + |a|^3 < d/3, to mnogoqlen f(x) = x^3 + ax^2 + bx + (c − d^3) imeet edinstvennyæ vewestvennyæ koren~ α, priqem |d − a/3 − α| < 1/3. Esli pri fftom qisla a, b celye, a d − a/3 – koren~ f(x), to 3b = a^2.

Dokazatel~stvo. Poloßim x = y − a/3; togda

f(x) = x^3 + ax^2 + bx + (c − d^3) = y^3 + b_1y + (c_1 − d^3), gde b_1 = b − a^2/3, c_1 = 2a^3/9 − ab/3 + c. V usloviØh lemmy

1 + |b_1| + |c_1| = 1 + |b − a^2/3| + |2a^3/9 − ab/3 + c| 6 6 1 + |b| + |a^2/3| + |2a^3/9| + |ab/3| + |c| 6 6 1 + |b| + |c| + |ab| + |a|^2 + |a|^3 < d/3, pofftomu po lemme 1 mnogoqlen y^3 +b_1y +(c_1 −d^3) imeet edinstvennyæ vewestvennyæ koren~ β, priqem |d−β| < 1/3. Sledovatel~no, u mnogoqlena x^3 + ax^2 + bx + (c − d^3) edinstvennyæ vewestvennyæ koren~ α = β − a/3, i |d − a/3 − α| < 1/3. Esli qisla a, b celye i d − a/3 – koren~ f(x), to d – koren~ mnogoqlena y^3 + b_1y + (c_1 − d^3), a 3b_1 = 3b − a^2 – celoe qislo; po poslednemu utverßdeni¸ lemmy 1 ffto vozmoßno, tol~ko esli b_1 = b − a^2/3 = 0.

O SPEKTRAH GALUA MNOGOQLENOV 279

Lemma 3. Esli a, b, c, d – celye qisla, a^2 ≠ 3b i 1 + |b| + |c| + |ab| + |a|^2 + |a|^3 < d/3, to mnogoqlen f(x) = x^3 + ax^2 + bx + (c − d^3) ne imeet racional~nyh korneæ.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku pri celyh a, b, c, d vse kofffficien-

ty mnogoqlena f(x) = x^3 + ax^2 + bx + (c − d^3) celye, a ego starxiæ kofffficient raven 1, l¸boæ racional~nyæ koren~ f(x) ØvlØetsØ celym. V to ße vremØ, po lemme 2 fftot koren~ dolßen prinadleßat~ otkrytomu promeßutku (d − a/3 − 1/3, d − a/3 + 1/3) i ne dolßen byt~ ravnym d − a/3; esli a ne delitsØ na 3, to v ukazannom promeßutke net celyh qisel, a esli a delitsØ na 3, to d − a/3 – edinstvennoe prinadleßawee emu celoe qislo.

My moßem teper~ zaverxit~ dokazatel~stvo teoremy 2. DlØ fftogo, kak otmeqalos~, dostatoqno pokazat~, qto pri celom t ≠ −1, 0, 1, 2 kubiqeskaØ rezol~venta mnogoqlena 4-æ stepeni

F (x, t) = x^4 + (2t^2 − 2t − 4)x^2 + 8((t^2 − t)/2)^{102}x + (t^3 + 6t^2 − 6t + 1)

ne imeet racional~nyh korneæ.

DlØ sokraweniØ zapisi oboznaqim qislo (t^2 − t)/2 qerez z; zametim, qto pri l¸bom celom t qislo z toße celoe, priqem esli t ≠ −1, 0, 1, 2, to |z| ¿ 2, 2|z| = |t| · |t − 1| ¿ |t|. Dalee, poloßim

u(t) = 2t^2 − 2t − 4, v(t) = t^3 + 6t^2 − 6t + 1, w(t) = 2z^{34}.

Togda F (x, t) = x^4 + u(t)x^2 + (w(t))^3x + v(t), a kubiqeskaØ rezol~- venta mnogoqlena F (x, t) prinimaet vid

y^3 + a(t)y^2 + b(t)y + (c(t) − (d(t)^3)),

gde a(t) = −u(t), b(t) = −4v(t), c(t) = 4u(t)v(t), d(t) = (w(t))^2 = 4z^{68}.

Ocenim kofffficienty rezol~venty (pri t ≠ −1, 0, 1, 2). Snaqala zametim, qto

|u(t)| =|2t^2 − 2t − 4| 6 2|t^2| + 2|t| + 4 6 8|t|^2 6 32|z|^2 = 2^5|z|^2;

|v(t)| =|t^3 + 6t^2 − 6t + 1| 6 |t|^3 + 6|t|^2 + 6|t| + 1 < 14|t|^3

6 112|z|^3 < 2^7|z|^3.

280 A. �. SERGEEV, A. V. ˚KOVLEV Teper~ nahodim

|a(t)| = |u(t)| 6 2^5|z|^2; |b(t)| = 4|v(t)| 6 2^9|z|^3; |c(t)| = 4|u(t)| · |v(t)| 6 2^{14}|z|^5. Pofftomu

1 + |b(t)| + |c(t)| + |a(t)b(t)| + |a(t)|^2 + |a(t)|^3 6 1 + 2^9|z|^3 + 2^{14}|z|^5+

+2^5|z|^2 · 2^9|z|^3 + 2^{10}|z|^4+2^{15}|z|^6 6 (1 + 2^5 + 2^{14} + 2^{14} + 2^{10}+2^{15})|z|^6 <

< 2^{17}|z|^6 6 |z|^{23} < 4/3|z|^{68} = d(t)/3.

Pokaßem teper~, qto pri naxih predpoloßeniØh (a(t))^2 ≠ 3b(t). Esli by ffto bylo ne tak, to celoe qislo t bylo by kornem mnogoqlena

(a(t)/2)^2−3b(t)/4 = (t^2−t−2)^2+3(t^3+6t^2−6t+1) = t^4+t^3+15t^2−14t+7

s celymi kofffficientami, i potomu ono bylo by delitelem svobodnogo qlena 7 fftogo mnogoqlena, t.e. bylo by ravno ±1 ili ±7; ni odno iz fftih qisel ne ØvlØetsØ kornem naxego mnogoqlena.

Takim obrazom, pri t ≠ −1, 0, 1, 2 kofffficienty kubiqeskoæ rezol~venty mnogoqlena F (x, t) udovletvorØ¸t vsem trebovani- Øm lemmy 3, i potomu rezol~venta ne imeet racional~nyh korneæ.

Literatura

1. A.�.Sergeev, ObratnaØ zadaqa dlØ spektrov polinomov. — Dep. v VI- NITI, 881-V2004 (25.05.2004), 1–35.

Sergeev A. E., Yakovlev A. V. On the Galois spectra of polynomials with integral parameters.

We prove that there exists a polynomial F (x, t) with rational coefficients whose degree with respect to x is equal to 4, such that for every integer the Galois group of the decomposition field of the polynomial F (x, a) is not the dihedral group, but any other transitive subgroup of the group S_4 can be represented as the Galois group of the decomposition field of the polynomial F (x, a) for some integer a.

Postupilo 10 dekabrØ 2004 g.

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: yakovlev@yak.pdmi.ras.ru