Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 322, 2005 g.

V. I. Bernik, O. S. Kukso

MNOGOQLENY S MALYMI DISKRIMINANTAMI I REGUL˚RNYE SISTEMY DE`STVITEL^NYH ALGEBRAIQESKIH QISEL

Transcendentnye qisla estestvennym obrazom klassificiru- ¸tsØ po veliqine znaqeniæ celoqislennyh polinomov v fftih qislah (klassifikaciØ Malera [1]), ili po stepeni ih priblißeniØ algebraiqeskimi qislami (klassifikaciØ Koksmy [2]).

Pust~

P (x) = a_nx^n +. . .+a_1x+a_0, P (x) ∈ Z[x], H = H(P ) = max_16_j6_n |a_j|. (1)

Opredelim ω kak toqnu¸ verhn¸¸ gran~ w, dlØ kotoryh neravenstvo |P (x)| < H(P )^{−w} (2) imeet beskoneqno mnogo rexeniæ v P (x) ∈ Z[x], a ω_1 kak toqnu¸ verhn¸¸ gran~ w_1, dlØ kotoryh neravenstvo |x − ξ| < H(ξ)^{−w1−1} (3) imeet beskoneqnoe qislo rexeniæ v algebraiqeskih qislah ξ stepeni ne bolee n. Zdes~ H(ξ) – vysota minimal~nogo polinoma ξ. Dlitel~noe vremØ sqitalos~, qto ω = ω_1, odnako Xmidt pokazal, qto ffto ne tak, a Buße usilil ego rezul~tat. Podrobnee ob fftom napisano v nedavneæ monografii Buße [3]. Razliqie veliqin ω i ω_1 proishodit v toqkah x, v maloæ okrestnosti kotoryh est~ algebraiqeskie qisla, v kotoryh otnositel~no mala proizvodnaØ minimal~nogo polinoma, ili malo znaqenie diskriminanta minimal~nogo polinoma. DlØ takih ße toqek poka ne udaetsØ dokazat~ i izvestnu¸ gipotezu Virzina [4].

Vse ffto delaet zadaqu issledovaniØ neravenstv (2) i (3) v polinomah s malymi diskriminantami ves~ma aktual~noæ. V dannoæ rabote my naædem raspredelenie takih specifiqeskih algebraiqeskih qisel i ukaßem na vozmoßnye primeneniØ fftogo rezul~tata. 10

MNOGOQLENY S MALYMI DISKRIMINANTAMI 11

V. G. Sprindßuk [5] dokazal, qto mera Lebega mnoßestva teh x, dlØ kotoryh neravenstvo (2) pri ω > n imeet beskoneqnoe qislo rexeniæ, ravna nul¸. Zatem A. Beæker [6] usilil ego rezul~tat i vyskazal gipotezu, qto v neravenstvah tipa (2) i (3) dolßen deæstvovat~ analog teoremy A. ˚. Hinqina [7] o priblißenii deæstvitel~nyh qisel racional~nymi. Sluqaæ shodimosti v fftoæ gipoteze byl dokazan V. I. Bernikom [8], a rashodimosti – V. V. Beresneviqem [9]. Otnositel~no special~nyh polinomov izvestno sledu¸wee, V. N. Borbat [10] dokazal, qto sistema neravenstv { |P (x)| < H^{−n+v} |P^′(x)| < H^{1−v−ε}, 0 6 v < 1 (4) pri l¸bom ε > 0 imeet beskoneqnoe qislo rexeniæ v P (x) ∈ Z[x] tol~ko dlØ mnoßestva nulevoæ mery. Iz ego rezul~tata uße moßno poluqit~ informaci¸ o raspredelenii special~nyh algebraiqeskih qisel, odnako ee nedostatoqno dlØ poluqeniØ analoga teoremy Hinqina dlØ sistem neravenstv vida (4).

V dannoæ rabote my dokaßem, qto deæstvitel~nye algebraiqeskie qisla s zadannym znaqeniem v nih proizvodnoæ, obrazu¸t optimal~nu¸ regulØrnu¸ sistemu. V konce stat~i my ukaßem vozmoßnye priloßeniØ fftogo rezul~tata.

Opredelenie 1. Pust~ Γ – sqetnoe mnoßestvo deæstvitel~-

nyh qisel i N : Γ → R nekotoraØ poloßitel~naØ funkciØ. Nazovem paru (Γ, N ) regulØrnoæ sistemoæ, esli suwestvuet posto- ØnnaØ c_1 = c_1(Γ, N ) > 0 takaØ, qto dlØ l¸bogo intervala I suwestvuet dostatoqno bol~xoe qislo T_0 = T_0(Γ, N, I) > 0, qto pri

T ¿ T0 naædutsØ α1, . . . , αt iz Γ ∩ I, dlØ kotoryh verny tri nera-

venstva

N (α_i) 6 T, 1 6 i 6 t, |α_i − α_j| ¿ T^{−1}, 1 6 i < j 6 t, t ¿ c1|I|T. (5) A. Beæker i V. Xmidt [6] dokazali, qto mnoßestvo deæstvitel~nyh algebraiqeskih qisel α s funkcieæ N (α)^{n+1}(ln H(α))^{−3n2} obrazu¸t regulØrnu¸ sistemu. �tot rezul~tat byl uluqxen pervym iz avtorov, a V. V. Beresneviq [9] poluqil regulØrnu¸ sistemu s funkcieæ N (α) = H(α)^{n+1}. Netrudno ubedit~sØ, qto

12 V. I. BERNIK, O. S. KUKSO

fftot rezul~tat nailuqxiæ iz vozmoßnyh. RegulØrnye sistemy takogo tipa budem nazyvat~ optimal~nymi.

Teorema 1. Mnoßestvo deæstvitel~nyh algebraiqeskih qisel α,

|P^′(α)| < H(α)^{1−v}, 0 6 v < 0, 5, s funkcieæ N (α) = H(α)^{n+1−2v} obrazu¸t optimal~nu¸ regulØrnu¸ sistemu.

Osnovu dokazatel~stva teoremy 1 sostavlØet nekotoroe utverßdenie, kotoroe my vydelØem v teoremu 2.

Teorema 2. Pust~ I – nekotoryæ interval, x ∈ I, 0 6 v < 0, 5.

Togda mera mnoßestva teh x, dlØ kotoryh sistema neravenstv |P (x)| < Q^{−n+v} |P^′(x)| < 2^{−2n−13}Q^{1−v}, Q ∈ R, Q > Q_0(I, n) |a_j| 6 Q, 1 6 j 6 n (6) imeet hotØ by odno rexenie v mnogoqlenah P (x), udovletvorØ¸- wih (6), ne prevoshodit 0, 5|I|.

Dokazatel~stvo teoremy 2. Preßde vsego vo vtorom neravenstve (6) zamenim P^′(x) na P^′(α), gde α – blißaæxiæ k x koren~. �to moßno na osnovanii predstavleniØ P^′(x) v vide

P^′(x) = P^′(α) + P^{′′}(ξ_1)(x − α), ξ_1 ∈ (α, x)

i izvestnyh ocenok dlØ |x − α|, naprimer |x − α| < c_2Q^{−1− 1} �v_n . Pofftomu pri dostatoqno bol~xih Q imeem 0, 5|P^′(x)| < |P^′(α)| <

2|P^′(x)| i sistemu (6) moßno perepisat~ tak |P (x)| < Q^{−n+v} |P^′(α)| < 2^{−2n−12}Q^{1−v} |a_j| 6 Q. (7) Teper~ oboznaqim qerez L_n(v) mnoßestvo rexeniæ sistemy (7), a qerez L^′_n(v) – mnoßestvo rexeniæ sistemy neravenstv |P (x)| < Q^{−n+v} Q^{1−v− 15} < |P^′(α)| < 2^{−2n−12}Q^{1−v} |a_j| 6 Q. (8)

MNOGOQLENY S MALYMI DISKRIMINANTAMI 13

Dokaßem, qto μL^′_n(v) <^3_8 |I|. Vospol~zuemsØ izvestnoæ [7] ocenkoæ dlØ |x − α|: |x − α| < 2^{n−1} |P (x)| |P^′(α)| < 2^{n−1}Q^{−n+v}|P^′(α)|^{−1}. (9) Zametim, qto α moßet byt~ kompleksnym qislom i mnoßestvo

x ∈ I, udovletvorØ¸wih (9) moßet byt~ pustym. Togda ocenkoæ

mery ØvlØetsØ nul~. Esli ße ffto mnoßestvo nepusto, to oboznaqim ego qerez σ(P ) (a ffto interval) i qerez |σ(P )| ego dlinu. NarØdu s intervalom σ(P ) rassmotrim interval σ_1(P ), sostoØwiæ iz rexeniæ neravenstva |x − α| < 2^{2n+3}Q^{v−1}|P^′(α)|^{−1}. (10) Oqevidno, qto otnoxenie dlin intervalov σ(P ) i σ_1(P ) udovletvorØet neravenstvu |σ(P )||σ_1(P )|^{−1} < 2^{−n−4}Q^{−n+1}. (11) Esli x ∈ σ_1(P ), to iz zapisi |P (x)| = |P^′(α)(x − α) + 1 2 P^{′′}(ξ_1)(x − α)^2, ξ_1 ∈ (α, x)

i ocenok |P^′(α)(x − α)| < 2^{2n+3}Q^{v−1}, | 1 2 P^{′′}(ξ_1)(x − α)|^2| < c_2Q^{2v−0,6} pri 3v < 1, 6 (12)

i dostatoqno bol~xom Q sleduet |P (x)| < 2^{2n+4}Q^{v−1}, x ∈ σ_1(P ). (13) Analogiqno postupim pri x ∈ σ_1(P ), ξ_2 ∈ (α, x) i s P^′(x)

P^′(x) = P^′(α) + P^{′′}(ξ_2)(x − α). (14)

Iz (14) pri vypolnenii neravenstva (12) sleduet pri Q > Q_0(I, n) 0, 5|P^′(α)| < |P^′(x)| < 2|P^′(α)|. (15) Dalee zafiksiruem vektor b = (a_n, . . . , a_2) kofffficientov polinoma P (x) i vse polinomy s takim vektorom b ob¨edinim v klass P(b).

14 V. I. BERNIK, O. S. KUKSO

Interval σ_1(P_1), P_1 ∈ P(b) budem nazyvat~ nesuwestvennym, esli suwestvuet interval σ_1(P_2), P_2 ∈ P(b) takoæ, qto

|σ_1(P_1) ∩ σ_1(P_2)| ¿ 0, 5|σ_1(P_1)|. (16)

Esli ße takogo intervala ne naædetsØ, t.e. dlØ l¸bogo intervala σ_1(P_2) vypolnØetsØ neravenstvo

|σ_1(P_1) ∩ σ_1(P_2)| < 0, 5|σ_1(P_1)|, (17)

to interval σ_1(P_1) nazovem suwestvennym. Mnoßestvo mnogoqlenov P (x) ∈ P(b) s suwestvennymi intervalami σ_1(P ) oboznaqim qerez P_1(b), a s nesuwestvennymi – P_2(b).

a). Rassmotrim klass P_1(b). Togda kaßdaØ toqka x ∈ I moßet prinadleßat~ ne bolee dvum intervalam σ_1(P ). Pofftomu dlØ l¸- bogo vektora b ∑ P ∈P1(b) |σ_1(P )| 6 2|I|. (18)

UqityvaØ (11) iz (18) poluqaem, ocenivaØ koliqestvo b kak (2Q+

1)^{n−}1 ∑ b,|a_j |6Q ∑ P ∈P1(b) |σ(P )| < 2|I|2^{−n−3}Q^{−n+1}(2Q + 1)^{n−1} < 2^{−2}|I|. (19) b). Rassmotrim klass P_2(b). Na pereseqenii σ_1(P_1, P_2) intervalov σ_1(P_1) i σ_1(P_2) i dlØ P_1 i dlØ P_2 vypolnØ¸tsØ neravenstva (13) i (15) |P_j(x)| < 2^{2n+4}Q^{v−1}, j = 1, 2 (20)

0, 5|P^′(α_j)| < |P^′_j(α_j)| < 2|P^′(α_j)|, P1(α1) = 0, P2(α2) = 0. (21)

Togda mnogoqlen K(x) = P_2(x)−P_1(x), ne ravnyæ toßdestvenno nul¸, imeet vid K(x) = b_1x + b_0. S uqetom (20) i (21) moßno zapisat~ |b_1x + b_0| < 2^{2n+5}Q^{v−1} (22)

|b_1| = |K^′(x)| < 2 max(|P^′_1(α_1)|, |P^′_2(α_2)|) < 2^{−2n−11}Q^{1−v} (23)

Pri fiksirovannyh b_0 i b_1 mera teh x ∈ I, dlØ kotoryh vypolnØetsØ neravenstvo (22) ne prevoshodit 2^{2n+6}|b_1|^{−1}Q^{v−1}. Iz x ∈ I i (22) sleduet, qto b_0 moßet prinimat~ ne bolee 2|I||b_1| znaqeniæ.

MNOGOQLENY S MALYMI DISKRIMINANTAMI 15

Pofftomu mera vseh x, popada¸wih v nesuwestvennye intervaly ne prevoshodit

2|I||b1|22^n+6|b1|^−1Q^{v−}12^−2^{n−}10Q1^{−v} = 2^−3|I|. (24)

Iz neravenstv (19) i (24) imeem μL^′_n(v) < 3 8 |I|. (25) Oboznaqim qerez L^{′′}_n(v) mnoßestvo L_n(v)\L^′_n(v). Togda dlØ vseh

x ∈ L^{′′}_n(v) vypolnØetsØ sistema neravenstv |P (x)| < Q^{−n+v} |P^′(x)| < Q^{1−v−0,2} |a_j| 6 Q. Primenim k fftoæ sisteme teoremu 1.4 [11]. Poluqim μL^{′′}_n(v) <

c_3Q^{− 0,2n+1} |I|, qto pri Q > Q_0(n, c_3, I) ne prevoshodit^1_8 |I|. �to ne-

ravenstvo vmeste s (25) dokazyvaet teoremu 2.

Dokazatel~stvo teoremy 1 seæqas moßno provesti kak dokazatel~stvo teoremy 3 v [9]. Voz~mem x ∈ B = I \ L_n(v). Togda |B| >^1_2 |I| i dlØ l¸bogo polinoma P (x), |P (x)| < Q^{−n+v} uße verno |P^′(x)| ¿ 2^{−2n−13}Q^{1−v}. Primeniv k polinomu P (x) v dostatoqno maloæ okrestnosti x teoremu Lagranßa, poluqim, qto suwestvuet vewestvennyæ koren~ α polinoma P (x) i takoæ, qto |x − α| < c_4Q^{−n−1+2v}. Ostaviv tol~ko takie korni α_1, . . . , α_t iz nih, qto |α_i − α_j| > c_5Q^{−n−1+2v} my poluqim optimal~nu¸ regulØrnu¸ sistemu special~nyh vewestvennyh algebraiqeskih qisel α s funkcieæ N (α) = H(α)^{n+1−2v}.

V kaqestve vozmoßnyh priloßeniæ teoremy 1 ukaßem dva sledu¸wih. Po-vidimomu, teoremy 1 vmeste s [8] dostatoqno, qtoby obosnovat~ sluqaæ shodimosti, a vmeste s [9] sluqaæ rashodimosti v sledu¸weæ zadaqe.

Pust~ Ψ – monotonno ubyva¸waØ funkciØ deæstvitel~nogo argumenta x ∈ I. Oboznaqim qerez M (Ψ) mnoßestvo x ∈ I, dlØ kotoryh sistema neravenstv { |P (x)| < H^{−n+1+v}Ψ(H) |P^′(x)| < H^{1−v}, 0 6 v < 0, 5 imeet beskoneqnoe qislo rexeniæ v P (x) ∈ Z[x]. Verno li, qto pri shodimosti rØda ∑_∞ H=1 Ψ(H) verno μM (Ψ) = 0, a pri rasho-

dimosti rØda spravedlivo μM (Ψ) = |I|?

16 V. I. BERNIK, O. S. KUKSO

V kaqestve vtorogo primeneniØ teoremy 1 moßno rassmotret~ sistemu neravenstv (4) pri pokazatele stepeni v pervom neravenstve men~xem −n + v. Poskol~ku v fftom sluqae rØd budet shodit~sØ, to mera mnoßestva x ∈ I, dlØ kotoryh novaØ sistema neravenstv budet imet~ beskoneqnoe qislo rexeniæ ravna nul¸ i nado privleq~ razmernost~ Hausdorfa. Vidimo teoremy 1 dostatoqno pri 0 6 v < 0, 5 dlØ poluqeniØ toqnogo rezul~tata, t.e. toqnogo znaqeniØ razmernosti, a ne dvuhstoronnih ocenok. Oba fftih napravleniØ v nastoØwee vremØ razrabatyva¸tsØ avtora- mi. Literatura

1. K. Mahler,^¨Uber das Mas der Menge aller S–Zahlen. — Math. Ann. 106 (1932),

131–139.

2. J. Koksma,^¨Uber die Mahlersche Klasseneinteilung der transzendenten Zahlen und die Approximation komplexer Zahlen durch algebraische Zahlen. — Monatsh. Math. Phys. 48 (1939), 76–189.

3. Y. Bugeaud, Approximation by Algebraic Numbers. Cambridge Tracts in Math.

169. Cambridge Univ. Press, Cambridge (2004).

4. E. Wirsing, Approximation mit algebraischen Zahlen beschränkten Grades. — J.

Reine Angew. Math. 206 (1961), 67–77.

5. V. Sprindzuk, Mahler’s Problem in the Metric Theory of numbers. — Transl. Math.

Monographs 25, Amer. Math. Soc., Providence, R.I. (1969).

6. A. Baker, On a theorem of Sprindzuk, Proc Roy. Soc. London Ser. A 292 (1966),

92–104.

7. A. Khintchine, Einige Sätze über Kettenbrüche mit Anwendungen auf die Theorie der Diophantischen Approzimationen. — Math. Ann. 92 (1924), 115 – 125.

8. V. I. Bernik, About exact order of zero approximation by integer polynomials value.

— Acta arithmetica 53, No. 1 (1989), 17–28.

9. V. Beresnevich, On approximation of real numbers by real algebraic numbers. —

Acta Arith. 90, No. 3 (1999), 97–112.

10. V. N. Borbat, SovmestnaØ approksimaciØ nulØ znaqeniØmi celoqislennyh mnogoqlenov i ih proizvodnyh. — Vesci AN Belarusi, ser. fiz. mat. navuk

No. 1 (1995), 9–16.

11. V. Bernik, D. Kleinbock, and G. A. Margulies, Khintchine type theorems on manifolds: the convergence case for standart and multiplicative version. — Int. Math. Res. Not. 9 (2001), 453–486.

Bernik V. I., Kukso O. S. Polynomials with small discriminants and regular systems of real algebraic numbers In this article we research the distribution of special algebraic numbers and build optimal regular system.

Postupilo 1 marta 2005 g.

Institut Matematiki Bel. AN, Minsk E-mail: bernik@im.bas-net.by