Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 322, 2005 g.

ı. A. Smirnov

OB INDEKSE GRANIQNYH UZLOV QETYREHMERNYH REXETOK, DOPUSTIMYH DL˚ KUBA

Vvedenie

Oboznaqim qerez L(R^s) mnoßestvo vseh polnyh rexetok v R^s

(s = 2, 3, . . .). V dal~neæxem, dlØ kratkosti, slovo “polnaØ” bu-

dem opuskat~, tak kak my budem imet~ delo tol~ko s takimi rexetkami. Kaßdu¸ iz nih moßno predstavit~ v vide

Γ = {m_1γ^{(1)} + · · · + m_sγ^{(s)} | m_1, . . . , m_s ∈ Z},

gde γ^{(1)}, . . . , γ^{(s)} – s-mernye lineæno nezavisimye bazisnye uzly Γ . Vydelim v L(R^s) podmnoßestvo ~L(R^s), sostoØwee iz vseh rexetok “obwego poloßeniØ”, u kotoryh γ_j ≠ 0 pri vseh j = 1, . . . , s dlØ l¸bogo nenulevogo uzla γ = (γ_1, . . . , γ_s). Drugimi slovami, u takih rexetok Γ na koordinatnyh giperploskostØh net uzlov, otliqnyh ot naqala koordinat. DlØ dal~neæxego polezno imet~ v vidu

Zameqanie 1. Pust~ γ i γ^0 – uzly rexetki Γ iz^~L(R^s). Predpolo-

ßim, qto dlØ nekotorogo j ∈ {1, 2, . . ., s} vypolnØetsØ ravenstvo

|γ_j | = |γ^0_j |. Togda γ^0 = ±γ.

Napomnim, qto rexetka Γ iz L(R^s) nazyvaetsØ dopustimoæ dlØ s-mernogo kuba [−1, 1]^s, esli vnutri nego nahoditsØ tol~ko nulevoæ uzel Γ (sm. [1, gl. III, §5]).

Pust~ K = ⟨η^{(1)}, . . . , η^{(s)}⟩ – proizvol~nyæ nabor iz s uzlov rexetki Γ ∈ L(R^s). Kaßdyæ iz nih est~ celoqislennaØ lineænaØ kombinaciØ bazisnyh uzlov γ^{(1)}, . . . , γ^{(s)} rexetki Γ . Oboznaqim qerez M_Γ (K) sootvetstvu¸wu¸ matricu perehoda ot

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (grant No. 04-01-97000) i Dal~nevostoqnogo otdeleniØ RAN (grant No. 04-1-01-003). 176

OB INDEKSE GRANIQNYH UZLOV 177

⟨γ^{(1)} , . . ., γ^{(s)}⟩ k ⟨η^{(1)}, . . . , η^{(s)}⟩. Togda det(M_Γ (K)) = nD(Γ ) dlØ ne-

kotorogo celogo n i D(Γ ) = | det(γ^{(i)}_j )| – opredelitel~ rexetki Γ . Po opredeleni¸, I_Γ (K) = |n| – indeks nabora K v Γ (sm. [1, gl. I,§2]). Veliqina I_Γ (K) ravna nul¸ tol~ko v sluqae lineænoæ zavisimosti uzlov iz K.

V svØzi s mnogomernymi obobweniØmi klassiqeskogo algoritma nepreryvnyh drobeæ, bol~xoæ interes predstavlØet zadaqa o vyqislenii mnoßestva znaqeniæ I_Γ (K) dlØ rexetok “obwego poloßeniØ” Γ iz ~L(R^s) pri fiksirovannom s. Horoxo izvestno, qto dlØ s = 2 vsegda I_Γ (K) = 1 (Minkovskiæ [2], Voronoæ [3]), a dlØ s = 3 sredi znaqeniæ I_Γ (K) mogut byt~ tol~ko 0 ili 1 (Minkovskiæ [2]). Pri s = 4 iz rezul~tatov raboty [4] (sm. takße [5]) nemedlenno sleduet neravenstvo I_Γ (K) 6 5. My utoqnØem fftu ocenku v sledu¸wem vide.

Teorema. DlØ rexetok obwego poloßeniØ iz^~L(R^4) mnoßestvo

vseh vozmoßnyh znaqeniæ I_Γ (K) sovpadaet s {0, 1, 2}.

§1. O dopolnenii nabora graniqnyh uzlov do bazisa

Pust~ Γ proizvol~naØ rexetka iz L(R^s), K = ⟨η^{(1)}, . . . , η^{(t)}⟩ – l¸boæ nabor uzlov iz Γ s 1 6 t 6 s. Oboznaqim qerez Λ^{(s)}_t

(1 6 t 6 s) mnoßestvo vseh naborov natural~nyh qisel

I = (i_1, . . . , i_t) s 1 6 i_1 < . . . < i_t 6 s.

Opredelim matricu m_{ij} s celoqislennymi fflementami iz razloßeniæ uzlov η^{(i)} po bazisu γ^{(1)}, . . . , γ^{(s)} rexetki Γ :

η^{(i)} = s∑ j=1 m_{ij} γ^{(j)} (1 6 i 6 t).

Pust~ M (I) – opredelitel~ matricy, sostavlennoæ iz stolbcov

(m_{ij} ) pod nomerami j = i_1, . . . , i_t. Nazovem indeksom K v Γ qi-

slo I_Γ (K) = I_Γ (η^{(1)}, . . . , η^{(t)}) – naibol~xiæ obwiæ delitel~ qisel

M (I) po vsem I iz Λ^{(s)}_t . Pri fftom dlØ t = s poluqaetsØ sootvet-

stvu¸wee opredelenie iz vvedeniØ.

Zameqanie 2. Soglasno lemme 2 iz [1, (glava I, §2)], nabor uzlov

η^{(1)}, . . . , η^{(t)} moßno dopolnit~ do bazisa Γ togda i tol~ko togda,

kogda I(η^{(1)}, . . . , η^{(t)}) = 1.

178 ı. A. SMIRNOV

V qastnosti, pri t = 1 poluqaetsØ ewe odno poleznoe

Zameqanie 3. Pust~ Γ proizvol~naØ [−1, 1]^s – dopustimaØ rexet-

ka iz L(R^s) s uzlom η^{(1)} na granice [−1, 1]^s. Togda η^{(1)} primitiven v tom smysle, qto dlØ l¸bogo natural~nogo q > 1 vektor^1_q η^{(1)} ne est~ uzel Γ . Pofftomu indeks nabora ⟨η^{(1)}⟩ raven 1 i ego moßno dopolnit~ nekotorymi uzlami η^{(2)}, . . . , η^{(s)} do bazisa Γ .

Zameqanie 4. Pust~ η i η^0 dva graniqnyh uzla [−1, 1]^s – do-

pustimoæ rexetki Γ iz L(R^s). Esli η^0 ≠ ±η to η i η^0 lineæno nezavisimy.

Lemma 1. Pust~ η i η^0 dva graniqnyh uzla [−1, 1]^s – dopustimoæ

rexetki Γ iz ~L(R^s) s η^0 ≠ ±η. Togda I_Γ (η, η^0) = 1.

Dokazatel~stvo. DeæstvuØ toqno takße, kak i Voronoæ [3] pri

s = 2, vypixem razloßeniØ dlØ η i η^0 po bazisu γ^{(1)}, . . . , γ^{(s)}

rexetki Γ :

η = m_1γ^{(1)} + . . . + m_sγ^{(s)} , η^0 = m^0_1γ^{(1)} + . . . + m^0_sγ^{(s)}.

Predpoloßim, qto I_Γ (η, η^0) = d > 1. Ots¸da nemedlenno sleduet, qto dlØ nekotoryh celyh a i b s −^1_2 d 6 a, b <^1_2 d, kotorye odnovremenno ne ravny nul¸, vypolnØetsØ sravnenie

a(m_1, . . . , m_s) + b(m^0_1, . . . , m^0_s) ≡ (0, . . . , 0)(mod d).

No togda γ = 1 d (aη + bη^0) = a d η + b d η^0

– nenulevoæ uzel Γ i dlØ nego |γ_j| 6 1 2 ( |η_j| + |η^0_j| ) < 1 (j = 1, . . . , s). Pri fftom my vospol~zovalis~ zameqaniem 1 iz vvedeniØ. Tak kak γ naruxaet [−1, 1]^s-dopustimost~ rexetki Γ , to naxe predpoloßenie neverno. Lemma dokazana.

Lemma 2. Pust~ η^{(1)}, η^{(2)}, η^{(3)} – graniqnye lineæno nezavisimye

uzly [−1, 1]^s-dopustimoæ rexetki Γ iz ~L(R^s) pri s ¿ 3. Togda d = I_Γ (η^{(1)}, η^{(2)}, η^{(3)}) 6 2.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto naxe utverßdenie neverno i d ¿ 3. Togda dlØ nekotoryh celyh a, b, c s NOD(a, b, c, d) = 1

OB INDEKSE GRANIQNYH UZLOV 179 vektor γ = a d η^{(1)} + b d η^{(2)} + c d η^{(3)}

est~ uzel Γ . Nesloßnoe vyqislenie pokazyvaet, qto dlØ l¸byh vewestvennyh β_1, β_2, β_3 vypolnØetsØ ocenka

min{‖β_1‖ + ‖β_2‖ + ‖β_3‖, ‖2β_1‖ + ‖2β_2‖ + ‖2β_3‖} 6 1.

S ee pomow~¸, vyqitaØ iz γ i 2γ celoqislennye lineænye kombinacii uzlov η^{(1)}, η^{(2)}, η^{(3)}, postroim nenulevoæ uzel ξ s |ξ_j| < 1

j = 1, . . . , s. On naruxaet [−1, 1]^s-dopustimost~ Γ i pofftomu naxe

predpoloßenie neverno. Lemma 2 dokazana.

Teorema 1. Pust~ K = ⟨η^{(1)}, η^{(2)}, η^{(3)}, η^{(4)}⟩ – nabor graniqnyh li-

neæno nezavisimyh uzlov [−1, 1]^4-dopustimoæ rexetki Γ iz ~L(R^4). Togda l¸bu¸ troæku uzlov iz K, za vozmoßnym iskl¸qeniem odnoæ, moßno dopolnit~ do bazisa Γ .

Dokazatel~stvo. Oboznaqim qerez K^{(i)} (i = 1, 2, 3, 4) nabor, ko-

toryæ poluqaetsØ iz K udaleniem uzla η^{(i)}. Predpoloßim, qto naxe utverßdenie neverno. Bez ograniqeniØ obwnosti moßno sqitat~ (sm. lemmu 2), qto

I_Γ (K^{(1)}) = I_Γ (K^{(2)}) = 2.

V takom sluqae tri celoqislennyh vektora (m_{i1}, . . . , m_{i4}) (2 6

i 6 4) iz razloßeniæ po bazisu γ^{(1)}, γ^{(2)} , γ^{(3)}, γ^{(4)}

η^{(i)} = 4∑ j=1 m_{ij}γ^{(j)} (i = 2, 3, 4)

lineæno zavisimy po modul¸ 2. Pofftomu, dlØ nekotoryh ε_2, ε_3, ε_4

∈ {0, 1}, odnovremenno ne ravnyh nul¸, vektor γ = ε_2 2 γ^{(2)} + ε_3 2 γ^{(3)} + ε_4 2 γ^{(4)}

budet nenulevym uzlom Γ . Esli hotØ by dlØ odnogo i ε_i = 0, to uzel γ naruxaet [−1, 1]^4-dopustimost~ Γ . Pofftomu γ = 1 2 (γ^{(2)} + γ^{(3)} + γ^{(4)}) ∈ Γ.

180 ı. A. SMIRNOV Toqno takße dokazyvaetsØ, qto vektor

γ^0 = 1 2 (γ^{(1)} + γ^{(3)} + γ^{(4)} )

takße uzel Γ . No togda uzel

γ − γ^0 = 1 2 (γ^{(2)} − γ^{(1)})

naruxaet [−1, 1]^4-dopustimost~ Γ . Sledovatel~no, naxe predpoloßenie neverno i teorema 1 polnost~¸ dokazana.

§2. VerhnØØ ocenka

DlØ dokazatel~stva neravenstva I_Γ (K) 6 2 dlØ qetyrehmernyh rexetok, v sootvetstvii so skazannym vo vvedenii, dostatoqno pokazat~, qto I_Γ (K) ≠ 5, 4, 3.

Lemma 3. Pust~ K =^{γ^{(1)} , γ^{(2)}, γ^{(3)}, γ^{(4)}} – nabor graniqnyh li-

neæno nezavisimyh uzlov rexetki Γ iz ~L(R^4). Togda I_Γ (K) ≠ 5.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto naxe utverßdenie neverno

i I_Γ (K) = 5. Togda, soglasno teoreme 1, moßno sqitat~, qto podnabory K^{(2)}, K^{(3)}, K^{(4)} iz K dopolnØ¸tsØ sootvetstvu¸wimi uzlami γ, γ^0, γ^{00} do bazisa Γ i pri fftom, menØØ v sluqae neobhodimosti znaki u γ^{(i)} , dlØ nekotoryh celyh m_{ij} :

5γ = m_{21}γ^{(1)} − γ^{(2)} + m_{23}γ^{(3)} + m_{24}γ^{(4)}

5γ^0 = m_{31}γ^{(1)} + m_{32}γ^{(2)} − γ^{(3)} + m_{34}γ^{(4)} (2.1)

5γ^{00} = m_{41}γ^{(1)} + m_{42}γ^{(2)} + m_{43}γ^{(3)} − γ^{(4)} .

Pust~ dlØ nekotorogo uzla η iz Γ vypolnØetsØ ravenstvo

5η = a_1γ^{(1)} + a_2γ^{(2)} + a_3γ^{(3)} + a_4γ^{(4)} (2.2)

s celymi a_i, odnovremenno ne delØwimisØ na 5. Dokaßem, qto togda i kaßdoe a_i ne delitsØ na 5. Esli, k primeru, a_4 delitsØ na 5, to umnoßiv obe qasti (2.2) na r/5 s r ∈ {1, 2} i vydelØØ blißaæxie celye k ra_i/5, poluqim ravenstvo

~η = α_1γ^{(1)} + α_2γ^{(2)} + α_3γ^{(3)} ∈ Γ

OB INDEKSE GRANIQNYH UZLOV 181 s |α_i| = ‖ra_i/5‖. Pri fftom | ~η_i| 6 ( ‖ ra_1 5 ‖ + ‖ ra_2 5 ‖ + ‖ ra_3 5 ‖ ) Kofffficient sprava hotØ by pri odnom r ∈ {1, 2} men~xe edinicy. No togda ~η naruxaet [−1, 1]^4-dopustimost~ Γ . Znaqit, v (2.2) vse a_i ne delØtsØ na 5. Predpoloßim, qto imeetsØ ewe odno ravenstvo

5η^0 = b_1γ^{(1)} + b_2γ^{(2)} + b_3γ^{(3)} + b_4γ^{(4)}

s b_i, ne delØwimsØ na 5. Togda dlØ l¸byh celyh m i n qisla

mb_i + na_i (i = 1, 2, 3, 4)

tol~ko odnovremenno delØtsØ na 5. �to moßet byt~ tol~ko v slu- qae b_i ≡ ra_i(mod 5) (i = 1, . . . , 4).

No togda v (2.1) vse m_i sravnimy s −1 po modul¸ 5, za vozmoßnym iskl¸qeniem m_{21}, m_{31}, m_{41}. Pofftomu dlØ nekotorogo celogo a ∈ {0, ±1, ±2} a 5 γ^{(1)} − 1 5 γ^{(2)} − 1 5 γ^{(3)} − 1 5 γ^{(4)}

est~ uzel Γ , kotoryæ naruxaet ego dopustimost~ dlØ kuba

[−1, 1]^4. Znaqit, naxe predpoloßenie neverno i lemma 3 polno-

st~¸ dokazana.

Lemma 4. V usloviØh lemmy 3 IΓ (K) ≠ 4.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto IΓ (K) = 4. DeæstvuØ toqno

takße, kak v predyduwem sluqae, postroim uzel η = a 4 γ^{(1)} + 1 4 γ^{(2)} + 1 4 γ^{(3)} + 1 4 γ^{(4)}

s a ∈ {0, ±1, 2}. Pri a = 0, ±1 on naruxaet [−1, 1]^4-dopustimost~ Γ . Rassmotrim ostavxiæsØ sluqaæ a = 2. Zametim, qto ξ = 1 2 γ^{(2)} + 1 2 γ^{(3)} + 1 2 γ^{(4)}

toße uzel rexetki. Vsegda naædutsØ nomera i i j, dlØ kotoryh

γ^{(2)}_i γ^{(3)}_i < 0 < γ^{(2)}_j γ^{(3)}_j .

182 ı. A. SMIRNOV V protivnom sluqae odin iz uzlov

γ^{(2)} + γ^{(3)} , γ^{(2)} − γ^{(3)},

naruxal by [−1, 1]^4-dopustimost~ Γ . �to zameqanie spravedlivo v otnoxenii l¸boæ pary uzlov iz { γ^{(2)}, γ^{(3)}, γ^{(4)} } . Oqevidno, qto dlØ l¸boæ kombinacii znakov ± 1 2 γ^{(2)} ± 1 2 γ^{(3)} ± 1 2 γ^{(4)} (2.3)

– uzel rexetki Γ . ProstaØ rutinnaØ proverka pokazyvaet, qto sredi qetyreh summ

γ^{(2)}_i + γ^{(3)}_i + γ^{(4)}_i (1 6 i 6 4)

imeetsØ ne bolee odnoæ s odinakovymi po znaku slagaemymi. V protivnom sluqae naxlas~ by kombinaciØ vida (2.3), naruxa¸- waØ [−1, 1]^4-dopustimost~ Γ . Sledovatel~no, neravenstvo | | | 1 4 γ^{(2)}_i + 1 4 γ^{(3)}_i + 1 4 γ^{(4)}_i | | | ¿^1_2

vypolnØetsØ ne bolee qem po odnoæ i-oæ koordinate. No togda hotØ by odin iz uzlov η = 1 2 γ^{(1)} + 1 2 ξ, η^0 = 1 2 γ^{(1)} − 1 2 ξ naruxaet [−1, 1]^4-dopustimost~ Γ . My prixli k protivoreqi¸ i lemma 4 polnost~¸ dokazana.

Lemma 5. V usloviØh lemmy 3 IΓ (K) ≠ 3.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto IΓ (K) = 3. Toqno takße, kak

i ranee, menØØ v sluqae neobhodimosti znaki u γ^{(i)}, poluqaem, qto η = 1 3 γ^{(1)} + 1 3 γ^{(2)} + 1 3 γ^{(3)} + 1 3 γ^{(4)}

– uzel Γ . Rassmotrim ewe odin nabor uzlov: η^{(i)} = η − γ^{(i)}

(1 6 i 6 4). Tak kak η ne dolßno naruxat~ [−1, 1]^4-dopustimost~

Γ , to naædetsØ j s |η_j| > 1. Bez ograniqeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto j = 1. Poskol~ku |γ^{(i)}_1 | 6 1 (1 6 i 6 4) i |η_1| > 1, to pervye koordinaty vseh uzlov γ^{(i)} ime¸t odinakovyæ znak. Bez

OB INDEKSE GRANIQNYH UZLOV 183 ograniqeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto γ^{(i)}_1 > 0 (1 6 i 6 4). Zametim takße, qto |η^{(i)}_1 | < 1 (1 6 i 6 4). Uzly η^{(i)} ne mogut naruxat~ [−1, 1]^4-dopustimost~ Γ . Pofftomu dlØ kaßdogo i = 1, 2, 3, 4 naædetsØ nomer j > 1 s |η^{(i)}_j | > 1. Poskol~ku j moßet prinimat~ tol~ko tri znaqeniØ, a i qetyre, to dlØ nekotorogo j^0 dlØ dvuh nomerov i_1 i i_2 vypolnØ¸tsØ neravenstva

|η^{(i1)}_j0 | > 1, |η^{(i2)}_j0 | > 1.

Bez ograniqeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto j^0 = 2, i_1 = 1 i

i_2 = 2. Zametim, qto γ^{(1)} = η^{(2)} + η^{(3)} + η^{(4)}, γ^{(2)} = η^{(1)} + η^{(3)} + η^{(4)}, γ^{(3)} = η^{(1)} +η^{(2)} +η^{(4)}. Predpoloßim, qto u vseh uzlov η^{(i)} s |η^{(i)}_2 | >

1 qisla η^{(i)}_2 ime¸t odinakovyæ znak. Togda

1 ¿ |γ^{(3)}_2 | = |η^{(1)}_2 + η^{(2)}_2 + η^{(4)}_2 | > |η^{(1)}_2 + η^{(2)}_2 | > 2.

My prixli k protivoreqi¸.

Predpoloßim teper~, qto sredi vseh uzlov η^{(i)} s |η^{(i)}_2 | > 1 naædutsØ dva, η^{(i1)} i η^{(i2)} s raznymi znakami u η^{(i1)}_2 i η^{(i2)}_2 . Bez ograniqeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto i_1 = 1 i i_2 = 2. Esli u η^{(1)}_2 i η^{(3)}_2 + η^{(4)}_2 odinakovye znaki, to

1 ¿ |γ^{(2)}_2 | = |η^{(1)}_2 + η^{(3)}_2 + η^{(4)}_2 | > |η^{(1)}_2 | > 1.

DlØ raznyh znakov u fftih qisel

1 ¿ |γ^{(1)}_2 | = |η^{(2)}_2 + η^{(3)}_2 + η^{(4)}_2 | > |η^{(2)}_2 | > 1.

V oboih sluqaØh poluqaetsØ protivoreqie. Znaqit naxe ishodnoe predpoloßenie neverno i lemma 5 polnost~¸ dokazana.

Iz lemm 3, 4, 5 neposredstvenno sleduet neravenstvo I_Γ (K)62.

§3. Nabor K indeksa 2 Pust~ Γ (0) – rexetka iz L(R^4), poroßdennaØ uzlami

η^{(1)}(0) = (1, 2, 6, 11), η^{(2)}(0) = (0, −25, 0, 0),

η^{(3)}(0) = (0, 0, −25, 0), η^{(2)}(0) = (0, 0, 0, −25).

DlØ proizvol~nogo nabora

ε = (ε_{ij} ), ε_{ij} ∈ (−1, 1) (1 6 i, j 6 4)

184 ı. A. SMIRNOV s ε_{11} = ε_{22} = ε_{33} = ε_{44} = 0 poloßim

η^{(1)}(ε) = η^{(1)}(0) + (0, ε_{21}, ε_{31}, ε_{41})

η^{(2)}(ε) = η^{(2)}(0) + (ε_{12}, 0, ε_{32}, ε_{42})

η^{(3)}(ε) = η^{(3)}(0) + (ε_{13}, ε_{23}, 0, ε_{43})

η^{(4)}(ε) = η^{(4)}(0) + (ε_{14}, ε_{24}, ε_{34}, 0).

Rassmotrim takie nabory ε, dlØ kotoryh rexetka Γ (ε), poroßdennaØ uzlami η^{(i)}(ε) (1 6 i 6 4), prinadleßit ~L(R^4). Opredelim sistemu K(ε) = ⟨γ^{(1)} (ε), . . . , γ^{(4)}(ε)⟩ gde

γ^{(1)}(ε) = 2η^{(1)}(ε) + η^{(4)}(ε)

γ^{(2)} (ε) = 3η^{(1)}(ε) + η^{(3)}(ε) + η^{(4)}(ε)

γ^{(3)}(ε) = 10η^{(1)}(ε) + η^{(2)}(ε) + 2η^{(3)}(ε) + 4η^{(4)}(ε)

γ^{(4)}(ε) = 11η^{(1)}(ε) + η^{(2)}(ε) + 3η^{(3)}(ε) + 5η^{(4)}(ε).

Sistema K(0) iz Γ (0) obladaet sledu¸wim zameqatel~nym svoæstvom. DlØ l¸bogo nenulevogo uzla γ ∈ Γ (0), dlØ kotorogo

±γ ∉ K(0), naædetsØ nomer j ∈ {1, 2, 3, 4} s

|γ_j | ¿ max_16_i6_4|γ^{(i)}_j (0)| + 1. (3.1)

Dokaßem, qto naædetsØ δ ∈ (0, 1), dlØ kotorogo pri vseh ε s

|ε| = max {|ε_{ij}|} < δ rexetka Γ ØvlØetsØ dopustimoæ dlØ paral-

lepipeda^4 ∏ i=1 [ −max_{j=1,4}|γ^{(j)}_i (ε)|, max_{j=1,4}|γ^{(j)}_i (ε)| ] (togda sßatiØmi i rastØßeniØmi ego moßno privesti k [−1, 1]^4 s graniqnymi uzlami K(ε)).

Predpoloßim, qto γ(ε) = 4∑ i=1 m_iη^{(i)}(ε) ≠ (0, 0, 0, 0)

naruxaet dopustimost~ Γ dlØ parallelepipeda. Tak kak

| det ( Γ (ε) ) | = 25^3 + O(|ε|), to pri dostatoqno malom δ ∈ (0, 1) i

vseh ε s |ε| < δ vypolnØ¸tsØ neravenstva max {|m_1|, . . . , |m_4|} 6 c, | | |η^{(i)}_j (ε) − η^{(i)}_j (0) | | | < 1 8c ,

OB INDEKSE GRANIQNYH UZLOV 185 s nekotoroæ absol¸tnoæ konstantoæ c ¿ 1. Pofftomu dlØ takih ε |γ_j(ε) − γ_j(0)| < 1 2 (1 6 j 6 4).

Uzel γ(ε) otliqen ot ±η^{(i)}(ε) (1 6 i 6 4) i pofftomu pri dostatoqno malom δ, v sootvetstvii s (3.1), dlØ nekotorogo j |γ_j (ε)| > |γ_j (0)| − 1 2 > max

16i64^{|γ(i)j (0)| +} 1 2 > max 16i64^{|γ(i)j (ε)|.} Sledovatel~no, pri |ε| < δ rexetka Γ -dopustima dlØ parallelepipeda. Legko proverit~, qto I_Γ (K) = 2.

S pomow~¸ takogo ße roda soobraßeniæ legko stroØtsØ nabory K s I_Γ (K) = 0, 1.

Avtor blagodaren V. A. Bykovskomu za postanovku zadaqi i vnimanie.

Literatura

1. Dß. V. Kassels, Vvedenie v geometri¸ qisel. — Mir, Moskva (1965). 2. Y. Minkowski, Generalization de la theorie des fraction continues. — Annales Sci.

de l’Ecole Normale Superieue, Ser. 3, 13, No. 2 (1896), 41–60. — Zur Theorie der Kettenbruche Gesammelte Abhandlungen. Leipzig 1 (1911), 278–292.

3. G. F. Voronoæ, Sobranie soqineniæ. T. 1. — Kiev (1952), ss.197–391. 4. K. H. Wolff, Über Kritiche Gitter im Vierdimensionalen Raum. — Monatsh.

Math. 58 (1954), 38–56.

5. L. J. Mordell, Lattice Octahedra. — Canad. J. Math. 12 (1960), 297–302.

Smirnov Yu. A. On the index of the boundary points of fourdimensional lattices that are admissible for cube.

Let Γ be a four-dimensional lattice of general position that is admissible for a cube. Assume that this lattice contains at least one point that belongs to the boundary of this cube. We prove that the index of the set of such points may be equal only to 0, 1, and 2.

Postupilo 15 marta 2005 g. Habarovskoe otdelenie Instituta prikladnoæ matematiki Dal~nevostoqnogo otdeleniØ RAN

E-mail: SUA@mail.27.ru