Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 322, 2005 g.

V. G. Qirskiæ

OBOBWENIE PON˚TI˚ GLOBAL^NOGO SOOTNOXENI˚

1. Vvedenie i formulirovki rezul~tatov

Rabota posvØwena primeneni¸ modifikacii metoda ZigelØ– Xidlovskogo v teorii transcendentnyh qisel [1] k issledovani¸ arifmetiqeskih svoæstv rØdov v nearhimedovski normirovannyh oblastØh. V 1981 godu �. Bombieri v rabote [2] rassmotrel ponØtie global~nogo sootnoxeniØ. Vvedœm neskol~ko oboznaqeniæ, neobhodimyh v dal~neæxem. Pust~ K - pole koneqnoæ stepeni κ nad polem Q racional~nyh qisel. Pust~ Q_p – pole p−adiqeskih qisel, pust~ v – normirovanie, prodolßa¸wee p−adiqeskoe normirovanie v pole K (oboznaqaem ffto v|p) i pust~ K_v – sootvetstvu¸wee popolnenie polØ K. Mnoßestvo nearhimedovyh normirovaniæ polØ K oboznaqaem V_0. Takße oboznaqim κ_v = [K_v : Q_p]. Pust~ ξ ∈ K. Pust~ f_i(z) – formal~nye stepennye rØdy s kofffficientami iz polØ K. Pust~ P (x_1, . . . , x_m) - otliqnyæ ot toßdestvennogo nulØ mnogoqlen s kofffficientami iz polØ K.

Opredelenie 1. Sootnoxenie

P (f_1(ξ), . . . , f_m(ξ)) = 0

nazyvaetsØ global~nym, esli ono vypolnØetsØ vo vseh polØh K_v , v kotoryh shodØtsØ vse rØdy f_1(ξ), . . . , f_m(ξ).

Opredelenie 2. Global~noe sootnoxenie nazyvaetsØ trivial~-

nym, esli ono poluqaetsØ v rezul~tate podstanovki z = ξ v toßdestvennoe po z ravenstvo ~P (f_1(z), . . . , f_m(z)) = 0, gde ~P (x_1, . . . , x_m) – otliqnyæ ot toßdestvennogo nulØ mnogoqlen. V protivnom sluqae ono nazyvaetsØ netrivial~nym. 220

OBOBWENIE PON˚TI˚ GLOBAL^NOGO SOOTNOXENI˚ 221 Primerom global~nogo sootnoxeniØ slußit ravenstvo ∞∑ n=0 nn! = −1, (1.1)

vernoe vo vseh polØh Q_p. Rassmotrim rØd f(z) = ∞∑ n=0 n!z^n. On shoditsØ v l¸bom pole Q_p pri |z|_p < p^{1p−1} i udovletvorØet uravneni¸ z^2f^′(z) + (z − 1)f(z) + 1 = 0.

Oboznaqim f_1(z) = 1, f_2(z) = f(z), f_3(z) = f^′(z).

�ti rØdy sostavlØ¸t rexenie sistemy uravneniæ f^′_1(z) = 0, f^′_2(z) = 1 − z z^2 f_2(z) − 1 z^2 f_1(z),

f^′_3(z) = 1 − z z^2 f_3(z) + z − 2 z^3 f_2(z) + 2 z^3 f_1(z).

i udovletvorØ¸t sootnoxeni¸ z^2f_3(z) + (z − 1)f_2(z) + f_1(z) = 0.

Poskol~ku f_3(z) = f^′(z) = ∞∑ n=0 nn!z^{n−1}, podstanovka v ffto sootnoxenie z = 1 dokazyvaet spravedlivost~, a takße trivial~nost~ global~nogo sootnoxeniØ (1.1).

V rabote [2] izuqalis~ tak nazyvaemye G-funkcii, kotorye opredelØ¸tsØ, kak stepennye rØdy vida f(z) = ∞∑ n=0 a_nz^n, kofffficienty kotoryh prinadleßat nekotoromu pol¸ K i udovletvorØ¸t usloviØm:

222 V. G. QIRSKI`

1. |a_n| ≤ CQ^n, gde C, Q – nekotorye postoØnnye, a |a| dlØ a ∈ K oboznaqaet naibol~xu¸ iz absol¸tnyh veliqin algebraiqeskih qisel, soprØßœnnyh s qislom a v pole K;

2. Suwestvuet posledovatel~nost~ natural~nyh qisel d_n takaØ, qto dlØ vseh n i k = 0, 1, . . . , n qisla d_na_k ∈ ZK i d_n ≤ CQ^n.

V rabotah [3, 4] issledovalis~ global~nye sootnoxeniØ dlØ F -rØdov. F -rØdy estestvennym obrazom dopolnØ¸t klassy E- i G-funkciæ ZigelØ. G- funkcii opredeleny vyxe, a opredelenie E-funkcii dano, naprimer, v knige [1]. V fftoæ ße knige privedeno podrobnoe izloßenie metoda ZigelØ–Xidlovskogo v teorii transcendentnyh qisel i priloßeniæ fftogo metoda. Nami budet ispol~zovana modifikaciØ metoda ZigelØ–Xidlovskogo, prednaznaqennaØ dlØ issledovaniØ arifmetiqeskih svoæstv F -rØdov.

Dadim bolee toqnoe opredelenie.

Opredelenie. RØd f(z) = ∞∑ n=0 a_nn!z^n prinadleßit klassu F (K, c_1, c_2, c_3, q), esli ego kofffficienty prinadleßat pol¸ K i udovletvorØ¸t usloviØm

1. |a_n| = O(exp c_1n), n → ∞;

2. Suwestvuet posledovatel~nost~ natural~nyh qisel d_n = q^nd_{0,n}, gde q ∈ N takaØ, qto dlØ vseh n i k = 0, 1, . . . , n qisla d_na_k ∈ ZK.

Pri fftom natural~nye qisla d_{0,n} delØtsØ tol~ko na prostye qisla p, ne prevoshodØwie c_2n i

ord_pd_{0,n} ≤ c_3 ( log_p n + n p^2 ) . Pereædœm k formulirovkam utverßdeniæ. Predpoloßim, qto rassmatrivaemye rØdy f_i(z), i = 1, . . . , m sostavlØ¸t (formal~- noe) rexenie sistemy differencial~nyh uravneniæ

y^′_i(z) = m∑ j=1 Q_{j,i}(z)y_j (z), i = 1, . . . , m, Q_{j,i}(z) ∈ K(z), i, j = 1, . . . , m. (1.2) Pust~ T = T (z) – mnogoqlen s celymi kofffficientami iz polØ K takoæ, qto T (z)Q_{j,i}(z) ∈ ZK[z], j, i = 1, . . . , m.

V rabote [4] dokazana sledu¸waØ teorema.

OBOBWENIE PON˚TI˚ GLOBAL^NOGO SOOTNOXENI˚ 223

Teorema. Pust~ F -rØdy f1(z) ≡ 1, f2(z), . . . , fm(z) sostavlØ¸t re-

xenie sistemy uravneniæ (1.2), ξ ∈ K, ξT (ξ) ≠ 0. Togda ne suwestvuet netrivial~nyh global~nyh sootnoxeniæ, svØzyva¸wih f_1(ξ) ≡ 1, f_2(ξ), . . . , f_m(ξ)

V rabote [5] A. I. Galoqkin dokazal teoremu ob algebraiqeskoæ nezavisimosti znaqeniæ E-funkciæ v transcendentnyh toqkah, dopuska¸wih vysokiæ porØdok priblißeniØ algebraiqeskimi qislami.

Sformulirovannoe vyxe ponØtie global~nogo sootnoxeniØ dopuskaet sledu¸wee obobwenie. Pust~ ξ = ∞∑ k=0 θ_k, (1.4)

gde θ_k ∈ K, priqœm fftot rØd shoditsØ vo vseh polØh K_v, v ∈ V_0. Primery takih rØdov i opisanie ih svoæstv budut privedeny v konce vtorogo paragrafa.

Togda v opredeleniØh global~nogo sootnoxeniØ i netrivial~- nogo global~nogo sootnoxeniØ moßno rassmatrivat~ taku¸ toqku ξ vmesto toqki ξ iz polØ K.

Oboznaqim Θ_n = ∑_n k=0 θ_k.

Teorema 1. Pust~ F -rØdy f1(z) ≡ 1, f2(z), . . . , fm(z) sostavlØ¸t

rexenie sistemy uravneniæ (1.2) i lineæno nezavisimy nad K(z). Pust~ ξ – rØd (1.3), gde θ_k – celye qisla iz K, shodØwiæsØ vo vseh polØh K_v, v ∈ V_0. Pust~ ε > 0, 0 < δ < 1 i suwestvuet beskoneqnoe mnoßestvo nomerov n takih, qto dlØ vseh prostyh qisel p, udovletvorØ¸wih neravenstvu

p ≤ m exp(ln^{1+ε} |Θ_n|) (1.4)

i l¸bogo normirovaniØ v, prodolßa¸wego p-adiqeskoe normirovanie v pole K, vypolnØetsØ neravenstvo

|ξ − Θ_n|_v < exp(−(m − 1 + δ)(exp ln^{1+ε} |Θ_n|) ln^{1+ε} |Θ_n|). (1.5)

Togda dlØ l¸boæ lineænoæ formy L(y_1, . . . , y_m), kofffficienty kotoroæ – celye qisla iz polØ K, ne vse ravnye nul¸, suwestvu- ¸t prostoe qislo p i normirovanie v, prodolßa¸wee p-adiqeskoe normirovanie v pole K takie, qto v pole K_v vypolnØetsØ neravenstvo |L(ξ)|_v = |L(1, f_2(ξ), . . . , f_m(ξ))|_v > 0. (1.6)

224 V. G. QIRSKI`

Teorema 2. Pust~ F -rØdy f1(z), f2(z), . . . , fm(z) sostavlØ¸t re-

xenie sistemy uravneniæ

y^′_i(z) = Q_{0,i}(z) + m∑ j=1 Q_{j,i}(z)y_j (z), i = 1, . . . , m, Q_{j,i}(z) ∈ K(z), i = 1, . . . , m, j = 0, . . . , m (1.7)

i algebraiqeski nezavisimy nad K(z). Pust~ ξ – rØd (1.3), gde θ_k– celye qisla iz K, shodØwiæsØ vo vseh polØh K_v, v ∈ V_0. Pust~ ε > 0 i suwestvuet beskoneqnoe mnoßestvo nomerov n takih, qto dlØ vseh prostyh qisel p, udovletvorØ¸wih neravenstvu

p ≤ exp(ln^{1+2ε} |Θ_n|) (1.8)

i l¸bogo normirovaniØ v, prodolßa¸wego p-adiqeskoe normirovanie v pole K, vypolnØetsØ neravenstvo

|ξ − Θ_n|_v < exp ( −(exp ln^{1+ε} |Θ_n|) ln^{1+2ε} |Θ_n| ) . (1.9)

Togda dlØ l¸bogo mnogoqlena P (y_1, . . . , y_m), kofffficienty kotorogo – celye qisla iz polØ K, ne vse ravnye nul¸, suwestvu¸t prostoe qislo p i normirovanie v, prodolßa¸wee p-adiqeskoe normirovanie v pole K takie, qto v pole K_v vypolnØetsØ neravenstvo |P (ξ)|_v = |P (f_1(ξ), f_2(ξ), . . . , f_m(ξ))|_v > 0. Teorema 3. Pust~ F -rØdy f1(z) ≡ 1, f2(z), . . . , fm(z) sostavlØ-

¸t rexenie sistemy uravneniæ (1.2). Pust~ maksimal~noe koliqestvo lineæno nezavisimyh nad K(z) sredi fftih rØdov ravno maksimal~nomu koliqestvu lineæno nezavisimyh sredi nih nad K. Pust~ ξ – rØd (1.3), gde θ_k – celye qisla iz K, shodØwiæsØ vo vseh polØh K_v, v ∈ V_0. Pust~ ε > 0, 0 < δ < 1 i suwestvuet beskoneqnoe mnoßestvo nomerov n takih, qto dlØ vseh prostyh qisel p, udovletvorØ¸wih neravenstvu (1.4) i l¸bogo normirovaniØ v, prodolßa¸wego p-adiqeskoe normirovanie v pole K, vypolnØetsØ neravenstvo (1.5).

Togda ne suwestvuet netrivial~nyh global~nyh lineænyh sootnoxeniæ, svØzyva¸wih f_1(ξ) ≡ 1, f_2(ξ), . . . , f_m(ξ).

Pered formulirovkoæ teoremy 4 nam potrebuetsØ opisat~ nekotorye svoæstva algebraiqeskih uravneniæ. Pust~ rØdy

OBOBWENIE PON˚TI˚ GLOBAL^NOGO SOOTNOXENI˚ 225

f_1(z), f_2(z), . . . , f_m(z) algebraiqeski zavisimy nad K(z). Togda svØzyva¸wie ffti rØdy algebraiqeskie uravneniØ stepeni, ne prevoshodØweæ d, moßno rassmatrivat~, kak lineænye uravneniØ, svØzyva¸wie nad K(z) proizvedeniØ stepeneæ

f^{k1}_1 (z), . . . , f^{km}_m (z), (1.10)

gde k_i ≥ 0, i = 1, . . . , m, k_1 + . . . + k_m ≤ d.

Sredi dvuh proizvedeniæ starxim sqitaetsØ to, stepen~ kotorogo po sovokupnosti peremennyh f_1(z), f_2(z), . . . , f_m(z) vyxe, proizvedeniØ odinakovoæ stepeni uporØdoqivaem leksikografiqeski, sqitaØ, qto f_i starxe, qem f_{j,} esli i > j. V kaßdom algebraiqeskom uravnenii, svØzyva¸wem f_1(z), f_2(z), . . . , f_m(z), vydelim ego starxiæ qlen vida (1.10). Vo mnoßestve starxih qlenov S vyberem podmnoßestvo S_1 tak nazyvaemyh minimal~nyh fflementov. Nazovœm fflement S vida (1.10) minimal~nym, esli dlØ l¸bogo drugogo f^{t1}_1 (z), . . . , f^{tm}_m (z) ∈ S suwestvuet i, 1 ≤ i ≤ m, takoe, qto t_i > k_i.

V rabote [6] ustanovleny sledu¸wie svoæstva podmnoßestva S_1 minimal~nyh fflementov mnoßestva starxih qlenov S:

1. S_1 – nepustoe i koneqnoe, pust~ d - naibol~xaØ iz stepeneæ minimal~nyh fflementov po sovokupnosti peremennyh;

2. DlØ l¸bogo fflementa f^{t1}_1 (z), . . . , f^{tm}_m (z) ∈ S suwestvuet fflement

f^{k1}_1 (z), . . . , f^{km}_m (z) ∈ S_1

takoæ, qto k_i ≤ t_i, i = 1, . . . , m;

3. Mnoßestvo proizvedeniæ stepeneæ

f^{t1}_1 (z), . . . , f^{tm}_m (z)

takih, qto dlØ l¸bogo minimal~nogo fflementa

f^{k1}_1 (z), . . . , f^{km}_m (z) ∈ S_1

suwestvuet i, 1 ≤ i ≤ m, takoe, qto t_i < k_i, obrazuet bazis vektornogo prostranstva nad K(z), poroßdœnnogo vsemi proizvedeniØmi stepeneæ vida (1.10), gde k_i ≥ 0, i = 1, . . . , m, k_1 + . . . + k_m ≤ d.

226 V. G. QIRSKI`

Opredelenie. Nazovœm minimal~nymi uravneniØ, starximi

qlenami kotoryh ØvlØ¸tsØ minimal~nye fflementy.

Teorema 4. Pust~ F -rØdy f1(z), f2(z), . . . , fm(z) sostavlØ¸t re-

xenie sistemy uravneniæ (1.7).

Pust~ kofffficienty vseh minimal~nyh uravneniæ, svØzyva¸- wih ih nad K(z) prinadleßat K. Pust~ ξ – rØd (1.3), gde θ_k– celye qisla iz K, shodØwiæsØ vo vseh polØh K_v, v ∈ V_0. Pust~ ε > 0 i suwestvuet beskoneqnoe mnoßestvo nomerov n takih, qto dlØ vseh prostyh qisel p, udovletvorØ¸wih neravenstvu (1.8) i l¸bogo normirovaniØ v, prodolßa¸wego p-adiqeskoe normirovanie v pole K, vypolnØetsØ neravenstvo (1.9).

Togda ne suwestvuet netrivial~nyh global~nyh algebraiqeskih sootnoxeniæ, svØzyva¸wih f_1(ξ), f_2(ξ), . . . , f_m(ξ).

Primeqanie 1. UsloviØ (1.4), (1.5), (1.8) i (1.9) moßno neskol~-

ko oslabit~, zameniv qislo ε > 0 na funkci¸ ε(N ) > 0, ε(N ) → 0 pri N → ∞.

2. Dokazatel~stvo teorem 1, 2 V formuliruemyh utverßdeniØh poloßitel~nye postoØnnye c_i, i = 4, 5, . . . zavisØt ot parametrov klassa, kotoromu prinadleßat rassmatrivaemye F -rØdy, ot sistemy (1.2) i ot qisla m.

Opredelim sootvetstvu¸wiæ sisteme (1.2) differencial~- nyæ operator D = ∂ ∂z + m∑ k=1 m∑ i=1 Q_{k,i}(z)y_j ∂ ∂y_k . Pust~ y_1, . . . , y_m, m ≥ 2 predstavlØ¸t soboæ stepennye rØdy, sostavlØ¸wie formal~noe rexenie sistemy uravneniæ (1.2). PodstavlØØ ih v formu_m ∑ i=1 P_i(z)y_i vmesto peremennyh, poluqaem formal~nyæ stepennoæ rØd R(z). Formal~naØ proizvodnaØ fftogo rØda ØvlØetsØ lineænoæ formoæ ot rØdov y_1, . . . , y_m i ih formal~nyh proizvodnyh y^′_1, . . . , y^′_m. Posle zameny y^′_1, . . . , y^′_m na pravye qasti sootvetstvu¸wih differencial~nyh uravneniæ i umnoßeniØ na mnogoqlen T (z) poluqim

OBOBWENIE PON˚TI˚ GLOBAL^NOGO SOOTNOXENI˚ 227 lineænu¸ formu ot y_1, . . . , y_m s kofffficientami iz ZK[z], t.e. dlØ rexeniæ fftoæ sistemy T DR = T R^′. Takim obrazom, naqav s proizvol~noæ formy

R_1 = m∑ i=1 P_{1,i}(z)y_i, P_{1,i}(z) ∈ ZK[z], (2.11)

poloßim R_k = T DR_{k−1}, k = 2, 3, . . . . (2.12) Soglasno skazannomu vyxe, R_k predstavlØet soboæ lineænu¸ formu ot y_1, . . . , y_m s kofffficientami iz ZK[z], t.e.

R_k = m∑ i=1 P_{k,i}(z)y_i, P_{k,i} = P_{k,i}(z) ∈ ZK[z]. (2.13) Kofffficienty fftoæ formy udovletvorØ¸t ravenstvam P_{k,i} = T (P^′_{k−1,i} + m∑ j=1 P_{k−1,j}Q_{j,i}, i = 1, . . . , m, k = 2, 3, . . . . (2.14) Lemma 1 (Lemma 10 [1, s. 106]). Pust~ F -rØdy f1(z), f2(z), . . . ,

f_m(z) sostavlØ¸t rexenie sistemy uravneniæ (1.2) i lineæno nezavisimy nad K(z). Pust~ ρ = min_{1≤i≤m} ord_{z=0}f_i(z),

σ = max(deg T, max 1≤i≤m,1≤j≤m deg T Q_{j,i}). Pust~ N – natural~noe qislo, R_1 – otliqnaØ ot nulØ lineænaØ forma R_1 = m∑ i=1 P_{1,i}(z)y_i, P_{1,i}(z) ∈ ZK[z], priqœm deg P_{1,i}(z) ≤ N , pust~ rØd R_1(z) poluqaetsØ iz formy R_1 v rezul~tate podstanovki f_1(z), f_2(z), . . . , f_m(z) vmesto y_1, . . . , y_m i pust~

ord_{z=0}R_1(z) ≥ m(N + 1) − s − 1, s ∈ N, 0 ≤ s ≤ [ N 2 ] .

228 V. G. QIRSKI` Togda pri N ≥ N_0, (gde N_0 – postoØnnaØ, dlØ kotoroæ v rabote [7] dana ocenka sverhu, vyraßennaØ qerez parametry rassmatrivaemogo klassa rØdov i sistemy differencial~nyh uravneniæ) formy R_1, . . . , R_m lineæno nezavisimy i ih opredelitel~ Δ(z) imeet vid Δ(z) = z^{mn−s−ρ}Δ_1(z), gde mnogoqlen Δ_1(z) imeet stepen~ t_1, 0 ≤ t_1 ≤ t, a t = σ^{m(m−1)}_2 + s + ρ. Lemma 2 (Lemma 11 [1, s. 107]). Pust~ F -rØdy f1(z), f2(z), . . . ,

f_m(z) sostavlØ¸t rexenie sistemy uravneniæ (1.2) i lineæno nezavisimy nad K(z), qisla ρ, σ, N_0, s, t – te ße, qto i v predyduweæ lemme. Pust~ R_1 – otliqnaØ ot nulØ lineænaØ forma, opredelœnnaØ v predyduweæ lemme takaØ, qto ord_{z=0}R_1(z) ≥ m(N + 1) − s − 1.

Togda pri N ≥ N_0 dlØ l¸bogo celogo qisla Θ ∈ K, ΘT (Θ) ≠ 0, matrica ‖P_{k,i}(Θ)‖_{i=1,... ,m,k=1,... ,m+t} (2.15) imeet rang m.

Lemma 3. Pust~ rØdy

f_i(z) = ∞∑ n=0 a_{i,n}n!z^n, i = 1, . . . , m prinadleßat klassu F (K, c_1, c_2, c_3, q). Togda dlØ l¸bogo natural~- nogo qisla N suwestvu¸t mnogoqleny

P_i(z) = N∑ n=0 B_{i,n}n!z^n, i = 1, . . . , m takie, qto ih kofffficienty B_{i,n}, n = 0, . . . , N , i = 1, . . . , m ØvlØ- ¸tsØ celymi qislami iz polØ K, udovletvorØ¸wimi neravenstvu |B_{i,n}| ≤ exp(c_4N √ ln N ). (2.16) Pri fftom lineænaØ forma R(z) = m∑ i=1 P_i(z)f_i(z) = ∞∑ n=0 r_nn!z^n

OBOBWENIE PON˚TI˚ GLOBAL^NOGO SOOTNOXENI˚ 229 imeet pri z = 0 porØdok nulØ ne niße, qem u(N ) + 1, gde

u(N ) = m(N + 1) − [ N √ ln N ] (2.17)

i dlØ l¸bogo prostogo qisla p, c_5 ≤ p ≤ u(N ) i l¸bogo v|p, dlØ l¸- boæ toqki ξ ∈ K_v , udovletvorØ¸weæ uslovi¸ |ξ|_v ≤ 1, spravedlivo neravenstvo |R(ξ)|_v ≤ |(u(N ))!|_v exp ( κ_v κ ( c_6 log_p N + c_7 N p^2 )) . �ta lemma vpolne analogiqna lemmam, privedœnnym v [1, lemma 14, s. 113] ili [2, s. 7]. Eœ podrobnoe dokazatel~stvo opuweno. Sledu¸waØ lemma takße analogiqna lemme 15 [1, s. 116].

Lemma 4. Pust~ rØdy f1(z), f2(z), . . . , fm(z) prinadleßat klassu

F (K, c_1, c_2, c_3, q), sostavlØ¸t rexenie sistemy uravneniæ (1.2) i lineæno nezavisimy nad K(z), lineænaØ forma (2.11) R_1(z) = R(z) postroena po lemme 3, formy R_k i ih kofffficienty P_{k,i} opredeleny ravenstvami (2.12)–(2.14), Θ ∈ K, ΘT (Θ) ≠ 0. Qislo σ opredeleno v lemme 1.

Togda deg P_{k,i}(z) ≤ N + (k − 1)σ, |P_{k,i}(Θ)| ≤ (_{k−1} ∏ n=0 (nσ + m + N ) ) · · exp(N ln N + c_8N √ ln N + c_9k)|Θ)|^{N+σ} m(m−1) 2 + h_{N√} ln N i . (2.18)

Krome togo, dlØ l¸bogo prostogo qisla p, c_5 ≤ p ≤ u(N ), l¸bogo v|p i l¸boæ toqki ξ ∈ K_v, udovletvorØ¸weæ uslovi¸ |ξ|_v ≤ 1, spravedlivo neravenstvo

|R_k(ξ)|_v ≤ |(u(N ))!|_v exp ( κ_v κ ( c_6 log_p N + c_7 N p^2 )) . (2.19)

Pereædœm k dokazatel~stvu teoremy 1. Opredelim qislo N = N (n) ravenstvom

N = N (n) = [ exp ln^{1+ε} |Θ_n| ] . (2.20)

Pust~ N ≥ N_0. Poloßim s = [^N√_{ln N} ], t = σ^{m(m−1)}_2 + [^N√_{ln N} ] i primenim lemmu 2. Matrica (2.15) imeet rang m, pofftomu sredi eœ

230 V. G. QIRSKI`

strok est~ m − 1 strok, lineæno nezavisimyh so strokoæ kofffficientov formy L. Oboznaqim nomera fftih strok k_2, . . . , k_m i rassmotrim opredelitel~

Δ(Θ_n) = | | | | | | h_1 . . . h_m P_{1,k2} (Θ_n) . . . P_{m,k2} (Θ_n) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . P_{1,km} (Θ_n) . . . P_{m,km} (Θ_n)

| | | | | | . (2.21)

On predstavlØet soboæ otliqnoe ot nulØ celoe qislo iz polØ K. Ego moßno rassmatrivat~, kak znaqenie mnogoqlena

Δ(z) = | | | | | | | h_1 . . . h_m P_{1,k2} (z) . . . P_{m,k2} (z) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . P_{1,km} (z) . . . P_{m,km} (z)

| | | | | | | (2.22)

v toqke z = Θ_n. Poskol~ku k_i ≤ m + t, k−1∏ n=0 (nσ + m + N ) ≤ exp(c_{10}N √ ln N )

i iz lemmy 4 sledu¸t neravenstva deg P_{ki,j}(z) ≤ N + c_{11} [_N √ ln N ] , |P_{ki,j}(Θ_n)| ≤ exp(N ln N + c_{12}N √ ln N)|Θ_n|^{N+m+σ} m(m−1) 2 + h_{N√} ln N i , vypolnØ¸wiesØ dlØ vseh i, j = 1, . . . , m. Oboznaqim

h = max i=1,... ,m |h_i|. Togda |Δ(Θ_n)| ≤ (m − 1)!h exp((m − 1)N ln N +

+c_{13}N √ ln N )|Θ_n)|^{(m−1)(N+m+σ} m(m−1) 2 + h_{N√} ln N i ) , i iz (2.20) poluqaem

|Δ(Θ_n)| ≤

(m − 1)!h exp((m − 1)N ln N + c_{14}N √ ln N + c_{15}N (ln N )^{11+ε} ). (2.23)

Podstavim z = ξ v Δ(z) i rassmotrim poluqennye fflementy poleæ K_v, gde v|p,

OBOBWENIE PON˚TI˚ GLOBAL^NOGO SOOTNOXENI˚ 231

Lemma 5. Pri N ≥ N0 dlØ l¸bogo prostogo qisla p, c5 ≤ p ≤ u(N )

i v|p v pole K_v vypolnØetsØ ravenstvo |Δ(ξ)|_v = |Δ(Θ_n)|_v.

DlØ dokazatel~stva lemmy ispol~zuem ravenstvo, spravedlivoe v kaßdom iz rassmatrivaemyh poleæ K_v:

Δ(ξ) = Δ(Θ_n + (ξ − Θ_n)) = Δ(Θ_n) + (ξ − Θ_n)Δ_1(ξ, Θ_n), (2.24) gde Δ_1(ξ, Θ_n) – mnogoqlen ot ξ, Θ_n s kofffficientami iz ZK. Sledovatel~no, soglasno (1.5), |(ξ − Θ_n)Δ_1(ξ, Θ_n)|_v ≤ |(ξ − Θ_n)|_v ≤ ≤ exp(−(m − 1 + δ)(exp ln^{1+ε} |Θ_n|) ln^{1+ε} |Θ_n|), otkuda, vvidu (2.20),

|(ξ − Θ_n)Δ_1(ξ, Θ_n)|_v ≤ exp(−(m − 1 + δ)N ln N ).

S drugoæ storony, Δ(Θ_n) – otliqnoe ot 0 celoe qislo iz polØ K, sledovatel~no, soglasno (2.23), |Δ(Θ_n|_v ≥ |Δ(Θ_n| ≥ exp(−(m−1)N ln N −c_{14}N √ ln N −c_{15}N (ln N )^{11+ε} ).

Esli qislo n, a, znaqit, i qislo N , vybrano dostatoqno bol~- xim, to

exp(−(m − 1)N ln N − c_{14}N √ ln N − c_{15}N (ln N )^{11+ε} > > exp(−(m − 1 + δ)N ln N ), pofftomu iz ravenstva (2.24) sleduet, qto

|Δ(ξ)|_v = |Δ(Θ_n)|_v ≥

≥ exp(−(m − 1)N ln N − c_{14}N √ ln N − c_{15}N (ln N )^{11+ε} ). (2.25) Lemma dokazana.

V kaßdom iz rassmatrivaemyh poleæ K_v umnoßim pervyæ stolbec opredelitelØ Δ(ξ) na 1, vtoroæ stolbec – na f_2(ξ) i tak dalee, stolbec s nomerom m na f_m(ξ) i pribavim poluqivxiesØ stolbcy k pervomu. Otmetim, qto |ξ|_v ≤ 1 i vse rØdy f_2(ξ), . . . , f_m(ξ) shodØtsØ. Soglasno (1.6) i (2.13), fflementami pervogo stolbca budut veliqiny L(ξ) = L(f_1(ξ), . . . , f_m(ξ)), L_i(ξ) = R_{ki} (ξ), i = 2, . . . , m

232 V. G. QIRSKI` v ukazannom porØdke. Pofftomu

Δ(ξ) = | | | | | | L(ξ) h_2 . . . h_m L_2(ξ) P_{2,k2} (ξ) . . . P_{m,k2} (ξ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . L_m(ξ) P_{2,km} (ξ) . . . P_{m,km} (ξ)

| | | | | | . Oboznaqim algebraiqeskie dopolneniØ fflementov pervogo stolbca fftogo opredelitelØ δ_1, . . . , δ_m, sootvetstvenno, i razloßim ego po pervomu stolbcu:

Δ(ξ) = m∑ j=2 L_j (ξ)δ_j + L(ξ)δ_1. (2.26)

Iz (2.19) sleduet, qto dlØ l¸bogo prostogo qisla p, c_5 ≤ p ≤ u(N ) i v|p | | | m∑ i=2 L_i(ξ)δ_i | | |_v ≤ max i=2,... ,m |L_i(ξ)δ_i|_v ≤ |L_i(ξ)|_v ≤

≤ |(u(N ))!|_v exp ( κ_v κ ( c_6 log_p N + c_7 N p^2 )) , i = 2, . . . , m. Sledovatel~no, ∏^m∑ i=2 |L_i(ξ)δ_i|_v ≤ ∏ |(u(N ))!|_v exp ( κ_v κ ( c_6 log_p N + c_7 N p^2 )) , gde proizvedeniØ v pravoæ i levoæ qastØh fftogo neravenstva vzØty po vsem v|p, p, c_5 ≤ p ≤ u(N ) . Ispol~zuØ izvestnye neravenstva dlØ koliqestva prostyh qisel v zadannom intervale, poluqaem ∏ exp(c_6 log_p N ) ≤ exp ( c_6 ln N ln p

× c_{16} u(N ) ln u(N ) ) ≤ exp(c_{17}N ), ∏ exp ( c_7 N p^2 ) = exp ( N ∑ c_7 p^2 ) ≤ exp(c_{18}N ).

Nakonec, poskol~ku proizvedeniØ berutsØ po v|p, p, c_5 ≤ p ≤ u(N ), proizvedenie ∏ |(u(N ))!|_v otliqaetsØ ot ((u(N )!)^{−1)} postoØnnym mnoßitelem. Pofftomu m∑ i=2 |L_i(ξ)δ_i|_v ≤ ((u(N ))!)^{−1} exp(c_{19}N ). (2.27)

OBOBWENIE PON˚TI˚ GLOBAL^NOGO SOOTNOXENI˚ 233 S drugoæ storony, iz neravenstva (2.25) sleduet,qto ∏ |Δ(ξ)|_v = ∏ |Δ(Θ_n)|_v ≥

≥ exp ( −(m − 1)N ln N − c_{14}N √ ln N − c_{15}N (ln N )^{11+ε} ) , (2.28)

gde proizvedeniØ berutsØ po v|p, p, c_5 ≤ p ≤ u(N ). Iz neravenstv (2.27), (2.28) i ravenstva(2.17) srazu sleduet, qto ∏ |Δ(ξ)|_v ≥ ∏^m∑ i=2 |L_i(ξ)δ_i|_v, togda iz (2.26) poluqaem, qto suwestvu¸t p, c_5 ≤ p ≤ u(N ) i v|p takie, qto v pole K_v vypolnØetsØ neravenstvo |L(ξ)|_v > |Δ(ξ)|_v. Teorema 1 dokazana.

Pereædœm k dokazatel~stvu teoremy 2. Pust~ d – stepen~ mnogoqlena P (y_1, . . . , y_m)po sovokupnosti peremennyh y_1, . . . , y_m. Togda ego moßno rassmatrivat~, kak lineænu¸ formu ot M = C^m_{m+d} proizvedeniæ stepeneæ peremennyh y^{k1}_1 , . . . , y^{km}_m , gde k_1 +. . .+k_m ≤ d, k_i ≥ 0, i = 1, . . . , m. Lemma 6. Pust~ rØdy f1(z), . . . , fm(z) udovletvorØ¸t usloviØm

teoremy 2. Togda ih proizvedeniØ stepeneæ f^{k1}_1 (z) . . . f^{km}_m (z), k_1 + . . . + k_m ≤ d, k_i ≥ 0, i = 1, . . . , m, sostavlØ¸t rexenie sistemy lineænyh differencial~nyh uravneniæ, kofffficienty kotoroæ ØvlØ¸tsØ celoqislennymi lineænymi kombinaciØmi kofffficientov ishodnoæ sistemy (1.2). Krome togo, oni prinadleßat klassu F ((K, C_1, C_2, C_3, ~q), gde

C_1 = c_1 + ln 2, C_2 = c_2, C_3 = (c_3 + 1)d, ~q = q^{1+[ln d]}.

Dokazatel~stvo lemmy vpolne analogiqno dokazatel~stvam lemmy 18 iz [1, s. 122] i lemmy 7, tam ße, s. 415.

�ti proizvedeniØ stepeneæ lineæno nezavisimy vsledstvie algebraiqeskoæ nezavisimosti f_1(z), . . . , f_m(z). Iz neravenstv (1.8), (1.9) pri dostatoqno bol~xih n sledu¸t neravenstva p ≤ M exp ( ln^{1+ϵ}(|Θ_n|) )

234 V. G. QIRSKI` i |ξ − Θ_n|_v < exp ( −(M − 1 + δ)(exp ln^{1+ε} |Θ_n|) ln^{1+ε} |Θ_n| ) , predstavlØ¸wie soboæ neravenstva (1.4) i (1.5), v kotoryh m zameneno na M . Primenenie teoremy 1 zaverxaet dokazatel~stvo teoremy 2.

V zakl¸qenie paragrafa privedœm primer toqki ξ, udovletvorØ¸weæ usloviØm dokazannyh teorem. DlØ fftogo dlØ natural~- nyh qisel k, l ≥ 2 poloßim Φ(k, l, K), ravnoæ posledovatel~nomu vozvedeni¸ qisla k v stepen~ lK raz, t.e. k^{k···k} , oboznaqim Φ(K) = Φ(k, l, K) i poloßim

Θ_n = n∑ K=0 (Φ(K))!.

DlØ n ≥ 1 Θ_n ≤ 2(Φ(n))! ≤ exp(Φ(n)(ln(Φ(n))).

DlØ vseh prostyh p ≤ Φ(n + 1) |ξ − Θ_n|_p = |(Φ(n + 1))!|_p.

Dokaßem, qto dlØ vseh prostyh p ≤ exp(ln(exp Φ(n)) ln Φ(n))^2 vypolnØ¸tsØ neravenstva |(Φ(n + 1))!|_p ≤ exp(− exp((Φ(n)) ln Φ(n))^2).

Dokazyvaemoe neravenstvo sleduet iz neravenstva exp ( − Φ(n + 1) ln p p − 1 ) Φ(n + 1) ≤ exp(− exp((Φ(n)) ln Φ(n))^2), kotoroe sleduet iz neravenstva Φ(n + 1) p − 1 − ln Φ(n + 1) > exp((Φ(n)) ln Φ(n))^2),

OBOBWENIE PON˚TI˚ GLOBAL^NOGO SOOTNOXENI˚ 235 kotoroe, v svo¸ oqered~, sleduet iz neravenstva Φ(n + 1) > exp ( (Φ(n)) ln Φ(n))^2 ) (ln Φ(n + 1) + exp((Φ(n)) ln Φ(n))^2)), legko vyteka¸wego iz neravenstva Φ(n + 1) ≥ 2^{2Φ(n)} , pri dostatoqno bol~xih n.

Predloßenie. RØd (1.3) takoæ, qto suwestvuet beskoneqnoe

mnoßestvo natural~nyh qisel n takih, qto dlØ l¸bogo prostogo qisla p, udovletvorØ¸wego usloviØm (1.8) i l¸bogo v|p vypolnØetsØ neravenstvo (1.9), ØvlØetsØ transcendentnym fflementom polØ K_v.

DlØ dokazatel~stva, predpolagaØ protivnoe, rassmotrim otliqnyæ ot nulØ mnogoqlen Q(x) s celymi kofffficientami takoæ, qto Q(ξ) = 0 polØ K_v. Togda

Q(x) = Q^′(ξ)(x − ξ) + Q^{′′}(ξ) 2 (x − ξ)^2 + . . .

i dlØ l¸bogo n vypolnØetsØ ravenstvo:

Q(Θ_n) = −Q^′(ξ)(ξ − Θ_n) + Q^{′′}(ξ) 2 (ξ − Θ_n)^2 + . . . . (2.29) Pust~ C – naibol~xaØ iz absol¸tnyh veliqin kofffficientov mnogoqlena Q(x), a D – stepen~ fftogo mnogoqlena. Togda |Q(Θ_n)| ≤ C2^D(|Θ_n|)^D i, znaqit, |Q(Θ_n)| > (C2^D(|Θ_n|)^D )^{−1}.

Iz (2.29) sleduet, qto esli |ξ − Θ_n|_v < (C2^D(|Θ_n|)^D)^{−1}, (2.30) to ravenstvo Q(ξ) = 0 ne vypolnØetsØ. No pri bol~xih n neravenstvo (2.30) sleduet iz (1.9). Predloßenie dokazano.

236 V. G. QIRSKI`

3. Dokazatel~stvo teorem 3, 4 Lemma 7. Pust~ maksimal~noe koliqestvo lineæno nezavisi-

myh nad K(z) sredi rØdov 1, f_2(z), . . . , f_m(z) ravno maksimal~nomu koliqestvu lineæno nezavisimyh nad K i ravno l, 1 ≤ l ≤ m, ξ – rØd, udovletvorØ¸wiæ usloviØm teoremy 3. Togda rØdy 1, f_2(z), . . . , f_m(z) moßno perenumerovat~ tak, qto poluqennye v rezul~tate rØdy 1, G_2(z), . . . , G_l(z) budut lineæno nezavisimy nad K(z), a ostal~nye moßno predstavit~ v vide

G_j(z) = B_{j,1} + B_{j,2}G_2(z) + B_{j,l}G_l(z), j = l + 1, . . . , m, (3.31) gde B_{j,i} ∈ K, i = 2, . . . , l, j = l + 1, . . . , m. Dokazatel~stvo lemmy oqevidnoe.

RØdy 1, G_{2(z)}, . . . , G_l(z) udovletvorØ¸t vsem usloviØm teoremy 1, pofftomu meßdu 1, G_2(ξ), . . . , G_l(ξ) net lineænyh global~nyh sootnoxeniæ. L¸boe global~noe lineænoe sootnoxenie

~c_1 + ~c_2f_2(ξ) + ~c_mf_m(ξ) = 0

posle togo, kak rØdy 1, f_2(z), . . . , f_m(z) budut perenumerovany, kak v lemme, pereædœt v nekotoroe lineænoe global~noe sootnoxenie c_1 + c_2G_2(ξ) + . . . + c_mG_m(ξ) = 0. (3.32)

Iz ravenstv (3.31) sledu¸t global~nye sootnoxeniØ

G_j(ξ) = B_{j,1} + B_{j,2}G_2(ξ) + B_{j,l}G_l(ξ), j = l + 1, . . . , m, (3.33)

Dokaßem, qto l¸boe sootnoxenie (3.32) predstavlØet soboæ lineænu¸ kombinaci¸ sootnoxeniæ (3.33). Deæstvitel~no, predpolagaØ protivnoe i posledovatel~no iskl¸qaØ iz sootnoxeniØ (3.32) veliqiny B_{j,l}G_l(ξ), j = l + 1, . . . , m, poluqim global~noe lineænoe sootnoxenie

C_1 + C_2G_2(ξ) + . . . + C_lG_l(ξ) = 0,

v kotorom pri nekotorom i, 1 ≤ i ≤ l, C_i ≠ 0, qto protivoreqit dokazannoæ vyxe teoreme 1. Teorema 3 dokazana.

Pereædœm k dokazatel~stvu teoremy 4. Rassmotrim mnoßestvo S_1 minimal~nyh uravneniæ. Soglasno usloviØm teoremy, ih moßno rassmatrivat~, kak predstavlenie starxih qlenov fftih uravneniæ v vide lineænoæ kombinacii s kofffficientami iz

OBOBWENIE PON˚TI˚ GLOBAL^NOGO SOOTNOXENI˚ 237 polØ K fflementov bazisa prostranstva, poroßdœnnogo nad K_z proizvedeniØmi stepeneæ (1.10). PodstavlØØ v nih ξ vmesto z, poluqaem trivial~nye global~nye sootnoxeniØ. Esli ße podstavit~ ξ vmesto z v vyxeupomØnutye fflementy bazisa, to, ispol~zuØ lemmu 6 i teoremu 1, legko dokazat~, qto poluqennye v rezul~tate rØdy ne budut svØzany nikakim lineænym global~- nym sootnoxeniem.

L¸boe global~noe algebraiqeskoe sootnoxenie meßdu f_1(ξ), . . . , f_m(ξ), soglasno skazannomu vyxe, moßno predstavit~, kak lineænoe sootnoxenie nad K meßdu proizvedeniØmi stepeneæ fftih rØdov. Starxiæ qlen fftogo sootnoxeniØ poluqaetsØ v rezul~tate podstanovki ξ vmesto z v nekotoryæ starxiæ qlen algebraiqeskogo uravneniØ, svØzyva¸wego rØdy f_1(z), . . . , f_m(z) nad K(z), inaqe my poluqili by global~noe sootnoxenie meßdu fflementami bazisa, qto nevozmoßno. Soglasno svoæstvu 2 minimal~nyh fflementov, starxiæ qlen fftogo uravneniØ moßno zamenit~ lineænoæ kombinacieæ s kofffficientami iz K qlenov men~- xego porØdka, qto privedœt k global~nomu sootnoxeni¸, starxiæ qlen kotorogo imeet men~xiæ porØdok. ProdolßaØ fftot process, poluqaem, qto ishodnoe global~noe sootnoxenie svoditsØ k rezul~tatu podstanovki ξ vmesto z v algebraiqeskoe sootnoxenie s kofffficientami iz K, svØzyva¸weef_1(z), . . . , f_m(z). Tem samym, teorema 4 dokazana.

Literatura

1. A. B. Xidlovskiæ, Transcendentnye qisla. — Nauka, M. (1987). 2. E. Bombieri, On G-functions. — in: Recent Progress in Analytic Number Theory, 2, London, Academic Press (1981), pp. 1–68.

3. V. G. Qirskiæ, O global~nyh sootnoxeniØh. — Matem. zametki. 48, No. 2 1990, 123–127.

4. V. G. Qirskiæ, O netrivial~nyh global~nyh sootnoxeniØh. — Vestn.

MGU, Ser. 1, Matematika, mehanika No. 5 (1989), 33–36. 5. A. I. Galoqkin, Ob algebraiqeskoæ nezavisimosti znaqeniæ E-funkciæ v

nekotoryh transcendentnyh toqkah. — Vestn. MGU, Ser. 1, Matemati-

ka, mehanika No. 5 (1970), 58–63.

6. V. A. Oleænikov, O nekotoryh svoæstvah algebraiqeski zavisimyh veliqin. — Vestn. MGU, Ser. 1, Matematika, mehanika No. 6 (1962), 11–17.

7. D. Bertrand, V. G. Chirskii, J. Yebbou, Effective estimates for global relations on

Euler-type series. — prinØta k peqati v J. N. Th. Bordeaux.

238 V. G. QIRSKI`

Chirsky V. G. A generalization of the method of global relation. We generalize the notions of global and non-trivial global relations to the case when the the series in the definitions of these relations are evaluated at a point, which is itself a series, well -approximable by algebraics in any non-archimedean local field.

Postupilo 2 marta 2005 g. Moskovskiæ gosudarstvennyæ universitet im. Lomonosova