Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 323, 2005 g.

ı. A. Al~pin, H. D. Ikramov

OB UNITARNOM PODOBII ALGEBR, POROȷDAEMYH PARAMI ORTOPROEKTOROV

1. Kriterii unitarnogo podobiØ kompleksnyh matric

Kak izvestno, vopros ob unitarnom podobii kompleksnyh n × n-matric A i B rexaetsØ klassiqeskoæ teoremoæ Xpehta [1]. Napomnim ee formulirovku. Vyraßenie vida

W (s, t) = s^{m1} t^{n1} s^{m2} t^{n2} · · · s^{mk} t^{nk} , (1)

gde m_1, n_1, . . . , m_k, n_k – celye neotricatel~nye qisla, budem nazyvat~ slovom ot (nekommutiru¸wih) peremennyh s i t.

Pust~ M_n(C) – mnoßestvo kompleksnyh n × n-matric. Esli A ∈ M_n(C), to podstanovka s = A, t = A� v (1) privodit k matrice

W (A, A�) = A^{m1} (A�)^{n1} · · · A^{mk} (A�)^{nk} .

Teorema 1 (Xpeht). Matricy A, B ∈ Mn(C) unitarno podobny

togda i tol~ko togda, kogda

tr W (A, A�) = tr W (B, B�) (2)

dlØ l¸bogo slova W (s, t).

Nazovem qislo m_1 + n_1 + · · · + m_k + n_k dlinoæ slova (1). Teorema Xpehta byla usoverxenstvovana Pirsi [2, 3], kotoryæ prevratil ee v koneqnyæ kriteriæ, dokazav, qto ravenstva (2) dostatoqno proverit~ dlØ slov dliny ne bol~xe 2n^2.

V nedavneæ stat~e [4] rezul~tat Pirsi byl znaqitel~no usilen. Oboznaqim qerez X^k mnoßestvo slov W (s, t) dliny ne bol~- xe k. Poloßim

d_k = dimspan { W (A, A�) | W (s, t) ∈ X^k } . (3)

Togda, oqevidno, 1 = d_0 6 d_1 6 · · ·

Pri fftom, esli

1 = d_0 < d_1 < · · · < d_l = d_{l+1}, (4) 5

6 ı. A. AL^PIN, H. D. IKRAMOV to d_l = d_{l+1} = d_{l+2} = · · · (5) i dim A = d_l, (6)

gde A – algebra, poroßdennaØ matricami A i A�.

Qislo l nazyvaetsØ dlinoæ semeæstva {A, A�}.

Moßno pokazat~ (sm., naprimer, teoremu 5 i ee sledstvie v [5]), qto ravenstva (2) v teoreme Xpehta dostatoqno proverit~ dlØ slov dliny, ne prevoshodØweæ 2l + 2. OqevidnaØ ocenka

l 6 n^2 − 1 (7)

privodit k rezul~tatu Pirsi. Odnako dlØ l moßno dat~ znaqitel~no luqxu¸ ocenku, kotoraØ, kak i (7), zavisit tol~ko ot porØdka n matricy A.

Teorema 2 (Pappasena). l 6 n √ 2n^2 n − 1 + 1 4 + n 2 − 2. (8)

V otliqie ot (7), vyraßenie v pravoæ qasti neravenstva (8) vedet sebØ pri bol~xih n kak √ 2n^{3/2}.

Ocenki (7) i (8) verny dlØ proizvol~noæ matricy A. NakladyvaØ na A te ili inye ograniqeniØ, moßno podqas poluqit~ suwestvenno bolee sil~nye ocenki dlØ l. Iz mnogoqislennyh rezul~tatov takogo roda otmetim sledu¸wiæ (sm. [6]).

Teorema 3. Pust~ A ∈ Mn(C) – matrica s kvadratiqnym mini-

mal~nym mnogoqlenom. Togda

l 6^{{ 2(n − 1), esli n neqetnoe,}

2n − 1, esli n qetnoe. (9) Kak ni horoxa ffta ocenka, vse ße v naihudxem sluqae ona trebuet proverki ≈ 16^n ravenstv tipa (2). Meßdu tem, spravedlivo sledu¸wee utverßdenie (sm. [7, teorema 3]):

Teorema 4. Pust~ A, B ∈ Mn(C) – matricy s kvadratiqnymi

minimal~nymi mnogoqlenami. DlØ ih unitarnogo podobiØ neobhodimo i dostatoqno, qtoby A i B imeli odni i te ße sobstvennye znaqeniØ i odni i te ße singulØrnye qisla.

OB UNITARNOM PODOBII ALGEBR 7 V [7] ravenstvo sobstvennyh znaqeniæ predlagaetsØ ustanavlivat~ proverkoæ n sootnoxeniæ tr(A^i) = tr(B^i), i = 1, . . . , n. (10) Ewe n sootnoxeniæ tr[(AA�)^i] = tr[(BB�)^i], i = 1, . . . , n, (11) garantiru¸t sovpadenie singulØrnyh qisel. Itak, vmesto ≈ 16^n ravenstv tipa (2) dostatoqno proverit~ 2n sootnoxeniæ (10), (11) so slovami, maksimal~naØ dlina kotoryh ravna 2n. My privedem seæqas bolee akkuratnyæ podsqet, pokazyva¸wiæ, qto qislo proverØemyh sootnoxeniæ dlØ sledov moßno sokratit~ do [n/2] + 3. Odnovremenno budet poluqena kanoniqeskaØ forma (otnositel~no unitarnyh podobiæ) dlØ proizvol~noæ matricy s kvadratiqnym minimal~nym mnogoqlenom. Ona obobwaet kanoniqesku¸ formu, predloßennu¸ dlØ kosyh proektorov v [8].

Lemma 1. Pust~ izvestno, qto A ∈ Mn(C) – matrica s kvadra-

tiqnym minimal~nym mnogoqlenom. V takom sluqae dlØ opredeleniØ minimal~nogo i harakteristiqeskogo mnogoqlenov fftoæ matricy dostatoqno treh qisel

trA, tr(A^2) i tr(A^3).

Dokazatel~stvo. Pust~ t^2 − ct − d est~ minimal~nyæ mnogoqlen matricy A. Togda cA + dI_n = A^2, cA^2 + dA = A^3, otkuda

ctrA + dn = tr(A^2), ctr(A^2) + dtrA = tr(A^3). (12) Esli opredelitel~ | | | trA n tr(A^2) trA | | (13) otliqen ot nulØ, to kofffficienty c i d minimal~nogo mnogoqlena odnoznaqno opredelØ¸tsØ iz lineænoæ sistemy (12). Vyqisliv zatem ego korni μ i ν, my opredelim ih kratnosti m i n − m kak sobstvennyh znaqeniæ matricy A iz sootnoxeniØ mμ + (n − m)ν = trA.

8 ı. A. AL^PIN, H. D. IKRAMOV Teper~ i harakteristiqeskiæ mnogoqlen χ(t) opredelen odnoznaqno:

χ(t) = (t − μ)^m(t − ν)^n�^m.

Pust~ teper~ opredelitel~ (13) raven nul¸. V fftom sluqae sootnoxeniØ | | trA n tr(A^2) trA | | = | | trA n ctrA + dn trA | | = n^2 (( trA n )_2 − c ( trA n ) − d )

pokazyva¸t, qto qislo trA/n est~ koren~ minimal~nogo mnogoqlena, t.e. sobstvennoe znaqenie matricy A. �to sobstvennoe znaqenie – edinstvennoe, poskol~ku ravenstvo m ( trA n ) + (n − m)ν = trA

vozmoßno lix~ pri ν = trA/n. Po fftomu edinstvennomu korn¸ i kvadratiqnyæ minimal~nyæ mnogoqlen, i harakteristiqeskiæ mnogoqlen χ(t) opredelØ¸tsØ odnoznaqno.

Napomnim, qto n×n-matrica A nazyvaetsØ unitarno kvazidiagonalizuemoæ, esli posredstvom unitarnogo podobiØ ona moßet byt~ privedena k prØmoæ summe vida A_1 ⊕ · · · ⊕ A_k ⊕ λ_1 ⊕ · · · ⊕ λ_l, 2k + l = n, (14) gde matricy A_i = ( μ_i σ_i 0 ν_i ) , 1 6 i 6 k, (15)

unitarno nediagonalizuemy. Qisla σ_i v (14), bez ograniqeniØ obwnosti, moßno sqitat~ vewestvennymi i poloßitel~nymi.

Izvestno, qto matrica A ∈ M_n(C) s kvadratiqnym minimal~- nym mnogoqlenom unitarno kvazidiagonalizuema (sm., naprimer, [9]). Kvazidiagonal~naØ matrica (14) moßet imet~ dlØ takoæ matricy A tol~ko odnu iz sledu¸wih dvuh form: ( μ σ_1 0 μ ) ⊕ · · · ⊕ ( μ σ_k 0 μ ) ⊕ μ ⊕ · · · ⊕ μ, (16) esli A imeet edinstvennoe sobstvennoe znaqenie μ, i ( μ σ_1 0 ν ) ⊕ · · · ⊕ ( μ σ_k 0 ν ) ⊕ λ_1 ⊕ · · · ⊕ λ_l, (17) λ_j ∈ {μ, ν}, 1 6 j 6 l, pri naliqii dvuh razliqnyh sobstvennyh znaqeniæ μ i ν.

OB UNITARNOM PODOBII ALGEBR 9

Teorema 5. Pust~ A ∈ Mn(C) – matrica s kvadratiqnym mini-

mal~nym mnogoqlenom. Togda qisla

tr(A^i), i = 1, 2, 3, (18)

tr[(AA�)^i], i = 1, 2, . . . , [n/2], (19)

opredelØ¸t kvazidiagonal~nu¸ formu (14), (15) matricy A s toqnost~¸ do perestanovki diagonal~nyh blokov.

Dokazatel~stvo. Po lemme 1, qisla (18) odnoznaqno opredelØ-

¸t sobstvennye znaqeniØ i minimal~nyæ i harakteristiqeskiæ mnogoqleny matricy A. Esli A imeet edinstvennoe sobstvennoe znaqenie μ, to qislo k blokov vtorogo porØdka v matrice (16) ravno koliqestvu nenulevyh singulØrnyh qisel matricy ~A = A − μI, a parametrami σ_1, . . . , σ_k ØvlØ¸tsØ sami ffti singulØrnye qisla. Pri fftom Øsno, qto k 6 [n/2].

Vmesto singulØrnyh qisel σ_1, . . . , σ_k budem rassmatrivat~ ih kvadraty, ØvlØ¸wiesØ nenulevymi sobstvennymi znaqeniØmi matricy ~A ~A�. Kofffficienty normirovannogo mnogoqlena stepeni k s kornØmi σ^2_1, . . . , σ^2_k odnoznaqno nahodØtsØ po qislam

tr[( ~A ~A�)^i], i = 1, 2, . . . , [n/2], (20)

s pomow~¸ formul N~¸tona. OstaetsØ pokazat~, qto sami ffti qisla odnoznaqno opredelØ¸tsØ qislami (19).

Zametim, qto proizvedenie ( ~A ~A�)^i = ((A − μI)(A� − μI))^i raskrytiem skobok i posledovatel~nym primeneniem podstanovok

A^2 = cA + dI, A�^2 = cA� + dI

moßet byt~ preobrazovano v lineænu¸ kombinaci¸ proizvedeniæ vida AA�_{. . . AA}�_{, A}�_{A . . . A}�_{A, AA}�_{A . . . AA}�_{A, A}�_{AA}�_{. . . A}�_{AA}�_, v kotoryh qislo somnoßiteleæ A, kak i qislo somnoßiteleæ A�, ne prevoshodit i. Kak i v [7, razdel 2], moßno pokazat~, qto sledy takih proizvedeniæ sut~ lineænye kombinacii sledov vida (19). �to dokazyvaet teoremu 5 v sluqae, kogda A imeet edinstvennoe sobstvennoe znaqenie.

Pust~ teper~ A imeet dva razliqnyh sobstvennyh znaqeniØ μ i ν. DlØ opredelennosti predpoloßim, qto kratnost~ qisla μ ne

10 ı. A. AL^PIN, H. D. IKRAMOV men~xe kratnosti ν. Sobstvennymi znaqeniØmi matricy ( ~A ~A�)^i ØvlØ¸tsØ na fftot raz qisla |μ − ν|^2 + σ^2_1, 0, . . . , |μ − ν|^2 + σ^2_k, 0, |λ_1 − μ|^2, . . . , |λ_l − μ|^2 (sm. (17)). Koliqestvo nenulevyh qisel v fftoæ posledovatel~nosti ne prevoshodit [n/2]. Mnogoqlen, kornØmi kotorogo ØvlØ¸tsØ ffti qisla, opredelØetsØ, kak i v razobrannom vyxe sluqae, s pomow~¸ qisel (19). Pust~ ego korni naædeny. Rovno k iz nih bol~xe, qem |μ − ν|^2; umen~xiv ih na fftu veliqinu, my opredelim parametry σ^2_1, . . . , σ^2_k. Tem samym budet opredelena matrica (17). Teorema dokazana.

Teper~ sformulirovannyæ vyxe rezul~tat iz [7] moßno utoqnit~ sledu¸wim obrazom.

Teorema 6. Pust~ A, B ∈ Mn(C) – matricy s kvadratiqnymi

minimal~nymi mnogoqlenami. DlØ ih unitarnogo podobiØ neobhodimo i dostatoqno, qtoby

tr(A^i) = tr(B^i), i = 1, 2, 3,

tr[(AA�)^i] = tr[(BB�)^i], i = 1, 2, . . . , [n/2].

Teorema 6 soderßit kak qastnyæ sluqaæ kriteriæ Dßokoviqa dlØ unitarnogo podobiØ kosyh proektorov (sm. [8, teorema 2]). Poskol~ku dlØ proektorov A i B verno A = A^2 = A^3 i B = B^2 = B^3,

to pervye tri usloviØ teoremy svodØtsØ k edinstvennomu ravenstvu trA = trB.

2. Kriterii unitarnogo podobiØ matriqnyh semeæstv

Dva semeæstva A = {A_1, . . . , A_m} i B = {B_1, . . . , B_m} (21) matric iz M_n(C) nazyva¸tsØ unitarno podobnymi, esli suwestvuet unitarnaØ matrica U , takaØ, qto U �_{AiU = Bi, i = 1, . . . , m.} Semeæstvo A = {A_1, . . . , A_m} nazyvaetsØ normal~nym, esli poroßdennaØ im algebra zamknuta otnositel~no matriqnoæ operacii soprØßeniØ.

V [5] dokazan kriteriæ tipa Xpehta dlØ unitarnogo podobiØ dvuh normal~nyh matriqnyh semeæstv.

OB UNITARNOM PODOBII ALGEBR 11

Teorema 7. Normal~nye semeæstva (21) unitarno podobny togda

i tol~ko togda, kogda

tr ([W_2(A)]�W_1(A)) = tr ([W_2(B)]�W_1(B)) . (22)

Zdes~ W_1 i W_2 – proizvol~nye slova ot nekommutiru¸wih peremennyh s_1, . . . , s_m, a W_1(A) i W_2(A) poluqa¸tsØ iz W_1 i W_2 podstanovkoæ s_1 = A_1, . . . , s_m = A_m (analogiqno dlØ W_1(B) i W_2(B)).

Spravedliv i koneqnyæ kriteriæ unitarnogo podobiØ, analogiqnyæ usoverxenstvovannomu kriteri¸ Pirsi. PerenesØ ponØtie dliny na slova ot m nekommutiru¸wih peremennyh, sohranim oboznaqenie X^k dlØ mnoßestva slov dliny ne bol~xe k. SootnoxeniØ (3)–(6) oqevidnym obrazom rasprostranØ¸tsØ na algebru, poroßdennu¸ matricami A_1, . . . , A_m, i privodØt k ponØti¸ dliny semeæstva A = {A_1, . . . , A_m}.

Teorema 8. Normal~nye semeæstva (21) unitarno podobny to-

gda i tol~ko togda, kogda ravenstva (22) vypolnØ¸tsØ dlØ vseh slov W_1, W_2 dliny ne bol~xe l + 1, gde l – dlina semeæstva A = {A_1, . . . , A_m}. �to utverßdenie dokazano v [5].

Prodolßa¸t deæstvovat~ ocenki dlØ l, privedennye v razdele 1. V qastnosti, neravenstva (9) sohranØ¸t silu dlØ algebry A, poroßdennoæ paroæ matric {A_1, A_2} s kvadratiqnymi minimal~- nymi mnogoqlenami. �to znaqit, qto unitarnoe podobie dvuh par takih matric {A_1, A_2} i {B_1, B_2} moßno ustanovit~, proverØØ ravenstva (22) dlØ slov, dlina kotoryh ne prevoshodit 2n.

Prosteæxim primerom matricy s kvadratiqnym minimal~- nym mnogoqlenom ØvlØetsØ proektor (inaqe govorØ, idempotenta), t.e. matrica P takaØ, qto

P^2 = P.

Para proektorov {P, Q} est~ normal~noe semeæstvo, esli P i Q – ortoproektory: P = P �, Q = Q�. V sledu¸wem razdele my pokaßem, qto unitarnoe podobie dvuh par n × n-ortoproektorov {P_1, Q_1} i {P_2, Q_2} moßno proverit~, sliqaØ sledy vsego lix~ n+2 proizvedeniæ, sostavlennyh iz P_1, Q_1 i P_2, Q_2. �to ogromnoe snißenie vyqislitel~noæ raboty, sopostavimoe s tem, kakoe dlØ matric A i B daet teorema 4 (ili teorema 6).

12 ı. A. AL^PIN, H. D. IKRAMOV

3. KanoniqeskaØ forma pary ortoproektorov i ee priloßenie k zadaqe ob unitarnom podobii Pust~ P i Q – ortoproektory v M_n(C). V [8] dokazano sledu- ¸wee utverßdenie.

Teorema 9. Suwestvuet unitarnaØ matrica U ∈ Mn(C), takaØ,

qto matrica ^P = U �P U diagonal~naØ, a matrica ^Q = U �QU bloqno-diagonal~naØ s diagonal~nymi blokami porØdkov 1 i 2. Paru matric { ^P , ^Q} moßno rassmatrivat~ kak prØmu¸ summu par 1×1- i 2×2-matric. Pary 1×1-matric mogut imet~ odnu iz sledu¸wih qetyreh form:

1 1, (23) 1 0, (24) 0 1, (25) 0 0. (26) Pary 2 × 2-matric ime¸t formu ( 1 0 0 0 ) , ( cos^2 t_k cos t_k sin t_k cos t_k sin t_k sin^2 t_k ) , (27) k = 1, 2, . . . , m. Qisla t_1, . . . , t_m v matricah (27) sut~ netrivial~nye (t.e., otliqnye ot nulØ) kanoniqeskie ugly meßdu podprostranstvami L = im P i M = im Q. (28) Napomnim, qto kanoniqeskie ugly ϕ_i(L, M) meßdu podprostranstvami (28) opredelØ¸tsØ sootnoxeniØmi

0 6 ϕ1(L, M) 6 · · · 6 ϕr(L, M) 6^π_2 , cos ϕ_i(L, M) = σ_i(P Q), i = 1, . . . , r, gde σ_i(P Q) sut~ singulØrnye qisla matricy P Q, raspoloßennye v porØdke nevozrastaniØ.

OB UNITARNOM PODOBII ALGEBR 13 Para { ^P , ^Q} nazyvaetsØ kanoniqeskoæ formoæ (otnositel~no unitarnogo podobiØ) ishodnoæ pary proektorov {P, Q}. RazumeetsØ, vozmoßna i drugaØ kanoniqeskaØ forma { ~P , ~Q}, gde diagonal~noæ ØvlØetsØ matrica ~Q, a bloki tipa pravogo bloka v (27) prisutstvu¸t v matrice ~P . My ograniqimsØ ispol~zovani- em formy { ^P , ^Q}. Netrudno videt~, qto qislo par vida (23) v kanoniqeskoæ forme ravno kratnosti l singulØrnogo qisla 1 matricy P Q. Qtoby ukazat~ qislo par tipov (24)–(26), poloßim

p = tr P, q = tr Q.

Togda:

1) esli qislo s = p − l − m poloßitel~no, to v kanoniqeskoæ forme { ^P , ^Q} prisutstvu¸t s par vida (24);

2) esli qislo t = q − l − m poloßitel~no, to v kanoniqeskoæ forme prisutstvu¸t t par vida (25);

3) esli qislo u = n − 2m − l − s − t poloßitel~no, to v kanoniqeskoæ forme prisutstvu¸t u par vida (26).

Iz provedennogo obsußdeniØ kanoniqeskoæ formy vytekaet sledu¸wiæ vyvod.

Teorema 10. Pary n × n-ortoproektorov {P1, Q1} i {P2, Q2} uni-

tarno podobny togda i tol~ko togda, kogda

tr P_1 = tr P_2, tr Q_1 = tr Q_2

i singulØrnye qisla matric P_1Q_1 i P_2Q_2 sovpada¸t.

Kak uße otmeqalos~ v razdele 1, proverka sovpadeniØ singulØrnyh qisel matric P_1Q_1 i P_2Q_2 svoditsØ k proverke n ravenstv

tr(P_1Q_1P_1)^i = tr(P_1Q^2_1P_1)^i = tr(P_2Q^2P_2)^i = tr(P_2Q_2P_2)^i, i = 1, 2, . . . , n, kotorye moßno perepisat~ v ffkvivalentnom vide

tr(P_1Q_1)^i = tr(P_2Q_2)^i.

14 ı. A. AL^PIN, H. D. IKRAMOV

Literatura

1. W. Specht, Zur Theorie der Matrizen. II. — Jahresber. Deutsch. Math.-Verein., 50 (1940), 19–23.

2. C. A. Pearcy, A complete set of unitary invariants for operators generating finite

W^�-algebras of type I. — Pacific J. Math., 12 (1962), 1405–1416.

3. R. Horn, Q. Dßonson, Matriqnyæ analiz. — Mir, M. (1989). 4. C. Pappacena, An upper bound for the length of a finite-dimensional algebra. —

J. Algebra, 197 (1997), 535–545.

5. ı. A. Al~pin, H. D. Ikramov, Ob unitarnom podobii matriqnyh semeæstv. — Matem. zametki, 74 (2003), 815–826.

6. F. T. Gaines, T. J. Laffey, H. M. Shapiro, Pairs of matrices with quadratic min-

imal polynomials. — Linear Algebra Appl., 52/53 (1983), 289–292.

7. A. George, Kh. D. Ikramov, Unitary similarity of matrices with quadratic mini-

mal polynomials. — Linear Algebra Appl., 349 (2002), 11–16.

8. D.^˘Z. Djoković, Unitary similarity of projectors. — Aequationes Math., 42 (1991), 220–224.

9. H. D. Ikramov, KanoniqeskaØ forma Xura unitarno kvazidiagonalizuemoæ matricy. — ȷ. vyqisl. matem. matem. fiz., 37 (1997), 1411–1415.

10. A. Dßordß, H. D. Ikramov, Zameqanie o kanoniqeskoæ forme pary ortoproektorov. — Zap. nauqn. semin. POMI, 309 (2003), 17–22.

Al’pin Yu. A., Ikramov Kh. D. Unitary similarity of algebras generated by pairs of orthoprojectors.

It is shown that the unitary similarity of two matrix algebras generated by pairs of orthoprojectors {P_1, Q_1} and {P_2, Q_2} can be verified by comparing the traces of P_1, Q_1, and (P_1Q_1)^i, i = 1, 2, . . . , n, with those of P_2, Q_2, and (P_2Q_2)^i. The conditions of the unitary similarity of two matrices with quadratic minimal polynomials presented in [A. George and Kh. D. Ikramov, Unitary similarity of matrices with quadratic minimal polynomials. — Linear Algebra Appl., 349 (2002), 11–16] are refined.

Postupilo 6 aprelØ 2005 g. Kazanskiæ gosudarstvennyæ universitet Moskovskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: ikramov@cs.msu.su