Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 323, 2005 g.

ı. A. Al~pin, S. N. Il~in

MATRIQNOE URAVNENIE

AX − Y B = C I SMEȷNYE VOPROSY

1. Vvedenie i vspomogatel~nye rezul~taty

V 1952 g. V. E. Rot opublikoval sledu¸wu¸ teoremu [1]: matriqnoe uravnenie AX − Y B = C imeet rexenie togda i tol~ko

togda, kogda matricy ( A C 0 B ) i ( A 0 0 B ) ffkvivalentny. Dru-

goe dokazatel~stvo teoremy Rota bylo dano v [2], ono pomeweno takße v [3].

Osnovnym rezul~tatom dannoæ stat~i ØvlØetsØ teorema 1, s pomow~¸ kotoroæ daetsØ novoe dokazatel~stvo teoremy Rota, nahoditsØ novyæ kriteriæ razreximosti uravneniØ AX − Y B = C i vyvoditsØ formula ego qastnogo rexeniØ, a takße nahoditsØ naimen~xiæ iz porØdkov kvadratnyh nevyroßdennyh matric, vkl¸qa¸wih proizvol~no fiksirovannu¸ prØmougol~nu¸ matricu v kaqestve podmatricy.

Naxi rassußdeniØ provodØtsØ v terminah skeletnyh razloßeniæ matric i psevdoobratnyh matric. Privedem neobhodimye svedeniØ ob fftih ob¨ektah.

Pust~ M – matrica ranga n > 0. Skeletnym razloßeniem matricy M nazyvaetsØ l¸boe ee predstavlenie v vide proizvedeniØ M = LR, v kotorom n – qislo stolbcov L i qislo strok R. Rangi somnoßiteleæ skeletnogo razloßeniØ neobhodimo ravny n = rg M . My budem pol~zovat~sØ sledu¸wimi prostymi svoæstvami skeletnogo razloßeniØ.

Predloßenie 1. Matrica L (matrica R) moßet slußit~ le-

vym (pravym) somnoßitelem skeletnogo razloßeniØ matricy M togda i tol~ko togda, kogda stolbcy L (stroki R) lineæno nezavisimy, a ih lineænaØ oboloqka sovpadaet s lineænoæ oboloqkoæ stolbcov (strok) matricy M . Esli izvesten levyæ (pravyæ) somnoßitel~ skeletnogo razloßeniØ, to pravyæ (levyæ) somnoßitel~ ØvlØetsØ edinstvennym rexeniem matriqnogo uravneniØ LZ = M (ZR = M ). 15

16 ı. A. AL^PIN, S. N. IL^IN

Spravedlivost~ fftogo predloßeniØ vytekaet iz opredeleniØ skeletnogo razloßeniØ i standartnoæ teorii sistem lineænyh uravneniæ.

Predloßenie 2. Pust~ dano razloßenie M = LR, somnoßite-

li kotorogo udovletvorØ¸t uslovi¸ rg L = rg R = n, gde n – qislo stolbcov L i qislo strok R. Togda rg M = n, to est~ dannoe razloßenie matricy M ØvlØetsØ skeletnym.

Dokazatel~stvo. Qtoby proverit~ ffto utverßdenie, vypixem

dlØ proizvedeniØ LR neravenstva Sil~vestra (sm., napr., [4]):

rg L + rg R − n 6 rg LR 6 min(rg L, rg R).

Podstaviv v ffti neravenstva ukazannye v predloßenii znaqeniØ rangov, poluqim n 6 rg LR 6 n, to est~ rg LR = n.

V sledu¸wih predloßeniØh sobrany svoæstva psevdoobratnyh matric, poleznye dlØ dal~neæxego izloßeniØ.

Predloßenie 3 (sm., napr., [3]).Esli matriqnoe uravnenie AX =

C imeet rexenie, to odnim iz rexeniæ ØvlØetsØ matrica A^+C. Analogiqno, esli uravnenie Y B = C imeet rexenie, to odnim iz rexeniæ ØvlØetsØ matrica CB^+.

Predloßenie 4. Esli M = LR – skeletnoe razloßenie, to

M^+ = R^+L^+, (1)

L = M R^+, R = L^+M, (2)

LL^+ = M M^+, R^+R = M^+M. (3)

Dokazatel~stvo. Ravenstvo (1) moßno naæti v [4], a (2) i (3)

legko vyvodØtsØ iz fflementarnyh svoæstv psevdoobratnyh matric, privedennyh tam ße.

2. OsnovnaØ teorema Teorema 1. Pust~ bloqnaØ matrica M = ( A B C D ) udovletvorØet usloviØm rg (A, B) = rg A + rg B, (4) rg ( A C ) = rg A + rg C. (5)

MATRIQNOE URAVNENIE AX � Y B = C 17 Togda sledu¸wie utverßdeniØ ffkvivalentny: rg M = rg A + rg B + rg C;

uravnenie CX + Y B = D imeet rexenie.

Dokazatel~stvo sostoit iz treh qasteæ.

1. Vnaqale rassmotrim prostoæ sluqaæ, kogda B ili C – nulevaØ podmatrica. Esli B – nulevaØ podmatrica, to, s uqetom (5), utverßdenie teoremy svoditsØ k sledu¸wemu: rg ( A 0 C D ) = rg ( A C ) ⇔ uravnenie CX = D imeet rexenie.

No ono nesomnenno verno. Analogiqno, esli C – nulevaØ podmatrica, to, s uqetom (4), utverßdenie teoremy ravnosil~no sledu¸wemu: rg ( A B 0 D ) = rg (A, B) ⇔ uravnenie Y B = D imeet rexenie.

No i ono oqevidno verno.

2. Teper~ pust~ B i C nenulevye, no A – nulevaØ podmatrica. Fiksiruem skeletnye razloßeniØ

B = B_1B_2, C = C_1C_2 (6)

i rassmotrim matricy M = ( 0 B C D ) , M_1 = ( 0 B_1 C_1 DB^+_2 ) . Netrudno zametit~, qto rg M_1 = rg B_1 + rg C_1 = rg B + rg C. Poskol~ku ( B_1 DB^+_2 ) = ( B D ) B^+_2 , to, oqevidno, lineænaØ oboloqka

stolbcov M_1 soderßitsØ v lineænoæ oboloqke stolbcov M .

Predpoloßim, qto oboloqki stolbcov matric M i M_1 sovpada¸t, to est~ vypolnØetsØ ravenstvo rg M = rg B + rg C. Togda po predloßeni¸ 1 matrica M_1 moßet slußit~ levym somnoßitelem skeletnogo razloßeniØ matricy M , i uravnenie M_1Z = M imeet, i pritom edinstvennoe, rexenie. Razob~em matricu Z na bloki tak, qtoby bylo vozmoßno pobloqnoe umnoßenie matric. Togda uravnenie priobretaet vid ( 0 B_1 C_1 DB^+_2 ) ( Z_{11} Z_{12} Z_{21} Z_{22} ) = ( 0 B C D ) . (7)

18 ı. A. AL^PIN, S. N. IL^IN �to uravnenie ravnosil~no sisteme iz qetyreh uravneniæ B_1Z_{21} = 0, B_1Z_{22} = B,

C_1Z_{11} + DB^+_2 Z_{21} = C,

C_1Z_{12} + DB^+_2 Z_{22} = D.

Rexim fftu sistemu. Poskol~ku stolbcy B_1 lineæno nezavisimy, to Z_{21} = 0. PrinimaØ vo vnimanie ravenstva (6) i predloßenie 1, vidim, qto vtoroe uravnenie imeet rexenie Z_{22} = B_2, a tret~e – rexenie Z_{11} = C_2, Z_{21} = 0. S uqetom poluqennogo ranee znaqeniØ Z_{22} = B_2, qetvertoe uravnenie prinimaet vid C_1Z_{12} + DB^+_2 B_2 = D, ili C_1Z_{12} = D(I − B^+_2 B_2). (8)

Poskol~ku uravnenie (7) imeet rexenie, to i uravnenie (8) imeet (edinstvennoe) rexenie. Soglasno predloßeni¸ 3, ono nahoditsØ po formule Z_{12} = C^+_1 D(I − B^+_2 B_2). PodstavlØØ ego v (8) i ispol~zuØ sootnoxeniØ (3), poluqaem ravenstvo

CC^+D(I − B^+B) + DB^+ B = D.

No ffto ravenstvo oznaqaet, qto uravnenie CX + Y B = D imeet rexenie X = C^+D(I − B^+B), Y = DB^+ .

Teper~ pust~ izvestno, qto uravnenie CX + Y B = D imeet rexenie. Esli X_0, Y_0 – rexenie, to poloßim P = C_2X_0, Q = Y_0B_1. Netrudno proverit~, qto togda spravedlivo razloßenie M = ( 0 B C D ) = ( 0 B_1 C_1 Q ) ( C_2 P 0 B_2 ) . (9)

Rangi somnoßiteleæ v (9) ravny qislu stolbcov pervogo somnoßitelØ i qislu strok vtorogo somnoßitelØ, to est~ oba ravny rg B + rg C. Po predloßeni¸ 2 ffto znaqit, qto razloßenie (9) skeletnoe, priqem

rg M = rg ( 0 B C D ) = rg B + rg C.

3. Rassmotrim ostavxiæsØ sluqaæ, kogda bloki A, B, C nenulevye. Dobavim k spisku (6) skeletnoe razloßenie A = A_1A_2.

MATRIQNOE URAVNENIE AX � Y B = C 19 Naxe rassußdenie budet sledovat~ sheme predyduwego punkta, no teper~ matrica M_1 rasxirØetsØ i priobretaet vid

M_1 = ( A_1 0 B_1 0 C_1 DB^+_2 ) . Bloqnoe stroenie matricy M_1 i uslovie (4) obespeqiva¸t lineænu¸ nezavisimost~ ee stolbcov. Stalo byt~ rg M_1 = rg A + rg B +rg C. Dokaßem, qto lineænaØ oboloqka stolbcov M_1 soderßitsØ v lineænoæ oboloqke stolbcov M . Rassmotrim ravenstvo ( A C ) = ( A_1 0 0 C_1 ) ( A_2 C_2 ) . Ono ØvlØetsØ skeletnym razloßeniem, poskol~ku, soglasno uslovi¸ (5), stroki matricy ( A_2 C_2 ) lineæno nezavisimy, a ih lineænaØ oboloqka oqevidnym obrazom sovpadaet s oboloqkoæ strok ( A C ) . No togda, po predloßeni¸ 1, oboloqka stolbcov ( A_1 0 0 C_1 ) sovpadaet s oboloqkoæ stolbcov ( A C ) , i, kak teper~ Øsno, oboloqka stolbcov M_1 soderßitsØ v oboloqke stolbcov M .

Predpoloßim, qto lineænye oboloqki stolbcov M_1 i M sovpada¸t, a znaqit vypolnØetsØ ravenstvo rg M_1 = rg M = rg A + rg B + rg C. Togda uravnenie M_1Z = M , ili, v bloqnoæ zapisi, ( A_1 0 B_1 0 C_1 DB^+_2 ) Z_{01} Z_{02} Z_{11} Z_{12} Z_{21} Z_{22} = ( A B C D ) , imeet (edinstvennoe) rexenie. Ravnosil~naØ sistema uravneniæ v blokah takova: A_1Z_{01} + B_1Z_{21} = A, A_1Z_{02} + B_1Z_{22} = B,

C_1Z_{11} + DB^+_2 Z_{21} = C,

C_1Z_{12} + DB^+_2 Z_{22} = D.

Nesloßnyæ analiz, podobnyæ provedennomu v punkte 2, daet sledu¸wie znaqeniØ blokov:

Z_{01} = A_2, Z_{21} = 0, Z_{02} = 0, Z_{22} = B_2, Z_{11} = C_2.

20 ı. A. AL^PIN, S. N. IL^IN S uqetom poslednego ravenstva, qetvertoe uravnenie sistemy imeet vid C_1Z_{12} + DB^+_2 B_2 = D. Razreximost~ fftogo uravneniØ vleqet razreximost~ uravneniØ CX + Y B = D toqno tak ße, kak v punkte 2.

Teper~ pust~ izvestno, qto uravnenie CX + Y B = D imeet rexenie X_0, Y_0. Togda verno razloßenie M = ( A B C D ) = ( A_1 0 B_1 0 C_1 Q ) A_2 0 C_2 P 0 B_2 , (10) gde P = C_2X_0, Q = Y_0B_1. Rangi somnoßiteleæ v (10), blagodarØ ih bloqnomu stroeni¸ i usloviØm (4), (5), ravny qislu stolbcov pervogo somnoßitelØ i qislu strok vtorogo somnoßitelØ, to est~ ravny rg A + rg B + rg C. Soglasno predloßeni¸ 2, razloßenie (10) skeletnoe, i

rg M = rg ( 0 B C D ) = rg A + rg B + rg C.

Teorema dokazana.

3. Ob uravnenii CX + Y B = D Predpoloßim, qto nax interes sostoit v rexenii matriqnogo uravneniØ CX + Y B = D. Togda iz dokazatel~stva teoremy 1 moßno izvleq~ sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 2. Matriqnoe uravnenie CX + Y B = D imeet rexenie

togda i tol~ko togda, kogda matricy ( 0 B C D ) i ( 0 B C 0 ) odno-

go ranga. Esli uravnenie CX + Y B = D razreximo, to rexeniem ØvlØ¸tsØ matricy

X = C^+D(I − B^+B), Y = DB^+ . (11)

Dokazatel~stvo. Matrica M = ( A B C D ) , gde A = 0, oqevidno udovletvorØet usloviØm (4), (5) teoremy 1. PrimenØØ teoremu 1

k fftoæ matrice i uqityvaØ, qto rg B + rg C = rg ( 0 B C 0 ) , poluqaem pervoe utverßdenie teoremy 2.

MATRIQNOE URAVNENIE AX � Y B = C 21 Formuly (11) vyvedeny v dokazatel~stve teoremy 1 v predpoloßenii, qto B, C – nenulevye bloki. No oni verny i togda, kogda B = 0 ili C = 0. Deæstvitel~no, v pervom iz fftih sluqaev dlØ uravneniØ CX = D formuly (11) da¸t X = C^+D, Y = 0, a vo vtorom sluqae dlØ uravneniØ Y B = D oni da¸t X = 0, Y = DB^+ , i dokazatel~stvo zaverxaetsØ s ispol~zovaniem predloßeniØ 3.

Otmetim, qto pervoe utverßdenie teoremy 2 sovpadaet (s toqnost~¸ do oboznaqeniæ) s teoremoæ Rota. Formuly (11), vyraßa¸wie qastnoe rexenie v Øvnom vide, po-vidimomu, ne byli izvestny. Soglasno fftim formulam, uravnenie CX + Y B = D razreximo togda i tol~ko togda, kogda

CC^+D(I − B^+B) + DB^+ B = D. (12)

Pridadim kriteri¸ razreximosti bolee simmetriqnyæ vid.

Teorema 3. Uravnenie CX+Y B = D imeet rexenie togda i tol~-

ko togda, kogda (I − CC^+)D(I − B^+B) = 0. (13)

Dokazatel~stvo. �kvivalentnost~ ravenstv (12) i (13) legko

ustanavlivaetsØ neposredstvennoæ proverkoæ.

Dobavim, v zakl¸qenie fftoæ qasti, qto otkryv skobki v levoæ qasti (12) i peregruppirovav qleny, moßno poluqit~ ravenstvo CC^+D + (I − CC^+)DB^+B = D. Takim obrazom, v sluqae razreximosti issleduemogo uravneniØ matricy X = C^+D i Y = (I − CC^+)DB^+, kak i matricy (11), ØvlØ¸tsØ ego rexeniem.

4. Nevyroßdennoe okaæmlenie naimen~xego porØdka

V kaqestve ewe odnogo priloßeniØ teoremy 1 rexim sledu¸- wu¸ zadaqu. Dana m × n-matrica A. Kakov naimen~xiæ porØdok kvadratnoæ nevyroßdennoæ matricy, soderßaweæ A v kaqestve podmatricy? Bez ograniqeniØ obwnosti my moßem iskat~ okaæmlØ¸wu¸ matricu M v vide

M = ( n l m A B k C D ) . (14)

V sluqae m = n otvet 2m−rg A poluqen v [5] s pomow~¸ formuly Frobeniusa dlØ obraweniØ bloqnoæ matricy. V obwem sluqae otvet daet sledu¸waØ

22 ı. A. AL^PIN, S. N. IL^IN

Teorema 4. Naimen~xiæ iz porØdkov kvadratnyh nevyroßdennyh

matric, soderßawih A v kaqestve podmatricy, raven m + n − rg A. Matrica M , opredelennaØ v (14), gde m + k = n + l = m + n − rg A, nevyroßdena togda i tol~ko togda, kogda rg(A, B) = m i rg ( A C ) = n.

Dokazatel~stvo. V sluqae, kogda rg A = min(m, n), naimen~-

xiæ porØdok iskomoæ nevyroßdennoæ matricy, oqevidno, raven max(m, n) = m+n−min(m, n). Takim obrazom, moßno sqitat~, qto rg A < min(m, n). Oqevidno, qto rg (A, B) 6 rg A + l; pofftomu esli l < m − rg A, to rg (A, B) < m, i, vvidu lineænoæ zavisimosti strok podmatricy (A, B), matrica M vyroßdena. Analogiqno,

esli k < n − rg A, to stolbcy podmatricy ( A C ) lineæno zavisimy, qto vleqet vyroßdennost~ M .

Pust~ teper~ l = m − rg A i k = n − rg A. Zametim, qto pri ukazannyh znaqeniØh parametrov k i l matrica M – kvadratnaØ, i ee porØdok raven m + n − rg A. ˚sno, qto dlØ nevyroßdennosti M neobhodimo vypolnenie ravenstv rg (A, B) = m i rg ( A C ) = n i qto bloki B i C, udovletvorØ¸wie trebuemym usloviØm, suwestvu¸t. Togda

m = rg (A, B) 6 rg A + rg B 6 rg A + l = m,

n = rg ( A C ) 6 rg A + rg C 6 rg A + k = n.

Sledovatel~no,

rg (A, B) = rg A + rg B, rg B = l, rg ( A C ) = rg A + rg C, rg C = k.

Kak vidno, matrica M udovletvorØet usloviØm (4), (5) teoremy 1. Matrica B ranga l soderßit l lineæno nezavisimyh strok dliny l, pofftomu dlØ l¸boæ k × l-matricy D uravnenie Y B = D imeet rexenie. Tak kak poslednee uravnenie – qastnyæ sluqaæ uravneniØ CX + Y B = D, to primenØØ teoremu 1, poluqaem

rg M = rg A+rg B+rg C = rg A+(m−rg A)+(n−rg A) = m+n−rg A. (15)

MATRIQNOE URAVNENIE AX � Y B = C 23 My dokazali, qto rang okaæmlØ¸weæ matricy M raven ee porØdku, qto i oznaqaet nevyroßdennost~. Teorema dokazana.

Literatura

1. W. E. Roth, The equations AX � Y B = C and AX � XB = C in matrices. —

Proc. Amer. Math. Soc., 3 (1953), 392–396.

2. H. Flanders, H. K. Wimmer, On matrix equations AX �XB = C and AX �Y B =

C. — SIAM J. Appl. Math., 32 (1977), 707–710.

3. V. V. Prasolov, Zadaqi i teoremy lineænoæ algebry. — Nauka, Fizmatlit, M. (1996).

4. F. R. Gantmaher, TeoriØ matric. — Nauka, M. (1967). 5. V. N. Malozemov, M. F. Monako, A. A. Petrov, Formuly Frobeniusa, Xermana–Morrisona i blizkie voprosy. — ȷ. vyqisl. matem. matem. fiz., 42, No. 10 (2002), 1459–1465.

Al’pin Yu. A., Il’yin S. N. The matrix equation AX − Y B = C and related problems.

The main result of the paper is a theorem, using which a new proof of Roth’s theorem is obtained, a new solvability criterion for the matrix equation AX − Y B = C is proved, a formula for a particular solution of the latter is derived, and the least of the orders of nonsingular matrices containing a given rectangular matrix as a submatrix is determined.

Postupilo 1 i¸nØ 2005 g. Kazanskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: Sergey.Ilyin@ksu.ru