Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 323, 2005 g.

M. Dana, H. D. Ikramov

O KORAZMERNOSTI MNOGOOBRAZI˚ SIMMETRIQNYH MATRIC S KRATNYMI SOBSTVENNYMI ZNAQENI˚MI

1. Vvedenie

Pri fiksirovannom n vyberem sluqaænym obrazom vewestvennye simmetriqnye n × n-matricy B i M , sostavim lineænyæ puqok A(t) = B + tM (1)

i rassmotrim povedenie ego sobstvennyh znaqeniæ λ_1, . . . , λ_n kak funkciæ ot t. Esli prodelat~ takoæ ffksperiment dlØ mnogih par (B, M ), to opredelitsØ sledu¸waØ tipiqnaØ kartina povedeniØ funkciæ λ_i(t): na nekotoryh intervalah izmeneniØ parametra grafiki kakih-to funkciæ, skaßem, λ_j(t) i λ_k(t), kazalos~ by, ustremlØ¸tsØ k toqke pereseqeniØ; odnako pereseqeniØ ne proishodit i grafiki snova otdalØ¸tsØ drug ot druga.

�to Øvlenie ukloneniØ ot stolknoveniæ bylo obnarußeno fizikami na zare kvantovoæ mehaniki. Ego ob¨Øsnenie bylo dano Vignerom i fon Neæmannom. Privedem ffto ob¨Øsnenie, sleduØ knige [1, s. 113–114].

Podhod Vignera i fon Neæmanna osnovan na pripisyvanii razmernosti mnogoobrazi¸ M vewestvennyh simmetriqnyh matric, ime¸wih kratnye sobstvennye znaqeniØ. Takie matricy v fiziqeskoæ literature nazyva¸tsØ vyroßdennymi (degenerate). Otmetim preßde vsego, qto mnoßestvo S vseh vewestvennyh simmetriqnyh n × n-matric est~ lineænoe prostranstvo razmernosti N = n(n + 1)/2. K fftomu neposredstvenno oqevidnomu faktu moßno priæti nestandartnym putem, parametrizuØ matricy iz S posredstvom ih sobstvennyh vektorov i sobstvennyh znaqeniæ. ˚sno, qto v tipiqnom sluqae matrica A ∈ S imeet prostoæ spektr. Postroit~ matricu s prostym spektrom moßno, vybrav proizvol~nye n razliqnyh vewestvennyh qisel λ_1, . . . , λ_n v kaqestve sobstvennyh znaqeniæ i ortonormirovannye vektory 34

O KORAZMERNOSTI MNOGOOBRAZI˚ 35 q_1, . . . , q_n v kaqestve sobstvennyh vektorov. Vybor vektora q_1, uqityvaØ ego normirovannost~, zavisit ot n − 1 stepeneæ svobody; vybor vektora q_2 s uqetom ego normirovannosti i ortogonal~nosti vektoru q_1 – ot n − 2 stepeneæ svobody, i t.d. Obwee qislo stepeneæ svobody v postroenii matricy s prostym spektrom iz S, takim obrazom, ravno

n + (n − 1) + (n − 2) + · · · + 1 = N.

Podsqitaem podobnym ße obrazom qislo stepeneæ svobody pri postroenii matricy A ∈ S, ime¸weæ prostye sobstvennye znaqeniØ λ_1, . . . , λ_n�_2 i dvoænoe sobstvennoe znaqenie λ_n�_1 = λ_n. Vykladki dlØ sobstvennyh vektorov te ße, qto i vyxe, poka my ne doædem do vektora q_n�_2, otveqa¸wego poslednemu prostomu sobstvennomu znaqeni¸ λ_n�_2. Vybor vektora q_n�_2 popreßnemu soderßit dve stepeni svobody; odnako kak tol~ko vektory q_1, . . . , q_n�_2 vybrany, oni odnoznaqno opredelØ¸t dvumernoe sobstvennoe podprostranstvo dlØ λ_n�_1. UqityvaØ, qto qislo razliqnyh sobstvennyh znaqeniæ teper~ ravno n − 1, obwee qislo stepeneæ svobody ravno

(n − 1) + (n − 1) + (n − 2) + · · · + 2 = N − 2.

Itak, dim M = N − 2. (2)

Formula (2) daet prostoe ob¨Øsnenie fenomenu ukloneniØ ot stolknoveniæ. Deæstvitel~no, v prostranstve razmernosti N naugad vybrannoe odnomernoe lineænoe mnogoobrazie (1) v obwem sluqae ne peresekaet mnogoobrazie M razmernosti N −2. Inymi slovami, matricy tipiqnogo puqka (1) ne dolßny imet~ kratnyh sobstvennyh znaqeniæ.

Spravedlivost~ formuly (2) vyzyvaet, odnako, somneniØ, osnovannye na sledu¸wem soobraßenii. Matrica A togda i tol~ko togda imeet kratnoe sobstvennoe znaqenie, kogda raven nul¸ diskriminant disc (A) ee harakteristiqeskogo mnogoqlena. Uslovie disc (A) = 0 (3)

predstavlØet soboæ algebraiqeskoe uravnenie otnositel~no fflementov a_{11}, . . . , a_{ij}, . . . , a_{nn} matricy A. Buduqi naloßeno na

36 M. DANA, H. D. IKRAMOV S, ffto uslovie v tipiqnom sluqae dolßno snißat~ razmernost~ na edinicu, a ne na dve edinicy, kak trebuet (2).

Popytka razrexit~ ffto protivoreqie predprinØta v [2], gde pokazano, qto korazmernost~ mnogoobraziØ M v prostranstve S ne men~xe dvuh. �to vytekaet iz vaßnogo rezul~tata N. V. Il¸- xeqkina [3], soglasno kotoromu modul~ diskriminanta kompleksnoæ normal~noæ matricy moßet byt~ predstavlen v vide summy kvadratov moduleæ. V [2] ispol~zovana specializaciØ fftogo rezul~tata dlØ vewestvennyh simmetriqnyh matric, priqem v toæ forme, kakaØ eæ pridana B. Parlettom v [4].

Vopros o tom, poqemu korazmernost~ mnogoobraziØ M ravna dvum, a ne bol~xemu qislu, ostalsØ v [2] bez otveta. Meßdu tem ffto otn¸d~ ne prazdnyæ vopros, uqityvaØ qto uße pri n = 3 predstavlenie Il¸xeqkina dlØ diskriminanta disc (A) vkl¸qaet v sebØ 19 slagaemyh, ØvlØ¸wihsØ kvadratami mnogoqlenov ot fflementov a_{ij}. Mnogie iz nih sovpada¸t; tem ne menee, imeetsØ bolee dvuh algebraiqeski nezavisimyh mnogoqlenov.

V nastoØweæ stat~e my obosnovyvaem formulu (2) dlØ razmernosti mnogoobraziØ M v sluqae n = 3. Pri n > 3 rassußdeniØ, v suwnosti, byli by takimi ße, no ih gromozdkost~ vozrosla by proporcional~no koliqestvu slagaemyh v predstavlenii diskriminanta.

V razdele 2 my obsußdaem predstavlenie Il¸xeqkina– Parletta dlØ diskriminanta vewestvennoæ simmetriqnoæ matricy A.

V razdele 3 issleduetsØ struktura mnogoobraziØ M pri n = 3. Vydeleny neprivodimye komponenty fftogo mnogoobraziØ. Pokazano, qto vse oni, za iskl¸qeniem odnoæ, ime¸t korazmernost~ 3. DlØ ostavxeæsØ komponenty L poluqeno opisanie sistemoæ iz treh algebraiqeskih uravneniæ otnositel~no fflementov a_{ij}.

Nakonec, v razdele 4 my dokazyvaem, qto korazmernost~ komponenty L ravna dvum (a ne trem, kak moßno bylo by oßidat~).

2. Diskriminant simmetriqnoæ matricy

Pust~ A – matrica porØdka n s sobstvennymi znaqeniØmi λ_1, . . . , λ_n. Diskriminant disc (A) fftoæ matricy opredelim kak rezul~tant Sil~vestra ee harakteristiqeskogo mnogoqlena p(λ),

O KORAZMERNOSTI MNOGOOBRAZI˚ 37 t.e. formuloæ disc (A) = ∏ i<j (λ_i − λ_j )^2. (4)

Buduqi simmetriqeskoæ funkcieæ ot λ_1, . . . , λ_n, diskriminant (4) ØvlØetsØ racional~nym vyraßeniem ot kofffficientov mnogoqlena p(λ), t.e., v koneqnom sqete, ot fflementov matricy A. OkazyvaetsØ, qto disc (A) moßno vyqislit~, ne nahodØ p(λ), a imenno kak opredelitel~ nekotoroæ matricy, stroØweæsØ racional~no neposredstvenno po A.

Pust~ Ã – matrica s fflementami

ã_{ij} = tr (A^{i+j}�^2), i, j = 1, 2, . . . , n.

Lemma 1 (Parlett). Spravedlivo ravenstvo

disc (A) = det Ã. (5)

V prostranstve M_n(C) kompleksnyh n × n-matric fiksiruem bazis, sostoØwiæ iz matriqnyh edinic E_{ij}. Simvol vec(B) budet oboznaqat~ stolbec razmernosti n^2, sostavlennyæ iz koordinat matricy B ∈ M_n(C) v fftom bazise (inaqe govorØ, sostavlennyæ iz fflementov matricy B). Postroim dve matricy razmera n^2 ×n:

O_A = [vec(I) vec(A) vec(A^2) · · · vec(A^n�^1)],

O_AT = [vec(I) vec(A^T ) vec((A^T )^2) · · · vec((A^T )^n�^1)].

Iz opredeleniØ matricy Ã vytekaet ravenstvo

Ã = (O_{AT} )^T O_A.

PrimenØØ teoremu Bine–Koxi i ispol~zuØ (5), poluqaem

disc (A) = ∑ σ det[O_AT (σ)] det[O_A(σ)], (6)

gde summirovanie proishodit po vozrasta¸wim posledovatel~- nostØm σ, sostoØwim iz n fflementov mnoßestva {1, 2, . . . , n^2}.

Ot rassmotreniØ proizvol~nyh kompleksnyh matric pereædem k vewestvennomu simmetriqnomu sluqa¸. Budem interpretirovat~ S kak N -mernoe podprostranstvo evklidova prostranstva

38 M. DANA, H. D. IKRAMOV M_n(R), gde skalØrnoe proizvedenie n × n-matric X i Y zadaetsØ pravilom

(X, Y ) = tr(Y^T X) = n∑ i,j=1 x_{ij}y_{ij} . Ortogonal~nym dopolneniem k S ØvlØetsØ podprostranstvo K kososimmetriqnyh matric.

Fiksiruem v S ortonormirovannyæ bazis, sostoØwiæ iz matriqnyh edinic E_{ii} (i = 1, . . . , n) i matric E^+_{ij} (i < j), gde

E^+_{ij} = 1 √ 2 (E_{ij} + E_{ji}). Koordinaty matricy A ∈ S v fftom bazise sut~ fflementy ee verhnego treugol~nika, priqem naddiagonal~nye fflementy berutsØ s kofffficientom √ 2. Stolbec vec(A), kak i ran~xe, sostavlØetsØ iz koordinat matricy A i imeet teper~ razmernost~ N , pofftomu O_A – matrica razmera N × n. Tak, pri n = 3 poluqaem

O_A =

1 a_{11} a^{(2)}_{11} 0 √ 2a_{12} √ 2a^{(2)}_{12} 1 a_{22} a^{(2)}_{22} 0 √ 2a_{13} √ 2a^{(2)}_{13} 0 √ 2a_{23} √ 2a^{(2)}_{23} 1 a_{33} a^{(2)}_{33}

. (7)

Zdes~ prinØt obhod poziciæ verhnego treugol~nika po stolbcam i qerez a^{(2)}_{ij} oboznaqeny fflementy matricy A^2.

Poskol~ku A^T = A, matrica O_AT sovpadaet s matriceæ O_A. Formula (6) prinimaet vid

disc (A) = det(O^T_AO_A) = ∑ σ [det O_A(σ)]^2. (8)

�to i est~ iskomoe predstavlenie diskriminanta v vide summy kvadratov. Formal~no summa sostoit iz (_N n ) slagaemyh, odnako b&ol~xaØ qast~ iz nih, a imenno (_M n ) slagaemyh, gde M = n(n − 1)/2, ravny nul¸. Deæstvitel~no, esli ni odin indeks posledovatel~nosti σ ne sootvetstvuet diagonal~nym poziciØm, to pervyæ stolbec podmatricy O_A(σ) nulevoæ. V rassmotrennom vyxe primere takova posledovatel~nost~ {2, 4, 5}.

O KORAZMERNOSTI MNOGOOBRAZI˚ 39 Sredi nenulevyh slagaemyh summy (8) mnogie sovpada¸t (a sootvetstvu¸wie minory matricy O_A sovpada¸t s toqnost~¸ do znaka). Tak, pri n = 3 qislo nenulevyh slagaemyh v (8) ravno ( 6 3 ) − ( 3 3 ) = 19,

razliqnyh ße slagaemyh tol~ko 10.

3. Sistema algebraiqeskih uravneniæ, zada¸waØ mnogoobrazie M

V fftom i sledu¸wem razdelah my rassmatrivaem lix~ vewestvennye simmetriqnye matricy porØdka 3. Zapixem taku¸ matricu A v vide A = x u w u y v w v z . Togda

A^2 = x^2 + u^2 + w^2 (x + y)u + vw (x + z)w + uv

(x + y)u + vw y^2 + u^2 + v^2 (y + z)v + uw

(x + z)w + uv (y + z)v + uw z^2 + v^2 + w^2 .

DevØtnadcat~ nenulevyh minorov, prisutstvu¸wih v pravoæ qasti formuly (8), moßno razbit~ na tri gruppy: devØt~ minorov s edinstvennoæ ediniceæ v pervom stolbce; stol~ko ße minorov, u kotoryh v pervom stolbce stoØt dve edinicy; nakonec, edinstvennyæ minor s tremØ edinicami v pervom stolbce. Esli ignorirovat~ skalØrnye mnoßiteli, to sredi minorov pervoæ gruppy razliqny lix~ tri:

f_1 = | | | | | | 1 a_{11} a^{(2)}_{11} 0 a_{12} a^{(2)}_{12} 0 a_{13} a^{(2)}_{13}

| | | | | | = | | | | u (x + y)u + vw w (x + z)w + uv | | | | = uw(z − y) + v(u^2 − w^2),

f_2 = | | | | | | 1 a_{11} a^{(2)}_{11} 0 a_{12} a^{(2)}_{12} 0 a_{23} a^{(2)}_{23}

| | | | | | = | | | | u (x + y)u + vw v (y + z)v + uw | | | | = uv(z − x) + w(u^2 − v^2)

40 M. DANA, H. D. IKRAMOV i f_3 = | | | | | | 1 a_{11} a^{(2)}_{11} 0 a_{13} a^{(2)}_{13} 0 a_{23} a^{(2)}_{23}

| | | | | | = | | | | w (x + z)w + uv v (y + z)v + uw | | | | = vw(y − x) + u(w^2 − v^2).

Oni otveqa¸t perestanovkam σ, ravnym sootvetstvenno (1, 2, 4), (1, 2, 5) i (1, 4, 5).

Oboznaqim qerez f_4, f_5, . . . , f_{12} mnogoqleny, sootvetstvu¸wie nenulevym minoram vtoroæ gruppy (my budem ignorirovat~ skalØrnyæ mnoßitel~ √ 2, prisutstvu¸wiæ v fftih minorah). Edinstvennyæ nenulevoæ minor tret~eæ gruppy oboznaqim qerez f_{13}. Togda sistema uravneniæ

f_1 = 0, f_2 = 0, . . . , f_{13} = 0 (9)

daet opisanie mnoßestva M kak algebraiqeskogo mnogoobraziØ v vewestvennom prostranstve peremennyh x, y, z, u, v, w.

Legko videt~, qto mnogoobrazie M privodimo. Esli, naprimer, u = w = 0, to A prinimaet bloqno-diagonal~nyæ vid A = x ⊕ ( y v v z )

i ravenstvo (3) ffkvivalentno trebovani¸, qtoby qislo x bylo sobstvennym znaqeniem matricy ( y v v z )

libo qtoby sobstvennye znaqeniØ fftoæ matricy byli odinakovy. V pervom sluqae my imeem

x^2 − (y + z)x + yz − v^2 = 0,

vo vtorom – sistemu usloviæ v = 0, y = z. Takim obrazom, M soderßit podmnogoobrazie N_1 korazmernosti tri, opisyvaemoe sistemoæ uravneniæ

u = 0, w = 0, [x^2 − (y + z)x + yz − v^2][v^2 + (y − z)^2] = 0 (10)

O KORAZMERNOSTI MNOGOOBRAZI˚ 41 i oqevidnym obrazom raspada¸weesØ v summu dvuh neprivodimyh mnogoobraziæ. Dva drugih podmnogoobraziØ analogiqnogo tipa N_2 i N_3 opisyva¸tsØ sistemami

v = 0, w = 0, [z^2 − (x + y)z + xy − u^2][u^2 + (x − y)^2] = 0 (11) i u = 0, v = 0, [y^2 − (x + z)y + xz − w^2][w^2 + (x − z)^2] = 0. (12)

Rassmotrim teper~ mnogoobrazie

P = M \(N_1 ∪ N_2 ∪ N_3).

Pokaßem, qto ego ishodnoe opisanie posredstvom sistemy (9) moßno reducirovat~ k sisteme iz treh uravneniæ

f_1 = 0, f_2 = 0, f_3 = 0. (13)

Bolee toqno, my dokaßem sledu¸wee: esli opredelit~ mnogoobrazie K kak mnoßestvo rexeniæ sistemy (13) i poloßit~

L = K \(N_1 ∪ N_2 ∪ N_3),

to na mnogoobrazii L vse mnogoqleny f_4, f_5, . . . , f_{13} obrawa¸tsØ v nul~. Tem samym L = P.

Utverßdenie f|L = 0 dokazyvaetsØ odnotipnym obrazom dlØ vseh minorov vtoroæ gruppy. My provedem dokazatel~stvo dlØ mnogoqlena

f_4 =

| | | | | | | | |

1 a_{11} a^{(2)}_{11}

0 a_{12} a^{(2)}_{12}

1 a_{22} a^{(2)}_{22}

| | | | | | | | | = | | | | | | | |

1 x x^2 + u^2 + w^2 0 u xu + yu + vw 1 y y^2 + u^2 + v^2

| | | | | | | | =

u(z − x)(y − z) + u(u^2 − v^2) + vw(z − x). Rassmotrim proizvedenie

wf_4 = uw(z − x)(y − z) + uw(u^2 − v^2) + vw^2(z − x). (14)

Poskol~ku f_1 = 0 v toqkah mnogoobraziØ L, to

uw(y − z) = v(u^2 − w^2).

42 M. DANA, H. D. IKRAMOV Podstanovka fftogo sootnoxeniØ v (14) daœt

wf_4 = u[(z − x)uv + w(u^2 − v^2)] = uf_2 = 0

dlØ toqek iz L. Ots¸da sleduet, qto

f_4 = 0 (15)

v toqkah iz L, dlØ kotoryh w ≠ 0. Poskol~ku L ne vloßeno v podprostranstva (10) i (11), vsØkaØ toqka iz L s nulevoæ koordinatoæ w ØvlØetsØ predelom posledovatel~nosti toqek iz L s w ≠ 0. Pofftomu ravenstvo (15) vypolnØetsØ na vsœm mnogoobrazii L.

Pokaßem teper~, qto mnogoqlen

f_{19} =

| | | | | | | | |

1 a_{11} a^{(2)}_{11}

1 a_{22} a^{(2)}_{22}

1 a_{33} a^{(2)}_{33}

| | | | | | | | | = | | | | | | | |

1 x x^2 + u^2 + w^2

1 y y^2 + u^2 + v^2

1 z z^2 + v^2 + w^2

| | | | | | | | =

(y − x)(z − x)(z − y) + x(u^2 − w^2) + y(v^2 − u^2) + z(w^2 − v^2)

takße obrawaetsØ v nul~ na mnogoobrazii L. S fftoæ cel~¸ rassmotrim proizvedenie uwf_{19} = uw(y −x)(z −x)(z −y)+uw[(y −x)(v^2 −u^2)−(z −x)(v^2 −w^2)] = uw(y − x)(z − x)(z − y) + u(y − x)w(v^2 − u^2) − w(z − x)u(v^2 − w^2). (16) Poskol~ku f_2 = 0 i f_3 = 0 v toqkah mnogoobraziØ L, to

w(v^2 − u^2) = uv(z − x) i u(v^2 − w^2) = vw(y − x).

PodstavlØØ ffti sootnoxeniØ v (16), poluqaem

uwf_{19} = (y − x)(z − x)[uw(z − y) + u^2v − vw^2] = (y − x)(z − x)f_1 = 0

dlØ toqek iz L. Tem samym

f_{19} = 0 (17)

O KORAZMERNOSTI MNOGOOBRAZI˚ 43 v toqkah iz L, dlØ kotoryh uw ≠ 0. Ots¸da, kak i vyxe, vyvodim, qto, v deæstvitel~nosti, (17) vypolnØetsØ na vsem mnogoobrazii L.

Podvedem itog provedennomu analizu. My pokazali, qto

M = L ∪ N_1 ∪ N_2 ∪ N_3,

gde kaßdoe iz podmnogoobraziæ N_1, N_2 i N_3 imeet korazmernost~ tri. DlØ podmnogoobraziØ L poluqeno opisanie sistemoæ uravneniæ (13). V sledu¸wem razdele my dokaßem, qto

codim L = 2.

4. Korazmernost~ mnogoobraziØ L Mnogoqleny f_1, f_2 i f_3 ot xesti peremennyh x, y, z, u, v, w odnorodny, priqem nikakie dva iz nih ne soderßat odinakovyh odnoqlenov. Ots¸da sleduet, qto f_1, f_2, f_3 lineæno nezavisimy kak fflementy lineænogo prostranstva R[x, y, z, u, v, w]. Oni nezavisimy i funkcional~no, poskol~ku v matrice ˚kobi

∂ (f_1f_2f_3) ∂ (xyzuvw) (18)

est~ minory porØdka 3, ne obrawa¸wiesØ v nul~ toßdestvenno. Tak,

∂ (f_1f_2f_3) ∂ (xyu) = uvw[vw(y − x) + u(w^2 − v^2)] = uvwf_3 (19)

est~ netrivial~nyæ mnogoqlen ot peremennyh x, y, u, v, w.

Zametim, odnako, qto minor (19) obrawaetsØ v nul~ v toqkah mnogoobraziØ L. �to ne sluqaæno; v deæstvitel~nosti, matrica ˚kobi (18) imeet na vsœm L rang, ne prevoshodØwiæ dvuh.

Lemma 2. Mnogoqleny f1, f2 i f3 udovletvorØ¸t sootnoxeni¸

vf_1 − wf_2 + uf_3 = 0. (20)

�to utverßdenie proverØetsØ podstanovkoæ vyraßeniæ dlØ f_1, f_2 i f_3 v levu¸ qast~ sootnoxeniØ (20).

44 M. DANA, H. D. IKRAMOV

Teorema 1. Vse minory porØdka 3 v matrice ˚kobi (18) obrawa-

¸tsØ v nul~ v toqkah mnogoobraziØ L.

Dokazatel~stvo. Dvadcat~ minorov porØdka 3, soderßawihsØ v

matrice (18), razob~em na qetyre gruppy. PervaØ gruppa sostoit iz edinstvennogo minora

∂ (f_1f_2f_3) ∂ (xyz) = | | | | | | | |

0 −uw uw −uv 0 uv −vw vw 0

| | | | | | | | .

�tot opredelitel~ oqevidnym obrazom raven nul¸, priqem dlØ takogo vyvoda sootnoxenie (20) ne nußno.

DevØt~ minorov vtoroæ gruppy predstavlØ¸t soboæ funkcional~nye opredeliteli vida

∂ (f_1f_2f_3) ∂ (t_1t_2t_3)

, (21)

gde dve iz peremennyh t_1, t_2, t_3 prinadleßat gruppe (x, y, z), a tret~Ø – gruppe (u, v, w). Utverßdenie teoremy proverØetsØ odnim i tem ße sposobom dlØ vseh devØti minorov. DlØ opredelennosti, snova rassmotrim minor

∂ (f_1f_2f_3) ∂ (xyu) . (22)

DifferenciruØ (20) sootvetstvenno po x, y i u, nahodim

v(f_1)^0_x − w(f_2)^0_x + u(f_3)^0_x = 0, (23)

v(f_1)^0_y − w(f_2)^0_y + u(f_3)^0_y = 0, (24)

v(f_1)^0_u − w(f_2)^0_u + u(f_3)^0_u + f_3 = 0. (25)

V toqkah mnogoobraziØ L ravenstvo (25) prinimaet vid

v(f_1)^0_u − w(f_2)^0_u + u(f_3)^0_u = 0, (26)

poskol~ku f_3 = 0 na L. Esli hotØ by odna iz koordinat u, v, w otliqna ot nulØ, to sootnoxeniØ (23), (24) i (26) oznaqa¸t lineænu¸ zavisimost~ strok opredelitelØ (22). No i v toqkah,

O KORAZMERNOSTI MNOGOOBRAZI˚ 45 gde u = v = w = 0 (esli takie toqki na mnogoobrazii L ime¸tsØ), minor (22) raven nul¸ po nepreryvnosti. Kak i v predyduwem razdele, rassußdenie po nepreryvnosti osnovano na tom obstoØtel~stve, qto L ne vloßeno ni v odno iz podprostranstv (10)–(12).

DevØt~ minorov tret~eæ gruppy sut~ opredeliteli vida (21), gde lix~ odna iz peremennyh t_1, t_2, t_3 prinadleßit gruppe (x, y, z), a dve ostal~nyh – gruppe (u, v, w). I zdes~ rassußdeniØ odnotipny dlØ vseh devØti minorov. DlØ opredelennosti, rassmotrim opredelitel~

∂ (f_1f_2f_3) ∂ (xuv) . (27)

Po-preßnemu vypolnØ¸tsØ ravenstva (23) i (25), a v toqkah mnogoobraziØ L spravedlivo (26). DifferenciruØ (20) po peremennoæ v, imeem

v(f_1)^0_v − w(f_2)^0_v + u(f_3)^0_v + f_1 = 0.

V toqkah iz L ffto ravenstvo prinimaet vid

v(f_1)^0_v − w(f_2)^0_v + u(f_3)^0_v = 0. (28)

SootnoxeniØ (23), (26) i (28) oznaqa¸t, qto opredelitel~ (27) raven nul¸ v toqkah iz L, gde hotØ by odna iz koordinat u, v, w otliqna ot nulØ. V deæstvitel~nosti, fftot opredelitel~ obrawaetsØ v nul~ toßdestvenno na L, qto, kak i vyxe, obosnovyvaetsØ soobraßeniØmi nepreryvnosti.

QetvertaØ gruppa soderßit edinstvennyæ minor

∂ (f_1f_2f_3) ∂ (uvw) . (29)

PrisoedinØØ k (26) i (28) sootnoxenie

v(f_1)^0_w − w(f_2)^0_w + u(f_3)^0_w − f_2 = 0,

poluqaemoe differencirovaniem ravenstva (20) po w, i uqityvaØ, qto f_2 = 0 v toqkah iz L, preßnim obrazom vyvodim, qto minor (29) raven nul¸ toßdestvenno na L. Teorema dokazana. �

46 M. DANA, H. D. IKRAMOV

Sledstvie 1. Korazmernost~ mnogoobraziØ L ne prevoshodit

dvuh.

Deæstvitel~no, teorema oznaqaet, qto razmernost~ kasatel~- nogo prostranstva v l¸boæ toqke iz L ne prevoshodit dvuh.

Sledstvie 2. codim L = 2.

Dokazatel~stvo. Dostatoqno pokazat~, qto kasatel~nye vekto-

ry ( (f_1)^0_x, (f_1)^0_y, (f_1)^0_z, (f_1)^0_u, (f_1)^0_v, (f_1)^0_w ) i ( (f_2)^0_x, (f_2)^0_y, (f_2)^0_z, (f_2)^0_u, (f_2)^0_v, (f_2)^0_w ) lineæno nezavisimy hotØ by v nekotoryh toqkah iz L. Imeem

∂ (f_1f_2) ∂ (xy) = | | | | | 0 −uw −uv 0

| | | | | = −u^2vw. �tot opredelitel~ otliqen ot nulØ v toqkah, gde uvw ≠ 0, obrazu¸wih otkrytoe (v topologii Zarisskogo) plotnoe podmnoßestvo v L. Ots¸da vytekaet spravedlivost~ sledstviØ. �

Literatura

1. P. Lax, Linear Algebra. — Wiley, New York (1997).

2. H. D. Ikramov, O razmernosti mnogoobraziØ simmetriqnyh matric s

kratnymi sobstvennymi znaqeniØmi. — ȷ. vyqisl. matem. matem. fiz., 44 (2004), 963–967.

3. N. V. Il¸xeqkin, Diskriminant harakteristiqeskogo mnogoqlena nor-

mal~noæ matricy. — Mat. zametki, 51 (1992), 16–23.

4. B. N. Parlett, The (matrix) discriminant as a determinant. — Linear Algebra Appl., 355 (2002), 85–101.

Dana M., Ikramov Kh. D. On the codimension of the variety of symmetric matrices with multiple eigenvalues.

According to a result of Wigner and von Neumann, the dimension of the set M

of n × n real symmetric matrices with multiple eigenvalues is equal to N − 2, where N = n(n+1)/2. This value is determined by counting the number of free parameters in the spectral decomposition of a matrix. We show that the same dimension is obtained

if M is interpreted as an algebraic variety.

Postupilo 6 ØnvarØ 2005 g.

Universitet Kurdistana, g. Sanandadß, IslamskaØ Respublika Iran Moskovskiæ gosudarstvennyæ universitet