Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 323, 2005 g.

H. D. Ikramov

O GLAVNYH MINORAH MATRICY S KRATNYM SOBSTVENNYM ZNAQENIEM 1. Pust~ A – kompleksnaØ n × n-matrica s kratnym sobstvennym

znaqeniem λ_0. Ispol~zuØ sdvig B = A − λ_0I, moßno bez ograniqeniØ obwnosti sqitat~, qto λ_0 = 0.

Sobstvennoe znaqenie nul~ matricy A ØvlØetsØ kratnym togda i tol~ko togda, kogda dva mladxih kofffficienta ee harakteristiqeskogo mnogoqlena

ϕ(λ) = λn + a_1λn�^1 + · · · + an�_1λ + an

ravny nul¸. Horoxo izvestno, qto, s toqnost~¸ do znaka, kofffficient an raven opredelitel¸ matricy A, a kofffficient an�1 – summe vseh ee glavnyh minorov porØdka n − 1. Ots¸- da sleduet, qto oba fftih kofffficienta ØvlØ¸tsØ mnogoqlenami (sootvetstvenno stepeni n i n − 1) ot fflementov a_{11}, a_{12}, . . . , ann matricy A. Oboznaqim ih v fftom kaqestve qerez F (a_{11}, . . . , ann) i G(a_{11}, . . . , ann). Itak, interesu¸wiæ nas klass matric moßno opisat~ sistemoæ uravneniæ

F (a_{11}, . . . , ann) = 0, (1)

G(a_{11}, . . . , ann) = 0. (2)

Predpoloßim, qto nul~ ØvlØetsØ poluprostym sobstvennym znaqeniem dlØ A, t.e. ego algebraiqeskaØ kratnost~ k (k ¿ 2) sovpadaet s geometriqeskoæ kratnost~¸, ravnoæ defektu def A. V fftom sluqae vse minory porØdka n−1 v A ravny nul¸. �to verno, v qastnosti, dlØ glavnyh minorov. Takim obrazom, sistema (1)– (2) imeet sledstviem gorazdo bolee sil~nye, qem (2), trebovaniØ ravenstva nul¸ kaßdogo iz glavnyh minorov porØdka n − 1:

Δ_1 = 0, Δ_2 = 0, . . . , Δn = 0. (3)

Podqerknem, qto dlØ spravedlivosti fftogo vyvoda suwestvenna poluprostota nulevogo sobstvennogo znaqeniØ. Naprimer, 47

48 H. D. IKRAMOV 2 × 2-matrica ( 1 1 −1 −1 )

imeet edinstvennoe sobstvennoe znaqenie nul~, no ee diagonal~- nye fflementy otliqny ot nulØ, qto sootvetstvuet defektnosti sobstvennogo znaqeniØ.

Naliqie podobnyh primerov iskl¸qaet vozmoßnost~ vyvoda usloviæ (3) iz sistemy (1)–(2) qisto algebraiqeskim putem bez ispol~zovaniØ informacii o poluprostote sobstvennogo znaqeniØ. Odnako esli suzit~ klass rassmatrivaemyh matric, to takoæ vyvod stanovitsØ vozmoßen. DlØ klassa ffrmitovyh matric on provoditsØ v p. 2 nastoØweæ zametki. O poluprostote sobstvennyh znaqeniæ zdes~ ne prihoditsØ zabotit~sØ – dlØ ffrmitovoæ matricy ona obespeqena avtomatiqeski.

2. Qtoby uprostit~ vykladki, ograniqimsØ razborom sluqaØ

n = 3. Zapixem ffrmitovu matricu A v vide A = x u w u y v w v z , x, y, z ∈ R. Togda

Δ_1 = xy − |u|^2, Δ_2 = xz − |w|^2, Δ_3 = yz − |v|^2. (4)

Dokaßem, dlØ opredelennosti, qto Δ_3 = 0. Poskol~ku l¸boæ iz dvuh ostal~nyh glavnyh minorov moßet byt~ pereveden v poloßenie Δ_3 posredstvom podhodØweæ simmetriqnoæ perestanovki strok i stolbcov, to naxe rassußdenie zaodno ustanovit, qto Δ_1 i Δ_2 takße ravny nul¸.

Predpoloßim protivnoe, t.e. Δ_3 ≠ 0. Uravnenie (1) moßno v naxem sluqae zapisat~ kak xΔ_3 = ϕ(y, z, u, v, w), (5) gde ϕ = |u|^2z + |w|^2y − uvw − uvw. (6) Vyraßenie dlØ x, poluqennoe iz (5), t.e. x = ϕ Δ_3 ,

O GLAVNYH MINORAH 49 podstavim v uravnenie (2), kotoroe dlØ n = 3 prinimaet vid Δ_1 + Δ_2 + Δ_3 = 0.

Imeem (sm. (4)) ϕ Δ_3

(y + z) − |u|^2 − |w|^2 + Δ_3 = 0.

Ispol~zuØ (6) i privodØ podobnye qleny, poluqaem ots¸da ravenstvo |u|^2|v|^2 + |w|^2y^2 − 2Re (uvw)y + |v|^2|w|^2 + |u|^2z^2 − 2Re (uvw)z + Δ^2_3 = 0, ili |uv − yw|^2 + |zu − vw|^2 + Δ^2_3 = 0.

Itak, Δ_3 = 0, vopreki ishodnomu predpoloßeni¸.

Ikramov Kh. D. On the principal minors of a matrix with a multiple eigenvalue.

The property of a Hermitian n × n matrix A that all its principal minors of order n − 1 vanish is shown to be a purely algebraic implication of the fact that the two lowest coefficients of its characteristic polynomial are zero. To prove this assertion, no information on the rank or the eigenvalues of A is required.

Postupilo 6 aprelØ 2005 g. Moskovskiæ gosudarstvennyæ universitet

E-mail: ikramov@cs.msu.su