Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 323, 2005 g.

H. D. Ikramov, A. M. Nazari

O SPEKTRAL^NOM RASSTO˚NII OT NORMAL^NO` MATRICY DO MNOȷESTVA MATRIC S KRATNYM SOBSTVENNYM ZNAQENIEM NUL^ 1. Pust~ Mn(C) – mnoßestvo kompleksnyh n×n-matric (n ¿ 2), a

L – ego podmnoßestvo, sostoØwee iz matric s kratnym sobstvennym znaqeniem nul~. Sopostavim matrice A ∈ M_n(C) matricu udvoennogo porØdka

P (γ) = ( A γI_n 0 A ) , zavisØwu¸ ot vewestvennogo parametra γ. DlØ spektral~nogo rasstoØniØ ρ_2(A, L) ot matricy A do mnoßestva L v [1] poluqena formula ρ_2(A, L) = max_γ¿_0 σ_{2n}�_1(P (γ)). (1)

Zdes~ σ_{2n}�_1(P (γ)) est~ predposlednee singulØrnoe qislo matricy P (γ) pri uporØdoqenii singulØrnyh qisel po ubyvani¸.

Pust~ teper~ A ∈ M_n(C) – normal~naØ matrica s sobstvennymi znaqeniØmi λ_1, . . . , λ_n, pronumerovannymi tak, qto |λ_1| ¿ |λ_2| ¿ . . . ¿ |λ_n|. V [2] pokazano, qto

ρ_2(A, L) = ( |λ_n�_1|^2 + |λ_n|^2 2 )_{1/2} . (2)

Dokazatel~stvo fftogo sootnoxeniØ v [2] osnovano na ispol~zovanii formuly (1).

Nakonec, v [3] ukazany Øvnye formuly dlØ vyqisleniØ matricy B = A + Δ ∈ L, blißaæxeæ (v smysle spektral~noæ normy) k normal~noæ matrice A. Primeqatel~no v fftih formulah to, qto matrica-popravka Δ opredelØetsØ dvumØ mladximi sobstvennymi znaqeniØmi matricy A (t.e. qislami λ_n�_1 i λ_n) i 50

O SPEKTRAL^NOM RASSTO˚NII 51 sootvetstvu¸wimi sobstvennymi vektorami q_n�_1 i q_n. �to oznaqaet, vo-pervyh, qto zadaqa priblißeniØ normal~noæ matricy matriceæ iz L po-suwestvu ØvlØetsØ dvumernoæ, i, vo-vtoryh, qto formula (2), vozmoßno, dopuskaet fflementarnyæ vyvod. Dokazatel~stvo v [2], ispol~zu¸wee netrivial~nu¸ formulu (1), nikak nel~zØ priznat~ fflementarnym.

Cel~ nastoØweæ zametki – predloßit~ iskomoe fflementarnoe dokazatel~stvo, opira¸weesØ lix~ na prosteæxie fakty iz matematiqeskogo analiza.

2. Iz skazannogo vyxe sleduet, qto my moßem ograniqit~sØ

rassmotreniem normal~nyh matric vtorogo porØdka. Poskol~- ku spektral~naØ norma unitarno invariantna, bez ograniqeniØ obwnosti, moßno sqitat~, qto A = ( a 0 0 b ) . (3)

Esli a = b, to s toqnost~¸ do skalØrnogo mnoßitelØ A ØvlØetsØ unitarnoæ matriceæ. Kommentariæ po povodu fftogo sluqaØ sm. niße v p. 3. Vpred~ budem predpolagat~, qto a ≠ b.

DlØ uproweniØ dal~neæxih vykladok my primem ewe dva ograniqeniØ:

1) Sobstvennye znaqeniØ a i b matricy (3) budem sqitat~ vewestvennymi qislami (qto delaet A ffrmitovoæ matriceæ).

2) Blißaæxu¸ k A matricu iz L budem iskat~ sredi vewestvennyh matric B = ( x u v y ) . (4)

Podqerknem, qto ograniqeniØ 1), 2) vvodØtsØ lix~ dlØ tehniqeskogo udobstva. V sluqae kompleksnyh a, b, x, y, u, v my provodili by v suwnosti te ße rassußdeniØ, perehodØ k vewestvennym peremennym v predstavleniØh a = a_1 + ia_2, . . . , v = v_1 + iv_2; odnako qislo peremennyh udvoilos~ by, a vyqisleniØ stali by bolee gromozdkimi.

Prinadleßnost~ k L ffkvivalentna dlØ matricy (4) trebovani¸, qtoby ee sled i opredelitel~ byli ravny nul¸, t.e.

x + y = 0, xy − uv = 0.

52 H. D. IKRAMOV, A. M. NAZARI Ots¸da x^2 + uv = 0. (5) Esli dopustit~, qto u = 0, to, soglasno (5), x = 0 i B = ( 0 0 v 0 ) . ˚sno, qto sredi matric takogo vida blißaæxeæ k A budet nulevaØ matrica, spektral~noe rasstoØnie ot kotoroæ do A ravno max{|a|, |b|}. My uvidim, qto pri |a| ≠ |b| v L ime¸tsØ matricy, bolee blizkie k A.

K analogiqnomu itogu privodit sluqaæ v = 0. Pofftomu v dal~- neæxem sqitaem, qto uv ≠ 0. �to pozvolØet perepisat~ (5) v vide v = − x^2 u i rassmatrivat~ dopustimye matricy iz L kak dvuhparametriqeskoe semeæstvo B = ( x u −^{x2}_u −x ) . (6)

3. Naxa zadaqa sostoit v tom, qtoby vyborom znaqeniæ para-

metrov x i u minimizirovat~ spektral~nu¸ normu (t.e. starxee singulØrnoe qislo) matricy

Δ = B − A = ( x − a u −^{x2}_u −x − b ) . (7)

Vmesto singulØrnyh qisel σ_1, σ_2 (σ_1 ¿ σ_2) matricy (7) udobnee rabotat~ s ih kvadratami λ_1 = σ^2_1 i λ_2 = σ^2. Qisla λ_1 i λ_2 sut~ korni kvadratnogo uravneniØ F (λ, x, u) = λ^2 − χ_1λ + χ_2 = 0, (8) gde χ_1(x, u) = (x − a)^2 + (x + b)^2 + u^2 + x^4 u^2 = a^2 + b^2 + 2x(b − a) + 2x^2 + u^2 + x^4 u^2 , (9)

O SPEKTRAL^NOM RASSTO˚NII 53

χ_2(x, u) = χ_2(x) = [ (a − x)(b + x) + u · x^2 u ]_2 = [ ab + x(a − b) ]_2

= a^2b^2 + 2xab(a − b) + (a − b)^2x^2.

(10)

V toqkah (x, u), gde korni uravneniØ (8) razliqny (t.e. tam, gde F^0_λ(λ, x, u) ≠ 0), ffti korni ØvlØ¸tsØ differenciruemymi funkci- Ømi ot x i u, qastnye proizvodnye kotoryh da¸tsØ vyraßeniØmi

λ^0_x = −

F^0_x F^0_λ

, λ^0_u = −

F^0_u F^0_λ

. (11)

V stacionarnyh toqkah fftih funkciæ imeem F^0_x = 0, F^0_u = 0, (12) ili, uqityvaØ formuly (8)–(10), −(χ_1)^0_xλ + (χ_2)^0_x = 0, (13)

λ(χ_1)^0_u = 0. (14) DlØ interesu¸wih nas stacionarnyh toqek λ ≠ 0. Deæstvitel~no, ravenstvo ‖Δ‖_2 = 0 oznaqalo by, qto A ∈ L. Poslednee vozmoßno lix~ pri a = b = 0. Poskol~ku

(χ_1)^0_u = 2u −

2x^4 u^3 , uravnenie (14) prevrawaetsØ v sootnoxenie u^4 = x^4.

Dva vewestvennyh rexeniØ u = x i u = −x fftogo sootnoxeniØ privodØt k vzaimno transponirovannym matricam (6):

B_1 = ( x x −x −x ) i B_2 = ( x −x x −x ) . Pofftomu dostatoqno rassmatrivat~ odin iz ukazannyh sluqaev. DlØ opredelennosti, budem sqitat~, qto u = x.

54 H. D. IKRAMOV, A. M. NAZARI S uqetom fftogo usloviØ, imeem

(χ_1)^0_x = 2(b − a) + 4x +

4x^3 u^2

= 2(b − a) + 8x,

(χ_2)^0_x = 2ab(a − b) + 2x(a − b)^2.

Netrudno proverit~, qto ffti lineænye funkcii ot x odnovremenno obrawa¸tsØ v nul~ tol~ko pri b = −a, t.e. kogda s toqnost~¸ do skalØrnogo mnoßitelØ A ØvlØetsØ ortogonal~noæ matriceæ. V fftom special~nom sluqae iz teoremy �karta–˚nga (sm. [4]) sleduet, qto ρ_2(A, L) = |a| i ffto rasstoØnie realizuetsØ vyborom v L nulevoæ matricy.

V dal~neæxem my sqitaem, qto (χ_1)^0_x ≠ 0 (inaqe, v silu (13), (χ_2)^0_x = 0, qto vozvrawaet nas k tol~ko qto rassmotrennoæ situacii). Togda iz (13) poluqaem λ = (a − b) ab + x(a − b) 4x + b − a . (15)

PodstavlØØ ffto vyraßenie v (8), prihodim k algebraiqeskomu uravneni¸ otnositel~no x. Poskol~ku starxie qleny vzaimno uniqtoßa¸tsØ, ffto uravnenie imeet tret~¸ (a ne qetvertu¸) stepen~. PrimenØØ k nemu biblioteqnu¸ proceduru factor sistemy Maple, nahodim, qto uravnenie imeet prostoæ koren~ ^x = ab b − a (16)

i dvoænoæ koren~ x_0 = a − b 2 . (17)

Oqevidno, qto korn¸ (16) sootvetstvuet λ = 0 (sm. (15)). Kak uße govorilos~, fftot sluqaæ ne predstavlØet dlØ nas interesa.

Nesloßno proverit~, qto dlØ kornØ (17)

χ_1(x_0, x_0) = a^2 + b^2 i χ_2(x_0) = [ab +

(a − b)^2 2 ]^2 =

(a^2 + b^2)^2 4 .

O SPEKTRAL^NOM RASSTO˚NII 55 Takim obrazom, uslovie razliqiØ korneæ uravneniØ (8) χ^2_1 − 4χ_2 ≠ 0 v toqke (x_0, x_0) naruxeno, a potomu F^0_λ obrawaetsØ v nul~ v toqke (λ_0, x_0, x_0), gde

λ_0 = (a − b) ab + x_0(a − b) 4x_0 + b − a = a^2 + b^2 2 . (18)

Tem samym formuly (11), na kotoryh osnovyvalsØ vyvod uravneniæ (12), utraqiva¸t smysl v toqke (x_0, x_0), a λ_1 i λ_2 kak funkcii ot x i u terØ¸t v fftoæ toqke differenciruemost~. Oqevidno, odnako, qto λ_1 dolßno dostigat~ svoego minimal~nogo znaqeniØ (poskol~ku rasstoØnie ot A do zamknutogo mnoßestva L realizuetsØ nekotoroæ matriceæ iz L) i toqku, gde fftot minimum dostigaetsØ, esli ona ne ØvlØetsØ stacionarnoæ, nußno iskat~ kak raz tam, gde differenciruemost~ utraqivaetsØ. Pofftomu rassmotrim podrobneæ uslovie χ^2_1 = 4χ_2.

Poskol~ku χ_2 samo ØvlØetsØ kvadratom, ffto uslovie ffkvivalentno pare sootnoxeniæ χ_1 = 2χ_3 (19) i χ_1 = −2χ_3, (20) gde χ_3(x) = ab + x(a − b). UqityvaØ (9), imeem χ_1(x, u) − 2χ_3(x) ¿ χ_1(x, x) − 2χ_3(x) =

4x^2 + 2x(b − a) + a^2 + b^2 − 2ab − 2x(a − b) = 4x^2 − 4x(a − b) + (a − b)^2. Minimum kvadratnogo trehqlena v pravoæ qasti dostigaetsØ pri x = x_0 i raven nul¸. Takim obrazom, ravenstvo (19) vozmoßno lix~ v toqkah (x_0, x_0) i (x_0, −x_0).

Analogiqno, χ_1(x, u) + 2χ_3(x) ¿ χ_1(x, x) + 2χ_3(x) =

4x^2 + 2x(b − a) + a^2 + b^2 + 2ab + 2x(a − b) = 4x^2 + (a + b)^2. Takim obrazom, ravenstvo (20) vozmoßno lix~ v uße rassmotrennom sluqae b = −a; pri fftom B est~ nulevaØ matrica.

56 H. D. IKRAMOV, A. M. NAZARI

Podvedem itog. Toqki (x_0, x_0) i (x_0, −x_0) – edinstvennye toqki prostranstva parametrov x, u, gde funkcii λ_1 i λ_2 terØ¸t differenciruemost~. Imenno v fftih toqkah funkciØ λ_1 dostigaet svoego minimal~nogo znaqeniØ, ukazyvaemogo formuloæ (18). Sootvetstvenno, minimum starxego singulØrnogo qisla na mnoßestve matric vida (7) raven ( a^2 + b^2 2 )_{1/2} . �to ne qto inoe, kak formula (2) pri n = 2.

Matricy iz L, blißaæxie k A, ime¸t pri |a| ≠ |b| vid

B_1 = a − b 2 ( 1 1 −1 −1 ) i B_2 = B^T_1 .

Literatura

1. A. N. Malyshev, A formula for the 2-norm distance from a matrix to the set of

matrices with multiple eigenvalues. — Numer. Math., 83 (1999), 443–454.

2. H. D. Ikramov, A. M. Nazari, Ob odnom zameqatel~nom sledstvii formuly Malyxeva. — DAN, 385 (2002), 599–600.

3. H. D. Ikramov, ˚vnye formuly dlØ matricy s kratnym sobstvennym znaqeniem nul~, blißaæxeæ k zadannoæ normal~noæ matrice. — DAN, 398 (2004), 599–601.

4. C. Eckart, G. Young, The approximation of one matrix by another of lower rank.

— Psychometrica, 1 (1936), 211–218.

Ikramov Kh. D., Nazari A. M. On the 2-norm distance from a normal matrix to the set of matrices with a multiple zero eigenvalue.

An elementary proof is given for a formula for the 2-norm distance from a normal matrix A to the set of matrices with a multiple zero eigenvalue. Earlier, the authors obtained this formula as an implication of a nontrivial result due to A. N. Malyshev.

Postupilo 6 ØnvarØ 2005 g. Moskovskiæ gosudarstvennyæ universitet Universitet g. �rak, IslamskaØ Respublika Iran

E-mail: ikramov@cs.msu.su