Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 323, 2005 g.

L. ı. Kolotilina

PSEVDOBLOQNYE USLOVI˚ DIAGONAL^NOGO PREOBLADANI˚

§1. Vvedenie

�ta rabota ØvlØetsØ logiqeskim prodolßeniem stat~i [2], v kotoroæ rassmatrivalas~ problema vyroßdennosti/nevyroßdennosti dlØ matric s diagonal~nym preobladaniem porØdka k, a takße dlØ matric s konturnym diagonal~nym preobladaniem (opredeleniØ sm. v §2). V dannoæ rabote my ispol~zuem nekotorye rezul~taty, poluqennye v [2], i obobwaem ih na sluqaæ bloqnyh matric. Toqnee govorØ, vvodØtsØ ponØtiØ tak nazyvaemogo psevdobloqnogo diagonal~nogo preobladaniØ porØdka k i psevdobloqnogo konturnogo diagonal~nogo preobladaniØ, kotorye obobwa¸t sootvetstvu¸wie toqeqnye ponØtiØ. DlØ matric, udovletvorØ¸wih fftim psevdobloqnym usloviØm, issleduetsØ problema vyroßdennosti/nevyroßdennosti.

V qastnosti, poluqen psevdobloqnyæ analog obobwennoæ teoremy Ostrovskogo–Brauffra (sm. [10] i [2]) dlØ bloqnoæ N × N matricy, sm., sledstviØ 2.4 i 2.5 v §2. Kak budet pokazano, v sluqae bloqnoæ 2 × 2 matricy (N = 2) iz poslednih utverßdeniæ vyteka¸t rezul~taty rabot [5, 6, 8].

Stat~Ø postroena sledu¸wim obrazom. V ostavxeæsØ qasti vvedeniØ my privodim spisok ispol~zuemyh oboznaqeniæ i napominaem nekotorye opredeleniØ i rezul~taty, kotorye potrebu- ¸tsØ v dal~neæxem. V §2 predstavleny novye rezul~taty dlØ matric, oblada¸wih psevdobloqnym diagonal~nym preobladaniem porØdka k i psevdobloqnym konturnym diagonal~nym preobladaniem. V §3 podrobno rassmatrivaetsØ sluqaæ bloqnyh 2 × 2 matric. V zakl¸qitel~nom §4 privedeny nekotorye oblasti lokalizacii sobstvennyh znaqeniæ bloqnyh matric, voznika¸wie iz psevdobloqnyh usloviæ nevyroßdennosti, predstavlennyh v §§2 i 3.

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke grantov RFFI 03-01- 00349 i NX-2268.2003.1. 94

USLOVI˚ DIAGONAL^NOGO PREOBLADANI˚ 95 V stat~e ispol~zu¸tsØ sledu¸wie oboznaqeniØ i opredeleniØ.

• Neravenstva meßdu matricami i vektorami ponima¸tsØ pokomponentno.

• n > 1 – natural~noe qislo, i ⟨n⟩ = {1, . . ., n}.

• I_n – ediniqnaØ matrica porØdka n. • e = [1, . . ., 1]^T – ediniqnyæ vektor. • Pust~ A = (a_{ij}) ∈ C^{n×n} , n > 1, togda

D_A = diag (a_{11}, . . . , a_{nn})

– ffto (toqeqnaØ) diagonal~naØ qast~ matricy A. Esli ße matrica A predstavlena v bloqnom vide kak A = (A_{ij} )^N_{i,j=1}, gde

1 6 N 6 n, to_{ΔA = Diag (A11, . . . , ANN )}

– ffto sootvetstvu¸waØ bloqno diagonal~naØ qast~ A.

• Esli A = (a_{ij} ) ∈ C^{n×n} i J ⊆ ⟨n⟩, to A[J] = (a_{ij} )_{i,j∈J} – ffto glavnaØ podmatrica A, opredelØemaØ indeksnym podmnoßestvom J.

• Esli A ∈ C^{n×n} , n > 1, to ρ(A) – spektral~nyæ radius A, t.e. maksimum moduleæ sobstvennyh znaqeniæ A.

• Matrica sravneniØ ⨁(A) = (m_{ij} ) dlØ A opredelØetsØ sledu- ¸wim standartnym obrazom: m_{ij} = { |a_{ii}|, i = 1, . . ., n, −|a_{ij}|, i ≠ j. • Matrica A = (a_{ij}) ∈ R^{n×n}, n > 1, nazyvaetsØ Z-matriceæ, esli a_{ij} 6 0 dlØ vseh i ≠ j, i, j = 1, . . . , n. • Matrica A = tI_n − B, t > 0, B > 0, nazyvaetsØ M -matriceæ (nevyroßdennoæ M -matriceæ), esli ρ(B) 6 t (ρ(B) < t). • Matrica A ∈ C^{n×n} , n > 1, nazyvaetsØ H-matriceæ (nevyroßdennoæ H-matriceæ), esli ⨁(A) ØvlØetsØ M -matriceæ (nevyroßdennoæ M -matriceæ).

• Matrica A ∈ C^{n×n} , n > 1, imeet slaboe obobwennoe diagonal~noe preobladanie (strogoe obobwennoe diagonal~noe preobladanie) po strokam, esli dlØ nekotorogo poloßitel~nogo vektora

96 L. ı. KOLOTILINA u = (u_i) ∈ C^n spravedlivy (strogie) neravenstva |a_{ii}| u_i > n∑ j=1 i≠j |a_{ij}| u_j, i = 1, . . . , n. (1.1)

• DlØ matricy A = (a_{ij}) = (A_{ij}) ∈ C^{n×n} , n > 1, my vvodim v rassmotrenie sledu¸wie stroqnye i stolbcovye summy:

r_i(A) = ∑_n j=1 |a_{ij}|, r^′_i(A) = r_i(A) − |a_{ii}|, r̃_i(A) = r_i(A − Δ_A), i = 1, . . ., n, i c_j (A) = ∑_n i=1 |a_{ij}|, c^′_j (A) = c_j (A) − |a_{jj}|, c̃_j (A) = c_j (A − Δ_A), i = 1, . . . , n. • Qerez G_A my oboznaqaem orientirovannyæ graf matricy A s mnoßestvom verxin ⟨n⟩ = {1, . . ., n} i mnoßestvom dug E_A = {(i, j) : i, j ∈ ⟨n⟩ & a_{ij} ≠ 0}. • Qerez ∑k(A) = {(i_1, . . . , i_{k+1}) : (i_j , i_{j+1}) ∈ E_A, j = 1, . . . , k}, k > 1, oboznaqaetsØ mnoßestvo vseh puteæ dliny k v grafe G_A. Pri k = 0 my polagaem ∑0(A) = ⟨n⟩. • Pust~ π ∈ ∑_k(A), 0 6 α 6 1 i δ_i > 0, i = 1, . . . , n, – proizvol~- nye poloßitel~nye qisla. Ves puti π opredelØetsØ sledu¸wim obrazom: w_{α, δi} (π) = [ δ^α_{i1} (∏_k j=2 δ_{ij} ) δ^{1−α}_{ik+1} ]_{1/k} , esli k > 1,

w_{α, δi} (π) = δ_i, esli k = 0, π = i.

(1.2)

• Qerez (A) oboznaqaetsØ mnoßestvo vseh prostyh konturov v G_A. Napomnim, qto prostoæ kontur dliny k v G_A – ffto uporØdoqennaØ posledovatel~nost~ γ = (i_1, . . ., i_k, i_{k+1}), gde i_1, . . . , i_k ∈ ⟨n⟩ vse razliqny, i_{k+1} = i_1, i dlØ kaßdogo j = 1, . . . , k v G_A suwestvuet duga iz i_j v i_{j+1}. Mnoßestvo {i_1, . . ., i_k} nazyvaetsØ nositelem

USLOVI˚ DIAGONAL^NOGO PREOBLADANI˚ 97 γ i oboznaqaetsØ qerez γ̄. Dlina kontura γ oboznaqaetsØ qerez |γ|; |γ| = k. • Esli γ = (i_1, . . . , i_k, i_{k+1}) ∈ (A) – prostoæ kontur, to my polagaem Π_γ (A) = a_{i1i2} · · · a_{ik−1 ik} a_{ikik+1} = |γ|∏ j=1 a_{ij ij+1} . Zametim, qto, v sootvetstvii s (1.2), dlØ l¸bogo kontura γ ∈ (A), |γ| > 1, my imeem w_{α, δi} (γ) = ∏ i∈γ̄ δ_i 1/|γ| , (1.3)

tak qto ves kontura ne zavisit ot α.

V §2 nam ponadobØtsØ sledu¸wie standartnye harakterizacii H-matric, kotorye netrudno poluqit~, naprimer, vospol~- zovavxis~ teoremami 6.2.3 i 6.4.6 iz [3].

Lemma 1.1. Pust~ A = DA − R ∈ C^{n×n} , n > 1. Togda A ØvlØetsØ

H-matriceæ (nevyroßdennoæ H-matriceæ) v tom i tol~ko tom sluqae, kogda spravedlivo odno iz sledu¸wih utverßdeniæ:

(i) matrica A obladaet slabym obobwennym diagonal~nym preobladaniem (strogim obobwennym diagonal~nym preobladaniem) po strokam;

(ii) esli D_A nevyroßdena, to ρ(|D^{−1}_A R|) 6 1 (ρ(|D^{−1}_A R|) < 1). Sledu¸waØ teorema daet rexenie problemy vyroßdennosti/nevyroßdennosti dlØ neprivodimyh matric, oblada¸wih slabym obobwennym diagonal~nym preobladaniem, t.e. dlØ neprivodimyh H-matric.

Teorema 1.1 [2, teorema 3.1] (sm. takße [9, teorema 2.4]). Pust~

matrica A = (a_{ij}) ∈ C^{n×n} , n > 1, neprivodima i udovletvorØet neravenstvam (1.1) dlØ nekotorogo poloßitel~nogo vektora u = (u_i). Togda A vyroßdena v tom i tol~ko tom sluqae, kogda vse neravenstva v (1.1) ØvlØ¸tsØ ravenstvami, i vypolneno uslovie

(−1)^{|γ|} Π_γ (A) / ∏ i∈γ̄ a_{ii} > 0 dlØ kaßdogo γ ∈ (A − D_A). (1.4)

98 L. ı. KOLOTILINA

Zameqanie 1.1. Zametim, qto dlØ neprivodimoæ matricy A =

D_A − R, udovletvorØ¸weæ uslovi¸ (1.1), matrica D_A neobhodimo ØvlØetsØ nevyroßdennoæ, a uslovie (1.4) ravnosil~no (sm. [9] ili [2]) suwestvovani¸ unitarnoæ diagonal~noæ matricy D takoæ, qto D^∗ D^{−1}_A A D = ⨁(D^{−1}_A A),

otkuda, v qastnosti, sleduet, qto A vyroßdena togda i tol~ko togda, kogda vyroßdena ee matrica sravneniØ ⨁(A) = |D_A| − |R|.

§2. Problema vyroßdennosti/nevyroßdennosti dlØ matric, udovletvorØ¸wih psevdobloqnym usloviØm diagonal~nogo preobladaniØ

V rabote [2] bylo vvedeno ponØtie tak nazyvaemogo diagonal~nogo preobladaniØ porØdka k, kotoroe bylo ispol~zovano pri rassmotrenii problemy vyroßdennosti/nevyroßdennosti dlØ matric. Podhod, ispol~zovannyæ v upomØnutoæ rabote, osnovyvalsØ na rassmotrenii raswepleniØ ˚kobi A = D_A − R. V fftom paragrafe my ispol~zuem nekotorye iz rezul~tatov stat~i [2] dlØ rexeniØ problemy vyroßdennosti/nevyroßdennosti dlØ bloqnyh matric, udovletvorØ¸wih nekotorym psevdobloqnym usloviØm diagonal~nogo preobladaniØ. DlØ fftogo nam ponadobitsØ sootvetstvu¸wee bloqnoe rasweplenie ˚kobi A = Δ_A − B.

Napomnim, qto, v sootvetstvii s opredeleniem 4.1 raboty [2], matrica A = (a_{ij} ) ∈ C^{n×n} , n > 1, obladaet slabym (strogim) diagonal~nym preobladaniem porØdka k po strokam s vesom α, gde

k > 0 i 0 6 α 6 1, esli dlØ vseh puteæ π ∈ ∑k(A−DA) spravedlivo

(strogoe) neravenstvo w_{α, r}′_{i(A)}(π) 6 w_{α, |aii|}(π). (2.1) Zameqanie 2.1. Esli A = DA − R, matrica DA nevyroßdena,

i pri nekotorom k > 1 ∑_k(R) = ∑_k(|D^{−1}_A R|) = ⊥, to, kak bylo pokazano v zameqanii 4.1 raboty [2], vse sobstvennye znaqeniØ matricy |D^{−1}_A R| ravny nul¸, tak qto ρ(|D^{−1}_A R|) = 0, i A ØvlØetsØ nevyroßdennoæ H-matriceæ po lemme 1.1.

Dalee, v sootvetstvii s rabotoæ [4] (sm. takße opredelenie 6.1 v rabote [2]), matrica A = (a_{ij}) obladaet slabym (strogim) konturnym diagonal~nym preobladaniem po strokam, esli dlØ l¸-

USLOVI˚ DIAGONAL^NOGO PREOBLADANI˚ 99 bogo prostogo kontura γ ∈ (A − D_A) spravedlivo (strogoe) neravenstvo w_{α, r}′_{i (A)}(γ) = ∏ i∈γ̄ r^′_i(A) 6 ∏ i∈γ̄ |a_{ii}| = w_{α, |aii|}(γ). (2.2) Zameqanie 2.2. Esli (A − DA) = ⊥, to (sm., napr., [7, teore-

ma 6.1]) matrica A perestanovoqno podobna nekotoroæ verhneæ treugol~noæ matrice, tak qto A nevyroßdena togda i tol~ko togda, kogda nevyroßdena ee diagonal~naØ qast~ D_A. Zametim takße, qto nevyroßdennaØ treugol~naØ matrica neobhodimo ØvlØetsØ nevyroßdennoæ H-matriceæ.

PonØtiØ diagonal~nogo preobladaniØ porØdka k i konturnogo diagonal~nogo preobladaniØ po stolbcam vvodØtsØ analogiqno, no s zamenoæ stroqnyh summ r^′_i(A) na stolbcovye summy c^′_i(A).

Napomnim takße, qto, v sootvetstvii s opredeleniem 4.2 raboty [2], matrica A ∈ C^{n×n} , n > 1, nazyvaetsØ kvazineprivodimoæ, esli l¸baØ verxina grafa G_A leßit na nekotorom prostom konture. Oqevidno, l¸baØ matrica s nenulevymi diagonal~nymi fflementami kvazineprivodima.

V fftom paragrafe my vospol~zuemsØ sledu¸wimi dvumØ teoremami, ustanovlennymi v rabote [2]. Zametim, qto ih varianty, privodimye niße, neskol~ko otliqa¸tsØ ot original~nyh formulirovok. Toqnee govorØ, dopolnitel~no ukazyvaetsØ, qto v usloviØh obeih teorem rassmatrivaemaØ matrica A ØvlØetsØ H-matriceæ. Deæstvitel~no, v rabote [2] bylo pokazano, qto ρ(|D^{−1}_A R|) 6 1, no togda, vvidu lemmy 1.1, A neobhodimo ØvlØetsØ H-matriceæ.

Teorema 2.1 [2, teorema 4.2]. Pust~ A = (aij) ∈ C^{n×n} , n > 1,

– kvazineprivodimaØ matrica, oblada¸waØ slabym diagonal~nym preobladaniem porØdka k po strokam s vesom α, gde k > 0 i 0 6

α 6 1. Togda A ØvlØetsØ H-matriceæ, i spravedlivy sledu¸wie

utverßdeniØ:

(i) esli libo ∑_k(A − D_A) = ⊥, libo vse neravenstva v (2.1) vypolnØ¸tsØ strogo, to matrica A nevyroßdena;

(ii) esli matrica A neprivodima, to ona ØvlØetsØ vyroßdennoæ togda i tol~ko togda, kogda n > 2, vse neravenstva v (2.1) –

100 L. ı. KOLOTILINA

ravenstva, i vypolneno uslovie

(−1)^{|γ|} Π_γ (A) / ∏ i∈γ̄ a_{ii} > 0 dlØ kaßdogo γ ∈ (A−D_A). (2.3)

Teorema 2.2 [2, teorema 6.4]. Pust~ matrica A = (aij ) ∈ C^{n×n} , n > 1, kvazineprivodima i obladaet slabym konturnym diagonal~-

nym preobladaniem po strokam. Togda A ØvlØetsØ H-matriceæ, i spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ:

(i) esli libo (A − D_A) = ⊥, libo vse neravenstva v (2.2) ØvlØ- ¸tsØ strogimi, to matrica A nevyroßdena;

(ii) esli matrica A neprivodima, to ona ØvlØetsØ vyroßdennoæ togda i tol~ko togda, kogda n > 2, vse neravenstva v (2.2) – ravenstva, i vypolneno uslovie (2.3).

Teper~ predpoloßim, qto A = (A_{ij})^N_{i,j=1} = Δ_A − B i qto bloqno diagonal~naØ qast~ Δ_A matricy A imeet strogoe diagonal~noe preobladanie po strokam, t.e. vektor

p = (p_i) = ⨁(Δ_A) e (2.4)

poloßitelen. V fftom predpoloßenii ⨁(Δ_A) ØvlØetsØ nevyroßdennoæ M -matriceæ, a Δ_A – nevyroßdennaØ H-matrica.

Vvedem oboznaqenie

D_p = diag (p_1, . . ., p_n)

i rassmotrim matricu

C = D^{−1}_p ⨁(A) ⨁(Δ_A)^{−1}D_p = I_n − D^{−1}_p |B| ⨁(Δ_A)^{−1}D_p. (2.5)

Oqevidno, qto Δ_C = D_C = I_n, (2.6)

i C – kvazineprivodimaØ Z-matrica.

Pri dokazatel~stve psevdobloqnyh obobweniæ teorem 2.1 i 2.2 my budem ispol~zovat~ sledu¸wie prostye rezul~taty, ustanavliva¸wie nekotorye vzaimozavisimosti meßdu svoæstvami matric A i C.

USLOVI˚ DIAGONAL^NOGO PREOBLADANI˚ 101

Lemma 2.1. Pust~ A = (Aij )^N_{i,j=1} = ΔA − B ∈ C^{n×n} , n > N > 1, i

pust~ p = ⨁(Δ_A) e > 0. (2.7)

Pust~ matrica C opredelena s pomow~¸ sootnoxeniØ (2.5) i pust~ u = (u_i)^n_{i=1} – poloßitel~nyæ vektor. Poloßim

v = ⨁(Δ_A)^{−1}D_pu. (2.8)

Esli matrica C imeet obobwennoe diagonal~noe preobladanie s vektorom u, t.e. ∑ j≠i |c_{ij}| u_j 6 |c_{ii}| u_i = u_i, i = 1, . . ., n, (2.9) to matrica A imeet obobwennoe diagonal~noe preobladanie s vektorom v, t.e. ∑ j≠i |a_{ij}| v_j 6 |a_{ii}| v_i, i = 1, . . . , n. (2.10) Krome togo, nekotoroe neravenstvo v (2.9) vypolnØetsØ strogo togda i tol~ko togda, kogda sootvetstvu¸wee neravenstvo v (2.10) ØvlØetsØ strogim.

Dokazatel~stvo. Neravenstva (2.9) moßno zapisat~ v vide

D^{−1}_p |B| ⨁(Δ_A)^{−1}D_pu 6 u

ili, s uqetom (2.8), v vide |B|v 6 D_pu = ⨁(Δ_A)v. No poslednee vektornoe neravenstvo ravnosil~no neravenstvam (2.10). Tem samym dokazano, qto iz (2.9) sleduet (2.10). OstavxeesØ utverßdenie teper~ uße oqevidno. �

Sledu¸wiæ rezul~tat trivial~nym obrazom vytekaet iz lemm 2.1 i 1.1 i teoremy 1.1.

Sledstvie 2.1. Esli v usloviØh lemmy 2.1 libo vse neravenstva

v (2.9) ØvlØ¸tsØ strogimi, libo matrica A neprivodima i po kraæneæ mere odno iz neravenstv v (2.9) ØvlØetsØ strogim, to A – nevyroßdennaØ H-matrica.

102 L. ı. KOLOTILINA

Lemma 2.2. Pust~ matrica A = (Aij )^N_{i,j=1} = ΔA − B ∈ C^{n×n} , n > N > 2, ØvlØetsØ vyroßdennoæ i neprivodimoæ, pust~

p = ⨁(Δ_A) e > 0

i pust~ matrica C opredelena v sootvetstvii s (2.5). Esli C ØvlØetsØ M -matriceæ, to ona neprivodima.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku C – M -matrica, iz utverßdeniØ (i)

lemmy 1.1 sleduet, qto naædetsØ poloßitel~nyæ vektor u takoæ, qto Cu > 0. Esli by imelo mesto strogoe neravenstvo (Cu)_i > 0, to, po sledstvi¸ 2.1, matrica A byla by nevyroßdennoæ. Sledovatel~no,

Cu = 0, (2.11)

tak qto C – vyroßdennaØ M -matrica. Dopustim, qto C privodima. Togda suwestvuet n × n matrica-perestanovka P takaØ, qto matrica G = P^T CP ØvlØetsØ bloqnoæ verhneæ treugol~noæ. Predstavim G v vide G = [ G_{11} G_{12} 0 G_{22} ] , gde G_{22} – bloqno diagonal~naØ matrica s neprivodimymi diagonal~nymi blokami. V silu (2.11), dlØ poloßitel~nogo vektora w = [_{w(1)}

w^{(2)} ] = P^T u ∈ R^n my imeem: Gw = [ G_{11}w^{(1)} − |G_{12}| w^{(2)}

G_{22}w^{(2)} ] = 0.

Sledovatel~no, G_{22}w^{(2)} = 0 (2.12) i G_{11}w^{(1)} = |G_{12}| w^{(2)}. (2.13)

Dopustim, qto G_{12} ≠ 0. Togda, po (2.13), vektor G_{11}w^{(1)} imeet po kraæneæ mere odnu poloßitel~nu¸ komponentu, tak qto, vvidu (2.12) i (2.13), my imeem G [ (1 + ξ)w^{(1)} w^{(2)} ] = [ ξG_{11}w^{(1)} 0 ]

> 0, ξ > 0, (2.14)

USLOVI˚ DIAGONAL^NOGO PREOBLADANI˚ 103 i fftot vektor imeet poloßitel~nu¸ komponentu. Sledovatel~no, matrica C imeet slaboe obobwennoe diagonal~noe preobladanie s poloßitel~nym vektorom v = (v_i) = P

[_{(1+ξ)w(1)}

w^{(2)} ] , i hotØ by odno iz neravenstv ∑ j≠i |c_{ij}| v_j 6 v_i, i = 1, . . . , n, ØvlØetsØ strogim. Znaqit, po sledstvi¸ 2.1, matrica A nevyroßdena. Poluqennoe protivoreqie dokazyvaet, qto G_{12} = 0.

Primeniv rassußdenie po indukcii, my pridem k zakl¸qeni¸, qto G = Diag (G_1, . . . , G_s), (2.15)

gde vse bloki G_i, i = 1, . . ., s, neprivodimy. �to oznaqaet, qto matrica C libo neprivodima, t.e. s = 1, libo razloßima, t.e.

s > 2. Takim obrazom, nam ostaetsØ lix~ pokazat~, qto C ne

moßet byt~ razloßimoæ.

Ravenstvo (2.11) moßno zapisat~ v vide

D^{−1}_p |B| ⨁(Δ_A)^{−1}D_p u = u. (2.16)

Oboznaqim v = ⨁(Δ_A)^{−1}D_p u

i zametim, qto vektor v poloßitelen, poskol~ku poloßitelen vektor u. Togda ravenstvo (2.16) ravnosil~no sootnoxeni¸ |B| v = ⨁(Δ_A) v. Esli A = D_A − R, to poluqennoe sootnoxenie ravnosil~no ravenstvu |D_A| v = |R| v i, sledovatel~no, takße i ravenstvu |D^{−1}_A R| v = v. Poslednee ße oznaqaet, qto poloßitel~nyæ vektor v ØvlØetsØ perronovskim vektorom dlØ matricy |D^{−1}_A R|, kotoraØ neprivodima, tak kak A neprivodima.

Zametim, qto esli by matrica C byla razloßimoæ, t.e. v (2.15) my imeli by s > 2, to dlØ matricy G naxlis~ by po kraæneæ mere dva lineæno nezavisimyh poloßitel~nyh vektora w i

104 L. ı. KOLOTILINA

w̃ takih, qto Gw = 0 i Gw̃ = 0 (skaßem, w =

[_{w(1)}

w^{(2)} ] i w =

[_{w(1)}

2w^{(2)} ] ). V fftom sluqae, vektory v = ⨁(Δ_A)^{−1}D_pu i ṽ = ⨁(Δ_A)^{−1}D_pũ, gde ũ = P w̃, takße byli by lineæno nezavisimymi, i my by imeli |D^{−1}_A R| v = v i |D^{−1}_A R| ṽ = ṽ. Sledovatel~no, neprivodimaØ neotricatel~naØ matrica |D^{−1}_A R| imela by dva lineæno nezavisimyh perronovskih vektora, qto nevozmoßno v silu teorii Perrona–Frobeniusa (sm., napr., [3, teorema 2.13]). Znaqit, s = 1, i matrica C ØvlØetsØ neprivodimoæ. Lemma dokazana. �

Teper~ my gotovy predstavit~ psevdobloqnyæ analog teoremy 2.1, svodØwiæsØ k neæ pri N = n. Zametim, qto v protivopoloßnom kraænem sluqae, kogda N = 1, predpoloßeniØ privodimoæ niße teoremy 2.3 svodØtsØ k naliqi¸ strogogo diagonal~- nogo preobladaniØ u samoæ matricy A.

Teorema 2.3. Pust~ A = (aij) = (Aij )^N_{i,j=1} = ΔA − B ∈ C^{n×n} , n > N > 1, i predpoloßim, qto matrica ΔA = Diag (A11, . . ., ANN )

imeet strogoe diagonal~noe preobladanie po strokam, t.e.

p = (p_i) = ⨁(Δ_A) e > 0. (2.17)

Pust~ k > 0, 0 6 α 6 1 i pust~ w_{α, r̃i(A)}(π) 6 w_{α, pi} (π) dlØ kaßdogo π ∈ ∑_k(⨁(A) ⨁(Δ_A)^{−1} − I_n).

(2.18)

Togda A ØvlØetsØ H-matriceæ, i spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ:

(i) esli ∑_k (_⨁ (A) ⨁(Δ_A)^{−1} − I_n ) = ⊥ ili vse neravenstva v (2.18) vypolnØ¸tsØ strogo, to A nevyroßdena;

(ii) esli A neprivodima, to ona ØvlØetsØ vyroßdennoæ togda i tol~ko togda, kogda n > 2, matrica ⨁(A) ⨁(Δ_A)^{−1} neprivodima, vse neravenstva v (2.18) ØvlØ¸tsØ ravenstvami, i vypolneno uslovie

(−1)^{|γ|} Π_γ (A) / ∏ i∈γ̄ a_{ii} > 0 dlØ kaßdogo γ ∈ (A − D_A).

(2.19)

USLOVI˚ DIAGONAL^NOGO PREOBLADANI˚ 105

Dokazatel~stvo. Ispol~zuØ oboznaqeniØ, vvedennye v §1, a tak-

ße sootnoxeniØ (2.6) i (2.17), my vyvodim:

r^′_i(C) = r̃_i(C) = r_i(C − Δ_C ) = r_i(D^{−1}_p |B| ⨁(Δ_A)^{−1}D_p)

= (D^{−1}_p |B| ⨁(Δ_A)^{−1}p)_i = (D^{−1}_p |B|e)_i = r_i(B) p_i = r̃_i(A) p_i , i = 1, . . ., n. (2.20)

Vvidu (2.6) i (2.20), uslovie, qto matrica C imeet slaboe diagonal~noe preobladanie porØdka k po strokam s vesom α, moßno zapisat~ v sledu¸wem vide:

w_{α, r}′_{i(C)}(π) = w_{α,} r̃_i(A)_{pi} (π) 6 1

dlØ kaßdogo π ∈ ∑_k(⨁(A) ⨁(Δ_A)^{−1} − I_n).

(2.21)

No uslovie (2.21), oqevidno, ravnosil~no uslovi¸ (2.18). Itak, uslovie (2.18) oznaqaet, qto matrica C imeet slaboe diagonal~- noe preobladanie porØdka k po strokam s vesom α. Sledovatel~- no, v usloviØh teoremy kvazineprivodimaØ Z-matrica C ØvlØetsØ M -matriceæ po teoreme 2.1. V silu lemmy 1.1, matrica C imeet slaboe obobwennoe diagonal~noe preobladanie, tak qto, po lemme 2.1, A imeet slaboe obobwennoe diagonal~noe preobladanie, i lemma 1.1 v primenenii k matrice A garantiruet, qto A ØvlØetsØ H-matriceæ.

DlØ togo, qtoby dokazat~ utverßdenie (i), zametim, qto esli ∑k(⨁(A) ⨁(Δ_A)^{−1} − I_n) = ⊥, to C – nevyroßdennaØ M -matrica v silu zameqaniØ 2.1. Esli ße vse neravenstva v (2.18) ØvlØ¸tsØ strogimi, to kvazineprivodimaØ Z-matrica C ØvlØetsØ nevyroßdennoæ M -matriceæ v silu utverßdeniØ (i) teoremy 2.1. V oboih sluqaØh C imeet strogoe obobwennoe diagonal~noe preobladanie po lemme 1.1. Sledovatel~no, vvidu sledstviØ 2.1, ishodnaØ matrica A ØvlØetsØ nevyroßdennoæ H-matriceæ, i utverßdenie (i) dokazano.

(ii) Dostatoqnost~. Predpoloßim, qto matrica A neprivodima i qto vypolneny vse usloviØ utverßdeniØ (ii). Oqevidno, qto matrica C, buduqi Z-matriceæ, udovletvorØet uslovi¸

(−1)^{|γ|} Π_γ (C) / ∏ i∈γ̄ c_{ii} > 0 dlØ kaßdogo γ ∈ (C − I_n).

106 L. ı. KOLOTILINA Dalee, poskol~ku C neprivodima, n > 2, i vse neravenstva v (2.18) i (2.21) ØvlØ¸tsØ ravenstvami, matrica C vyroßdena v silu utverßdeniØ (ii) teoremy 2.1. Sledovatel~no, matrica ⨁(A) takße ØvlØetsØ vyroßdennoæ. No, poskol~ku matrica A neprivodima i udovletvorØet uslovi¸ (2.19), to iz vyroßdennosti matricy ⨁(A) sleduet vyroßdennost~ A, sm. zameqanie 1.1.

Neobhodimost~. Pust~ matrica A neprivodima i vyroßdena. Togda A ØvlØetsØ vyroßdennoæ H-matriceæ. Poskol~ku A – Hmatrica, iz lemmy 1.1 sleduet, qto suwestvuet poloßitel~nyæ vektor u = (u_i) takoæ, qto |a_{ii}| u_i > ∑ j≠i |a_{ij}| u_j, i = 1, . . . , n. Poskol~ku A vyroßdena, iz teoremy 1.1 sleduet, qto vse poslednie neravenstva v deæstvitel~nost~ ØvlØ¸tsØ ravenstvami, a znaqit i ⨁(A), i C obe vyroßdeny. Iz teoremy 1.1 takße sleduet, qto vypolneno uslovie (2.19). V silu lemmy 2.2, vyroßdennaØ M -matrica C neprivodima. Poskol~ku ona udovletvorØet neravenstvam (2.21), primenimo utverßdenie (ii) teoremy 2.1, i my moßem zakl¸qit~, qto n > 2, i vse neravenstva v (2.21) (a znaqit takße i v (2.18)) ØvlØ¸tsØ ravenstvami.

Tem samym teorema 2.3 dokazana polnost~¸. �

Zameqanie 2.3. Vvidu (1.2), pri k = 0 uslovie (2.18) svoditsØ

k neravenstvam r̃_i(A) 6 p_i, i = 1, . . ., n, oznaqa¸wim, qto matrica A imeet slaboe diagonal~noe preobladanie. Esli vse ffti neravenstva ØvlØ¸tsØ strogimi, to vektor p avtomatiqeski poloßitelen. Esli ße matrica A neprivodima, to primenima teorema 1.1, a znaqit utverßdenie (ii) teoremy 2.3 verno ne zavisimo ot poloßitel~nosti vektora p. Pofftomu pri k = 0 predpoloßenie o tom, qto matrica Δ_A imeet strogoe diagonal~noe preobladanie okazyvaetsØ izlixnim.

Iz utverßdeniØ (ii) teoremy 2.3 vyteka¸t sledu¸wie poleznye dostatoqnye usloviØ nevyroßdennosti dlØ neprivodimyh matric so slabym psevdobloqnym diagonal~nym preobladaniem porØdka k.

USLOVI˚ DIAGONAL^NOGO PREOBLADANI˚ 107

Sledstvie 2.2. Esli v usloviØh teoremy 2.3 matrica A nepri-

vodima i

• libo hotØ by odno iz neravenstv v (2.18) ØvlØetsØ strogim, • libo matrica C privodima, to obe matricy A i C nevyroßdeny.

Zameqanie 2.4. Esli A = (Aij )^N_{i,j=1} – neprivodimaØ M -matrica

i Δ_A e > 0, to matrica AΔ^{−1}_A deæstvitel~no moßet okazat~sØ privodimoæ. �to tak, naprimer, v sledu¸wem sluqae. Pust~

A = 2 −1 | 0 0 1 | −4/5 − − − − − − −− − − − −1 −1/4 | 1 i Δ_A =

2 −1 | 0 0 1 | 0 − − − − − − −− − − − 0 0 | 1 . Togda matrica

AΔ^{−1}_A =

1 0 | 0 0 1 | −4/5 − − − − − − −− − − − −1/2 −3/4 | 1 ØvlØetsØ privodimoæ. Zametim, qto p = ⨁(Δ_A) e = e, |A−Δ_A| e = [0 4/5 5/4]^T , i A udovletvorØet uslovi¸ (2.18) pri α = 1/2 i k = 1:

p_1 p_3 > r̃_1(A) r̃_3(A), p_2 p_3 = r̃_2(A) r̃_3(A).

Sledovatel~no, nevyroßdennost~ matricy A vytekaet kak iz togo fakta, qto neravenstvo v (2.18), sootvetstvu¸wee puti π = (1, 3), ØvlØetsØ strogim, tak i iz privodimosti matricy AΔ^{−1}_A .

Zametim, qto uslovie (2.18) dolßno vypolnØt~sØ dlØ vseh puteæ π fiksirovannoæ dliny v grafe matricy ⨁(A) ⨁(Δ_A)^{−1} −I_n, kotoraØ apriori neizvestna. Takße neizvestno, ØvlØetsØ li ffta poslednØØ matrica privodimoæ. Odnako, (⨁(A) ⨁(Δ_A)^{−1}−I_n)_{ii} = 0, i = 1, . . . , N , i esli A_{ij} = 0, i ≠ j, to blok (⨁(A) ⨁(Δ_A)^{−1} − I_n)_{ij} = −|A_{ij} | ⨁(A_{jj})^{−1} takße ØvlØetsØ nulevym. Sledovatel~no,

108 L. ı. KOLOTILINA esli my opredelim n × n matricu S_A = (s_{ij} )^n_{i,j=1} = (S_{ij} )^N_{i,j=1} s pomow~¸ sootnoxeniæ S_{ij} = 0, esli A_{ij} = 0 ili i = j, 1 ... 1 ... ... ... 1 ... 1 , esli A_{ij} ≠ 0 i i ≠ j, (2.22)

to, oqevidno, ∑k(⨁(A) ⨁(Δ_A)^{−1} − I_n) ⊆ ∑_k(S_A),

(⨁(A) ⨁(Δ_A)^{−1} − I_n) ⊆ (S_A).

(2.23)

Sledovatel~no, po sledstvi¸ 2.2, dlØ togo, qtoby matrica A byla nevyroßdennoæ, dostatoqno, qtoby neravenstvo v (2.18) vypolnØlos~ strogo dlØ vseh puteæ π ∈ ∑_k(S_A) ili, esli A neprivodima, qtoby matrica S_A byla privodimoæ. Tem samym my prihodim k sledu¸wemu dostatoqnomu psevdobloqnomu uslovi¸ nevyroßdennosti.

Sledstvie 2.3. Pust~ v oboznaqeniØh teoremy 2.3 vypolneno

uslovie (2.17) i pust~

w_{α, r̃i(A)}(π) 6 w_{α, pi} (π) dlØ kaßdogo π ∈ ∑_k(S_A), (2.24)

gde matrica S_A opredelena v sootvetstvii s (2.22). Togda spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ:

(i) esli ∑_k(S_A) = ⊥ ili vse neravenstva v (2.24) ØvlØ¸tsØ strogimi, to A – nevyroßdennaØ H-matrica;

(ii) esli matrica A neprivodima, a matrica S_A privodima, to A – nevyroßdennaØ H-matrica.

V sluqae, kogda k = 1 i 0 6 α 6 1, teorema 2.3 nemedlenno daet nam sledu¸wee psevdobloqnoe obobwenie obobwennoæ teoremy Ostrovskogo–Brauffra (sm. teoremu 5.1 raboty [2]).

Sledstvie 2.4. Pust~ matrica A = (Aij )^N_{i,j=1} ∈ C^{n×n} , n > N > 1,

udovletvorØet uslovi¸

p = (p_i) = ⨁(Δ_A) e > 0, (2.25)

i predpoloßim, qto

r̃_i(A)^α r̃_j(A)^{1−α} 6 p^α_i p^{1−α}_j dlØ vseh i ≠ j takih, qto (_⨁ (A) ⨁(Δ_A)^{−1} ) ij ≠ 0, 1 6 i, j 6 n. (2.26)

USLOVI˚ DIAGONAL^NOGO PREOBLADANI˚ 109 Togda A ØvlØetsØ H-matriceæ, i spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ:

(i) esli libo A = Δ_A, libo vse neravenstva v (2.26) vypolnØ¸tsØ strogo, to matrica A nevyroßdena;

(ii) esli matrica A neprivodima, to ona vyroßdena togda i tol~ko togda, kogda n > 2, matrica ⨁(A) ⨁(Δ_A)^{−1} neprivodima, vse neravenstva v (2.26) ØvlØ¸tsØ ravenstvami, i vypolneno uslovie

(−1)^{|γ|} Π_γ (A) / ∏ i∈γ̄ a_{ii} > 0 dlØ kaßdogo γ ∈ (A−D_A ). (2.27)

V rabote [2] (sm. sledstvie 5.1) dlØ neprivodimyh matric byl ustanovlen sledu¸wiæ variant obobwennoæ teoremy Ostrovskogo–Brauffra.

Teorema 2.4. Pust~ matrica A = (aij) ∈ C^{n×n} , n > 2, neprivodi-

ma i udovletvorØet uslovi¸ r^′_i(A)^α r^′_j(A)^{1−α} 6 |a_{ii}|^α |a_{jj}|^{1−α} dlØ vseh i ≠ j takih, qto a_{ij} ≠ 0,

(2.28)

gde 0 6 α 6 1. Togda matrica A vyroßdena v tom i tol~ko tom sluqae, kogda vypolneno uslovie (2.27), i, krome togo, • libo r^′_i(A) = |a_{ii}|, i = 1, . . . , n, (2.29) • libo α = 1/2; ⟨n⟩ = S_1 ∪ S_2, gde dlØ nekotoroæ konstanty c > 1 S_1 = {i ∈ ⟨n⟩ : |a_{ii}| = c r^′_i(A)} , S_2 = { i ∈ ⟨n⟩ : |a_{ii}| = c^{−1}r^′_i(A) } , (2.30)

i obe glavnye podmatricy A[S_1] i A[S_2] diagonal~ny.

Teper~ my pokaßem, qto iz sledstviØ 2.4 i teoremy 2.4 vytekaet sledu¸wee opisanie vyroßdennyh neprivodimyh bloqnyh matric, udovletvorØ¸wih uslovi¸ (2.24) pri k = 1 (kotoroe, voobwe govorØ, ØvlØetsØ bolee strogim, qem uslovie (2.26)) i uslovi¸ (2.25).

110 L. ı. KOLOTILINA

Sledstvie 2.5. Pust~ matrica A = (Aij)^N_{i,j=1} ∈ C^{n×n} , n > N > 2,

neprivodima i udovletvorØet uslovi¸ (2.25). Predpoloßim, qto pri nekotorom α, 0 6 α 6 1,

r̃_i(A)^α r̃_j(A)^{1−α} 6 p^α_i p^{1−α}_j dlØ vseh i ≠ j takih, qto (S_A)_{ij} ≠ 0, 1 6 i, j 6 n,

(2.31)

gde matrica S_A opredelena v sootvetstvii s (2.22).

Togda H-matrica A vyroßdena v tom i tol~ko tom sluqae, kogda vypolneny sledu¸wie usloviØ:

(i) matrica ⨁(A) ⨁(Δ_A)^{−1} neprivodima; (ii) vypolneno uslovie (2.27); (iii) – libo p_i = r̃_i(A), i = 1, . . . , n, (2.32) – libo α = 1/2;

⟨n⟩ = S_1 ∪ S_2, (2.33) gde S_1 = {i ∈ ⟨n⟩ : p_i = c r̃_i(A)} , S_2 = { i ∈ ⟨n⟩ : p_i = c^{−1}r̃_i(A) } , (2.34)

i c > 1 – nekotoraØ konstanta, i esli mnoßestva S_1 i S_2 uporØdoqeny estestvenno, to [ A[S_1] 0 0 A[S_2] ] = P^T Δ_AP, (2.35)

gde P – matrica-perestanovka, menØ¸waØ mestami tol~ko celikom bloqnye stroki i stolbcy matricy Δ_A.

Dokazatel~stvo. Zametim, qto v usloviØh sledstviØ 2.5 matri-

ca A udovletvorØet predpoloßeniØm sledstviØ 2.4 i teoremy 2.3 pri k = 1, togda kak Z-matrica C = D^{−1}_p ⨁(A) ⨁(Δ_A)^{−1}D_p ØvlØetsØ kvazineprivodimoæ. Krome togo, vvidu (2.31), sootnoxeniæ (sm. (2.20))

r^′_i(C) = r̃_i(A) p_i , i = 1, . . . , n, (2.36) i ravenstv c_{ii} = 1, i = 1, . . ., n, (2.37)

USLOVI˚ DIAGONAL^NOGO PREOBLADANI˚ 111 matrica C udovletvorØet uslovi¸ (2.28) teoremy 2.4.

Neobhodimost~. Pust~ matrica A vyroßdena. Togda, kak bylo pokazano pri dokazatel~stve teoremy 2.3, matrica C ØvlØetsØ vyroßdennoæ M -matriceæ. V silu utverßdeniØ (ii) sledstviØ 2.4, C neprivodima i udovletvorØet uslovi¸ (2.27). Sledovatel~no, po teoreme 2.4 s uqetom ravenstv (2.37), • libo r^′_i(C) = |c_{ii}| = 1, i = 1, . . . , n, (2.38) • libo α = 1/2; ⟨n⟩ = S_1 ∪ S_2, gde c > 1, i mnoßestva S_1 i S_2 opredeleny sledu¸wim obrazom:

S_1 = { i ∈ ⟨n⟩ : r^′_i(C) = c^{−1} } , S_2 = {i ∈ ⟨n⟩ : r^′_i(C) = c} , (2.39)

priqem obe glavnye podmatricy C[S_1] i C[S_2] diagonal~ny. Esli spravedlivy ravenstva (2.38), to, vvidu (2.36) i (2.37), vypolneny usloviØ (2.32).

V protivnom sluqae, α = 1/2, i spravedlivo ravenstvo (2.33). Dalee, v silu (2.36) i (2.37), sootnoxeniØ (2.39) ravnosil~ny sootnoxeniØm (2.34) s toæ ße samoæ konstantoæ c > 1. Takim obrazom, nam ostaetsØ lix~ dokazat~ (2.35).

DlØ fftogo opredelim nepereseka¸wiesØ podmnoßestva indeksov J_i, i = 1, . . . , N , s pomow~¸ sootnoxeniæ A_{ii} = A[J_i], i = 1, . . ., N. My pokaßem, qto dlØ kaßdogo r, 1 6 r 6 N ,

J_r ∩ S_1 ≠ ⊥ =⇒ J_r ⊆ S_1. (2.40)

Deæstvitel~no, pust~ i ∈ J_r ∩ S_1. Poskol~ku matrica C neprivodima, a podmatrica C[S_1] diagonal~na, naædetsØ indeks j ∈ S_2 takoæ, qto c_{ij} ≠ 0. Sledovatel~no, v silu (2.34), my imeem

p_j = c^{−1} r̃_j(A). (2.41)

No iz usloviØ (2.31) s α = 1/2 sleduet, qto

r̃_l(A) r̃_j (A) 6 p_l p_j dlØ vseh l ∈ J_r,

112 L. ı. KOLOTILINA a znaqit s uqetom (2.41) my imeem

p_l > r̃_j(A) p_j r̃_l(A) = c r̃_l(A), l ∈ J_r . Sledovatel~no, l /∈ S_2, tak qto l ∈ S_1, i J_r ⊆ S_1, qto i dokazyvaet (2.40).

Itak, vvidu (2.33) i (2.40), dlØ kaßdogo r, 1 6 r 6 N , mnoßestvo J_r celikom prinadleßit libo S_1, libo S_2.

Pust~ p – perestanovka stepeni n, perevodØwaØ mnoßestvo {1, . . ., n} s estestvennym uporØdoqeniem vo mnoßestvo S = {S_1, S_2}, gde oba mnoßestva S_1 i S_2 takße uporØdoqeny estestvenno. Oqevidno, qto p perestavlØet mnoßestva J_r , r = 1, . . ., N , celikom. Oboznaqim sootvetstvu¸wu¸ matricu-perestanovku qerez P . Togda my imeem A[S] = P^T AP, otkuda sleduet, qto Δ_{A[S]} = P^T Δ_AP. (2.42)

Krome togo, esli i ≠ j i J_i, J_j ⊆ S_k, gde k = 1, 2, to A_{ij} = 0, poskol~ku v protivnom sluqae my by imeli ( D_pCD^{−1}_p ) ij = −|A_{ij}| ⨁(A_{jj})^{−1} ≠ 0, qto protivoreqilo by tomu faktu, qto obe podmatricy C[S_k], k = 1, 2, diagonal~ny. Znaqit, obe podmatricy A[S_k], k = 1, 2, bloqno diagonal~ny, i, vvidu (2.42), spravedlivo ravenstvo (2.35).

Dostatoqnost~. Predpoloßim, qto matrica C neprivodima i vypolneno uslovie (2.27). Togda, vvidu utverßdeniØ (ii) sledstviØ 2.4, dlØ togo, qtoby neprivodimaØ matrica A byla vyroßdennoæ, dostatoqno, qtoby pri nekotorom α, 0 6 α 6 1, bylo by vypolneno uslovie

r̃_i(A)^α r̃_j(A)^{1−α} = p^α_i p^{1−α}_j dlØ vseh i ≠ j takih,

qto (⨁(A) ⨁(Δ_A)^{−1})_{ij} ≠ 0, 1 6 i, j 6 n.

(2.43)

My utverßdaem, qto ono vypolneno pri α = 1/2. Deæstvitel~no, esli ravenstva (2.32) spravedlivy, to sootnoxeniØ (2.43) vypolneny pri l¸bom α. V protivnom sluqae iz (2.34) sleduet, qto r̃_i(A) r̃_j(A) = p_i p_j dlØ vseh i ∈ S_1 i vseh j ∈ S_2. (2.44)

USLOVI˚ DIAGONAL^NOGO PREOBLADANI˚ 113 No iz sootnoxeniØ (2.35) sleduet, qto esli r ≠ s i oba mnoßestva J_r i J_s prinadleßat libo S_1, libo S_2, to A_{rs} = 0, tak qto i C_{rs} = 0. Itak, pri r ≠ s blok C_{rs} ne ØvlØetsØ nulevym tol~ko esli J_r ∈ S_1 i J_s ∈ S_2 ili naoborot. Poskol~ku vse diagonal~nye bloki C_{rr}, r = 1, . . . , N , ØvlØ¸tsØ ediniqnymi matricami, vse nenulevye vnediagonal~nye fflementy c_{ij} matricy C raspoloßeny v nenulevyh vnediagonal~nyh blokah, otkuda sleduet, qto libo i ∈ S_1 i j ∈ S_2, libo naoborot. No dlØ takih i ≠ j uslovie (2.43) s α = 1/2 vypolnØetsØ v silu (2.44). �

Zameqanie 2.5. Zametim, qto v qasti dostatoqnosti v sled-

stvii 2.5 uslovie neprivodimosti (i) moßet byt~ opuweno, poskol~ku ono sleduet iz usloviæ (ii) i (iii). Deæstvitel~no, kak iz (2.32), tak i iz (2.34) sleduet, qto

r^′_i(C) = r̃_i(A) p_i > 0, i = 1, . . . , n. Pofftomu, esli by matrica C byla privodimoæ i matrica C̃ = P^T CP byla by verhneæ bloqno treugol~noæ matriceæ s neprivodimymi diagonal~nymi blokami, to neprivodimaØ komponenta C[S] matricy C, sootvetstvu¸waØ poslednemu diagonal~nomu bloku matricy C̃, imela by porØdok ne men~xiæ 2. Krome togo, my by imeli

r^′_i(C[S]) = r^′_i(C) dlØ vseh i ∈ S,

a takße

r^′_i(C[S]) r^′_j (C[S]) = 1 dlØ vseh i ∈ S ∩ S_1 i j ∈ S ∩ S_2.

Pofftomu, po teoreme 2.4, neprivodimaØ komponenta C[S] byla by vyroßdennoæ, a znaqit matricy C, ⨁(A) i A takße byli by vyroßdennymi. No, s drugoæ storony, vvidu sledstviØ 2.5, iz privodimosti matricy C sledovala by nevyroßdennost~ A. Poluqennoe protivoreqie dokazyvaet, qto matrica C neprivodima, qto i trebovalos~ dokazat~.

Sledu¸waØ teorema ØvlØetsØ psevdobloqnym analogom teoremy 2.2 i svoditsØ k neæ v toqeqnom sluqae (N = n).

Teorema 2.5. Pust~ A = (aij) = (Aij )^N_{i,j=1} = ΔA − B ∈ C^{n×n} , n > N > 1, i predpoloßim, qto

p = (p_i) = ⨁(Δ_A) e > 0

114 L. ı. KOLOTILINA i ∏ i∈γ̄ r̃_i(A) 6 ∏ i∈γ̄ p_i dlØ kaßdogo γ ∈ (⨁(A) ⨁(Δ_A)^{−1} −I_n). (2.45)

Togda A ØvlØetsØ H-matriceæ, i spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ:

(i) esli (⨁(A) ⨁(Δ_A)^{−1} − I_n) = ⊥ ili vse neravenstva v (2.45) vypolnØ¸tsØ strogo, to matrica A nevyroßdena;

(ii) esli matrica A neprivodima, to ona vyroßdena togda i tol~ko togda, kogda n > 2, matrica ⨁(A) ⨁(Δ_A)^{−1} neprivodima, vse neravenstva v (2.45) ØvlØ¸tsØ ravenstvami, i vypolneno uslovie

(−1)^{|γ|} Π_γ (A) / ∏ i∈γ̄ a_{ii} > 0 dlØ kaßdogo γ ∈ (A − D_A).

(2.46)

Dokazatel~stvo. Dokazatel~stvo fftoæ teoremy analogiqno do-

kazatel~stvu teoremy 2.3. V sootvetstvii s (2.2) i s uqetom (2.20), matrica C, opredelennaØ v (2.5), imeet slaboe konturnoe diagonal~noe preobladanie po strokam, esli ∏ i∈γ̄ r^′_i(C) = ∏ i∈γ̄ r̃_i(A) p_i 6

1 dlØ kaßdogo γ ∈ (C − I_n) (2.47)

ili, qto ravnosil~no, esli vypolneno uslovie (2.45).

Esli uslovie (2.45) vypolneno, to kvazineprivodimaØ Zmatrica C ØvlØetsØ M -matriceæ po teoreme 2.2. V silu lemmy 1.1, C imeet obobwennoe diagonal~noe preobladanie, tak qto, po lemme 2.1, A imeet obobwennoe diagonal~noe preobladanie. Sledovatel~no, opØt~ ße po lemme 1.1, A ØvlØetsØ Hmatriceæ.

(i) esli (C − I_n) = (⨁(A) ⨁(Δ_A)^{−1} − I_n) = ⊥, to C – nevyroßdennaØ M -matrica po zameqani¸ 2.2. Esli (⨁(A) ⨁(Δ_A)^{−1} − I_n) ≠ ⊥ i vse neravenstva v (2.45) ØvlØ¸tsØ strogimi, to C – nevyroßdennaØ M -matrica po utverßdeni¸ (i) teoremy 2.2. Znaqit, v oboih sluqaØh matrica C imeet strogoe obobwennoe diagonal~noe preobladanie po lemme 1.1, tak qto, po sledstvi¸ 2.1,

USLOVI˚ DIAGONAL^NOGO PREOBLADANI˚ 115 A – nevyroßdennaØ H-matrica. Tem samym utverßdenie (i) dokazano.

(ii) Dostatoqnost~. Pust~ matrica A neprivodima i pust~ vypolneny usloviØ utverßdeniØ (ii). Poskol~ku C neprivodima, vse neravenstva v (2.45) ØvlØ¸tsØ ravenstvami, i vypolneno uslovie

(−1)^{|γ|} Π_γ (C) / ∏ i∈γ̄ c_{ii} > 0 dlØ kaßdogo γ ∈ (C − I_n),

to matrica C vyroßdena v silu utverßdeniØ (ii) teoremy 2.2. Sledovatel~no, matrica ⨁(A) takße vyroßdena. Nakonec, iz vyroßdennosti ⨁(A) i usloviØ (2.46) vytekaet, qto A vyroßdena (sm. dokazatel~stvo teoremy 2.3).

Neobhodimost~. Pust~ matrica A neprivodima i vyroßdena. Togda A ØvlØetsØ vyroßdennoæ H-matriceæ. V silu lemmy 1.1 i teoremy 1.1, naædetsØ poloßitel~nyæ vektor u = (u_i) takoæ, qto |a_{ii}| u_i = ∑ i≠j |a_{ij}| u_j, i = 1, . . . , n, (2.48) i, krome togo, A udovletvorØet uslovi¸ (2.46). Zametim, qto, vvidu (2.48), ⨁(A) u = 0. Znaqit, ⨁(A) vyroßdena, tak qto i C toße vyroßdena.

Nakonec, po lemme 2.2, vyroßdennaØ M -matrica C neprivodima, i, sledovatel~no, po utverßdeni¸ (ii) teoremy 2.2, n > 2, i vse neravenstva v (2.47) i (2.45) ØvlØ¸tsØ ravenstvami.

Teorema 2.5 dokazana polnost~¸. �

Zameniv v uslovii (2.45) teoremy 2.5 mnoßestvo (⨁(A) ⨁(Δ_A)^{−1} −I_n) mnoßestvom (S_A) ⊇ (⨁(A) ⨁(Δ_A)^{−1} −I_n) (sm. (2.23)), my nemedlenno prihodim k sledu¸wemu konturnomu analogu sledstviØ 2.3.

Sledstvie 2.6. Pust~ A = (Aij)^N_{i,j=1} = ΔA − B ∈ C^{n×n} , n > N > 1,

i predpoloßim, qto

p = (p_i) = ⨁(Δ_A) e > 0 i ∏ i∈γ̄ r̃_i(A) 6 ∏ i∈γ̄ p_i dlØ kaßdogo γ ∈ (S_A ), (2.49)

116 L. ı. KOLOTILINA gde matrica S_A opredelena v sootvetstvii s (2.22). Togda spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ:

(i) esli (S_A) = ⊥ ili vse neravenstva v (2.49) vypolnØ¸tsØ strogo, to A ØvlØetsØ nevyroßdennoæ H-matriceæ;

(ii) esli matrica A neprivodima, a matrica S_A privodima, to A – nevyroßdennaØ H-matrica.

Zameqanie 2.6. V predpoloßenii, qto matrica ΔA imeet stro-

goe diagonal~noe preobladanie po stolbcam, t.e.

q = (q_i) = [⨁(Δ_A)]^T e > 0,

spravedlivy stolbcovye analogi teorem 2.3 i 2.5, a takße sledstviæ 2.2–2.6, kotorye formuliru¸tsØ v terminah mnoßestv ∑k(⨁(Δ_A)^{−1}⨁(A) − I_n) i (⨁(Δ_A)^{−1}⨁(A) − I_n) (ili ∑_k(S_A) i (S_A)), a takße veliqin c̃_i(A) i q_i i = 1, . . ., n.

Zameqanie 2.7. Rezul~taty fftogo paragrafa legko obobwit~ na

sluqaæ obobwennogo psevdobloqnogo diagonal~nogo preobladaniØ. DlØ fftogo dostatoqno primenit~ ih k matrice D^{−1}AD, gde D = diag (d_1, . . . , d_n), d_i > 0, i = 1, . . . , n, – nevyroßdennaØ diagonal~naØ matrica.

§3. Sluqaæ bloqnyh 2 × 2 matric V fftom paragrafe my rassmatrivaem qastnyæ sluqaæ bloqnyh 2 × 2 matric (N = 2), kotorye mogut byt~ predstavleny v vide

A = (a_{ij}) = [ A_{11} A_{12} A_{21} A_{22} ] ∈ C^{n×n} , n > 2, (3.1) gde A_{11} ∈ C^{n1 ×n1} , 1 6 n_1 < n, i k = 1.

˚sno, qto utverßdeniØ o nevyroßdennosti legko mogut byt~ pereneseny s bloqnyh 2 × 2 matric na matricy, kotorye poluqa- ¸tsØ iz poslednih s pomow~¸ simmetriqnyh perestanovok strok i stolbcov, no, qtoby ne usloßnØt~ oboznaqeniæ, my fftogo delat~ ne budem.

Oboznaqim

p = (p_i) = ⨁(Δ_A) e, p^{(1)} = ⨁(A_{11}) e, p^{(2)} = ⨁(A_{22}) e.

DlØ N = 2 i proizvol~nogo α, 0 6 α 6 1, sledstvie 2.4 daet nam sledu¸wiæ rezul~tat.

USLOVI˚ DIAGONAL^NOGO PREOBLADANI˚ 117

Teorema 3.1. Pust~ matrica A vida (3.1) udovletvorØet uslo-

viØm p = ⨁(Δ_A) e > 0 (3.2) i r̃_i(A)^α r̃_j(A)^{1−α} 6 p^α_i p^{1−α}_j dlØ vseh i ≠ j takih, qto (_⨁ (A) ⨁(Δ_A)^{−1} ) ij ≠ 0, 1 6 i, j 6 n, (3.3)

gde 0 6 α 6 1. Togda A ØvlØetsØ H-matriceæ, i spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ:

(i) esli libo A = Δ_A, libo vse neravenstva v (3.3) ØvlØ¸tsØ strogimi, to matrica A nevyroßdena;

(ii) esli A neprivodima, to ona vyroßdena v tom i tol~ko tom sluqae, kogda matrica ⨁(A) ⨁(Δ_A)^{−1} neprivodima, vse neravenstva v (3.3) ØvlØ¸tsØ ravenstvami, i vypolneno uslovie

(−1)^{|γ|} Π_γ (A) / ∏ i∈γ̄ a_{ii} > 0 dlØ kaßdogo γ ∈ (A − D_A).

(3.4)

DlØ matric vida (3.1) utverßdenie (i) sledstviØ 2.3 pri k = 1 daet sledu¸wee dostatoqnoe uslovie nevyroßdennosti, ispol~- zu¸wee matricu S_A, opredelennu¸ v (2.22).

Sledstvie 3.1. Esli matrica A vida (3.1) udovletvorØet pred-

poloßeni¸ (3.2) i uslovi¸

r̃_i(A)^α r̃_j(A)^{1−α} < p^α_i p^{1−α}_j dlØ vseh i i j takih, qto libo i 6 n_1 i j > n_1, libo i > n_1 i j 6 n_1,

(3.5)

gde 0 6 α 6 1, to A ØvlØetsØ nevyroßdennoæ H-matriceæ.

Zametim, qto, peremnoßaØ neravenstva v (3.5), sootvetstvu¸- wie i = r, j = s i i = s, j = r, my prihodim k uslovi¸

r̃_i(A) r̃_j(A) < p_i p_j dlØ vseh i 6 n_1 i j > n_1, (3.6)

sovpada¸wemu s usloviem (3.5), v kotorom α = 1/2.

Takim obrazom, esli uslovie (3.5) vypolneno dlØ proizvol~- nogo α, 0 6 α 6 1, to ono neobhodimo vypolneno i dlØ α = 1/2, tak qto sledstvie 3.1 vytekaet iz sledu¸wego bolee prostogo (po forme) rezul~tata.

118 L. ı. KOLOTILINA

Sledstvie 3.2. Esli matrica A vida (3.1) udovletvorØet uslo-

viØm (3.2) i (3.6), to ona ØvlØetsØ nevyroßdennoæ H-matriceæ.

Teper~ my pokaßem, qto, v usloviØh sledstviØ 3.2, predpoloßenie (3.2) moßno zamenit~ nekotorymi bolee slabymi predpoloßeniØmi. Odnako, v sovokupnosti s usloviem (3.6), kaßdoe iz poslednih okazyvaetsØ ravnosil~nym uslovi¸ (3.2).

Deæstvitel~no, esli p_i > 0 dlØ vseh i = 1, . . . , n_1, t.e. vektor p^{(1)} poloßitelen, to, v silu (3.6), my imeem p_j > r̃_i(A) p_i r̃_j(A) > 0, n_1 < j 6 n.

Sledovatel~no, v sledstvii 3.2 uslovie (3.2) moßno zamenit~ na bolee slaboe uslovie

⨁(A_{11}) e > 0, (3.7)

kotoroe ravnosil~no (3.2), esli vypolneno uslovie (3.6). PoluqennaØ modifikaciØ sledstviØ 3.2 sovpadaet (s toqnost~¸ do simmetriqnoæ perestanovki strok i stolbcov) s glavnym rezul~- tatom raboty [5] (sm. takße [11, teorema 3.1]), v kotorom obobwaetsØ bolee ranniæ rezul~tat iz raboty [1], sootvetstvu¸wiæ sluqa¸ n_1 = 1.

Zametim takße, qto esli neravenstva (3.6) spravedlivy, to uslovie (3.7) moßno zamenit~ na ewe bolee slaboe uslovie

p_{i0} > 0 pri nekotorom i_0 ∈ ⟨n⟩. (3.8)

Deæstvitel~no, pust~, naprimer, i_0 6 n_1. Togda iz (3.6) i (3.8) sleduet, qto p_j > r̃_{i0} (A) p_{i0} r̃_j(A) > 0 dlØ vseh j > n_1,

tak qto iz usloviØ (3.6) sleduet, qto p_i > r̃_i(A) r̃_j(A) p_j >

0 dlØ vseh i 6 n_1.

Itak, predpoloßenie (3.8) ravnosil~no predpoloßeni¸ (3.2), esli tol~ko spravedlivy strogie neravenstva (3.6).

�to privodit nas k sledu¸wemu bolee slabomu (po vidimosti) dostatoqnomu uslovi¸ nevyroßdennosti.

USLOVI˚ DIAGONAL^NOGO PREOBLADANI˚ 119

Sledstvie 3.3. Esli matrica A vida (3.1) udovletvorØet uslo-

viØm (3.6) i (3.8), to ona ØvlØetsØ nevyroßdennoæ H-matriceæ.

Ewe odna modifikaciØ sledstviØ 3.2 byla predloßena v rabote [6], v kotoroæ vmesto usloviØ (3.2) ispol~zovalos~ predpoloßenie, qto J = {i : i ∈ ⟨n⟩ & |a_{ii}| > r^′_i(A)} ≠ ⊥, (3.9) t.e. hotØ by odna iz strok matricy A imeet strogoe diagonal~- noe preobladanie. Iz usloviØ (3.9) vytekaet, qto, hotØ by dlØ odnogo i_0 ∈ ⟨n⟩, p_{i0} > r̃_{i0} (A) > 0, tak qto uslovie (3.8) zavedomo vypolneno. Sledovatel~no, kak uße bylo pokazano, vypolneno i uslovie (3.2).

Obratno, esli vypolneny usloviØ (3.6) i (3.2), to r̃_i(A) p_i r̃_j(A) p_j < 1 dlØ vseh i 6 n_1, j > n_1.

Sledovatel~no, dlØ nekotorogo i_0 ∈ ⟨n⟩ my imeem r̃_{i0} (A) p_{i0} < 1 ili, qto ravnosil~no, |a_{i0i0} | > r^′_{i0} (A). Znaqit, stroka matricy A s nomerom i_0 imeet strogoe diagonal~- noe preobladanie, tak qto uslovie (3.9) vypolneno. �tim zaverxaetsØ dokazatel~stvo ravnosil~nosti usloviæ (3.9) i (3.2) pri vypolnenii neravenstv (3.6).

V qastnom sluqae bloqnyh 2×2 matric sledstvie 2.5, da¸wee neobhodimye i dostatoqnye usloviØ vyroßdennosti dlØ neprivodimyh matric, prinimaet sledu¸wiæ bolee prostoæ vid.

Teorema 3.2. Pust~ matrica A vida (3.1) neprivodima i udo-

vletvorØet uslovi¸ (3.2). Predpoloßim, qto pri nekotorom α,

0 6 α 6 1,

r̃_i(A)^α r̃_j(A)^{1−α} 6 p^α_i p^{1−α}_j ,

esli libo i 6 n_1 i j > n_1, libo i > n_1 i j 6 n_1.

(3.10)

120 L. ı. KOLOTILINA

Togda matrica A ØvlØetsØ vyroßdennoæ v tom i tol~ko tom sluqae, kogda spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ:

(i) matrica ⨁(A) ⨁(Δ_A)^{−1} neprivodima;

(ii) vypolneno uslovie (3.4);

(iii) – libo p_i = r̃_i(A), i = 1, . . . , n, (3.11) – libo α = 1/2, i suwestvuet poloßitel~naØ konstanta c ≠ 1 takaØ, qto p_i = c r̃_i(A), i 6 n_1,

p_i = c^{−1}r̃_i(A), i > n_1.

(3.12)

Zameqanie 3.1. Vvidu zameqaniØ 2.5, dlØ togo, qtoby neprivo-

dimaØ matrica A vida (3.1), udovletvorØ¸waØ usloviØm (3.2) i (3.10), byla vyroßdennoæ, dostatoqno, qtoby vypolnØlis~ usloviØ (ii) i (iii) teoremy 3.2. Pri fftom matrica ⨁(A) ⨁(Δ_A)^{−1} obØzatel~no budet neprivodimoæ. Sledovatel~no, esli vypolneno uslovie (3.4) i matrica ⨁(A) ⨁(Δ_A)^{−1} privodima, to utverßdenie (iii) ne moßet byt~ spravedlivym, tak qto po kraæneæ mere odno iz neravenstv v (3.10), gde α = 1/2, ØvlØetsØ strogim.

Iz usloviØ (3.10) oqevidno sleduet, qto

r̃_i(A) r̃_j(A) 6 p_i p_j dlØ vseh i 6 n_1 i j > n_1. (3.13)

Znaqit, v teoreme 3.2 uslovie (3.10), sootvetstvu¸wee proizvol~nomu α, 0 6 α 6 1, moßno zamenit~ na uslovie (3.13), sootvetstvu¸wee α = 1/2, priqem takaØ zamena ne vedet k oslableni¸ rezul~tata.

Takße sleduet napomnit~, qto v rabote [6] byl ustanovlen sledu¸wiæ rezul~tat, sootvetstvu¸wiæ α = 1/2.

Teorema 3.3 [6]. Pust~ matrica A vida (3.1) neprivodima i

pust~ vypolneno uslovie (3.9). Esli spravedlivy nestrogie neravenstva (3.13) i hotØ by odno iz nih ØvlØetsØ strogim, to A ØvlØetsØ nevyroßdennoæ H-matriceæ.

Zametim, qto poslednØØ teorema ne sleduet ni iz utverßdeniØ (ii) teoremy 3.1, ni iz teoremy 3.2, poskol~ku, voobwe govorØ, v

USLOVI˚ DIAGONAL^NOGO PREOBLADANI˚ 121 predpoloßeniØh teoremy 3.3 vektor p ØvlØetsØ neotricatel~- nym, no ne obØzan byt~ poloßitel~nym. �to verno, naprimer, dlØ neprivodimoæ M -matricy

A = 1 −1 | 0 −3/4 1 | −1/2 − − − − − − − − − − − − 0 −1/4 | 1 , kotoraØ, oqevidno, udovletvorØet usloviØm teoremy 3.3, no pri fftom vektor p = [0 1/4 1]^T imeet nulevu¸ komponentu.

Teorema, privodimaØ niße, uluqxaet teoremu 3.3 v sledu- ¸wih aspektah. Vo-pervyh, oslablØetsØ uslovie (3.9), i, vovtoryh, dostatoqnye dlØ nevyroßdennosti usloviØ zamenØ¸tsØ na sootvetstvu¸wie neobhodimye i dostatoqnye usloviØ vyroßdennosti. �ta teorema takße usilivaet teoremu 3.2, poskol~ku v neæ dopuskaetsØ, qto vektor p moßet byt~ neotricatel~nym.

Teorema 3.4. Pust~ matrica A vida (3.1) neprivodima i pust~

vektor p = ⨁(Δ_A) e imeet poloßitel~nu¸ komponentu. Esli A udovletvorØet nestrogim neravenstvam (3.13), to ona vyroßdena v tom i tol~ko tom sluqae, kogda

p_i = c^{−1} r̃_i(A), i 6 n_1, p_j = c r̃_j(A), j > n_1, gde c > 0 – konstanta, (3.14)

i vypolneno uslovie (3.4).

Dokazatel~stvo. Zametim, qto iz neprivodimosti A, nera-

venstv (3.13) i predpoloßeniØ o tom, qto vektor p imeet poloßitel~nu¸ komponentu, sleduet, qto vse komponenty fftogo vektora neotricatel~ny.

Deæstvitel~no, poskol~ku matrica A neprivodima, naædutsØ indeksy i^∗ 6 n_1 i j^∗ > n_1 takie, qto

r̃_i∗ (A) > 0 i r̃_j∗ (A) > 0. (3.15)

Togda, vvidu (3.13), kak p_i∗ , tak i p_j∗ ne ravny nul¸ i ime¸t odinakovye znaki. Pust~ p_k > 0 i predpoloßim, qto k > n_1. V fftom sluqae, v silu (3.13), my imeem p_i∗ p_k > 0, otkuda sleduet, qto p_i∗ > 0 i p_j∗ > 0. (3.16)

122 L. ı. KOLOTILINA V tom sluqae, kogda k 6 n_1, neravenstva (3.16) ustanavliva¸tsØ analogiqno. Nakonec, vvidu (3.16), iz (3.13) vytekaet, qto

p_j > r̃_i∗ (A) p_i∗ r̃_j(A) > 0 dlØ vseh j > n_1

i, analogiqno,

p_i > r̃_j∗ (A) p_j∗ r̃_i(A) > 0 dlØ vseh i 6 n_1.

Itak, vektor p neotricatelen.

Teper~ my pokaßem, qto

p_k = 0 =⇒ r̃_k(A) = 0, k = 1, . . ., n. (3.17)

Deæstvitel~no, esli k 6 n_1, to, v silu (3.13), my imeem

0 = p_k p_j∗ > r̃_k(A) r̃_j∗ (A) > 0.

Vvidu (3.15), ots¸da neobhodimo sleduet, qto r̃_k(A) = 0. Sluqaæ k > n_1 rassmatrivaetsØ tak ße.

Poloßim c = r̃_{i0} (A) p_{i0} = max_i6_{n1 :} pi>0 { r̃_i(A) p_i } . (3.18)

Poskol~ku, po (3.16), my imeem p_i∗ > 0, konstanta c opredelena. Krome togo, c > 0, poskol~ku v protivnom sluqae, vvidu (3.17), my by imeli r̃_i(A) = 0 dlØ vseh i 6 n_1, i matrica A byla by privodimoæ.

Rassmotrim vektor v = ⨁(A) [ c e e ] . Pokaßem, qto on neotricatelen. Deæstvitel~no, dlØ l¸bogo i 6 n_1 my imeem v_i = c p_i − r̃_i(A). Esli p_i = 0, to, po (3.17), r̃_i(A) = 0, tak qto v_i = 0. Esli ße p_i > 0, to, po (3.18), my imeem r̃_i(A) 6 c p_i, tak qto v_i > 0. Takim obrazom, v_i = c p_i − r̃_i(A) > 0 dlØ vseh i 6 n_1. (3.19)

USLOVI˚ DIAGONAL^NOGO PREOBLADANI˚ 123 DlØ l¸bogo j > n_1 my imeem v_j = p_j − c r̃_j(A). Pust~ p_j = 0. Togda, po (3.17), r̃_j(A) = 0, tak qto v_j = 0. Esli ße p_j > 0, to, ispol~zuØ (3.18) i (3.13), my vyvodim:

c r̃_j(A) = r̃_{i0} (A) p_{i0} r̃_j(A) 6 p_j,

otkuda sleduet, qto v_j = p_j − c r̃_j(A) > 0 dlØ vseh j > n_1. (3.20) Itak, vektor v ØvlØetsØ neotricatel~nym, i, po teoreme 1.1, neprivodimaØ matrica A ØvlØetsØ vyroßdennoæ togda i tol~ko togda, kogda v = 0 i A udovletvorØet uslovi¸ (3.4).

Nakonec, vvidu (3.19) i (3.20), vektor v ØvlØetsØ nulevym togda i tol~ko togda, kogda spravedlivy ravenstva (3.14). Teorema 3.3 dokazana. �

V zakl¸qenie fftogo paragrafa my rassmotrim ewe odin nabor usloviæ, dostatoqnyh dlØ togo, qtoby bloqnaØ 2×2 matrica byla by nevyroßdennoæ H-matriceæ. Otmetim, qto ffti usloviØ soderßat proizvedenie matricy ⨁(A_{11})^{−1} na vektor i, sledovatel~no, dlØ ih proverki neobhodimo rexit~ sistemu lineænyh uravneniæ s matriceæ ⨁(A_{11}). PrivodimaØ niße teorema ØvlØetsØ neznaqitel~noæ modifikacieæ teoremy 1 raboty [8].

Teorema 3.5. Pust~ matrica A ∈ C^{n×n} , n > 2, imeet vid (3.1) i

pust~ vypolneny sledu¸wie usloviØ:

(i) A_{11} ØvlØetsØ nevyroßdennoæ H-matriceæ; (ii) ⨁(A_{11})^{−1} |A_{12}| e < α e, (3.21) gde α = min_{j>n1} p_j(A_{22}) r̃_j(A)

. (3.22)

Togda A ØvlØetsØ nevyroßdennoæ H-matriceæ. Niße my privodim nezavisimoe dokazatel~stvo teoremy 3.5, osnovannoe na primenenii sledstviØ 3.2 k matrice, neznaqitel~- no otliqa¸weæsØ ot A. Tem samym proØsnØetsØ sut~ predpoloßeniæ teoremy 3.5.

124 L. ı. KOLOTILINA

Dokazatel~stvo. Poskol~ku v usloviØh teoremy 3.5 podmatri-

ca A_{11} ØvlØetsØ nevyroßdennoæ H-matriceæ, my moßem rassmotret~ matricu B = [ I −⨁(A_{11})^{−1}|A_{12}| −|A_{21}| ⨁(A_{22}) ] . Vvedem oboznaqeniØ

r̃^{(1)} = |A_{12}| e, r̃^{(2)} = |A_{21}| e.

Togda uslovie (3.22) ravnosil~no neravenstvu

α r̃^{(2)} 6 p^{(2)}, (3.23)

togda kak uslovie (3.21) moßno zapisat~ v vide

⨁(A_{11})^{−1} r̃^{(1)} < α e. (3.24)

S pomow~¸ (3.24) i (3.23) my vyvodim: [ ⨁(A_{11})^{−1} r̃^{(1)} ] i r̃^{(2)}_j < α r̃^{(2)}_j 6 p^{(2)}_j dlØ vseh i 6 n_1, j > n_1.

(3.25)

Zametim teper~, qto poslednee uslovie v toqnosti sovpadaet s usloviem (3.6) v primenenii k matrice B. Dalee, v silu (3.25), vektor Δ_B e = [_e p^{(2)} ] poloßitelen. Sledovatel~no, Z-matrica B ØvlØetsØ nevyroßdennoæ M -matriceæ po sledstvi¸ 3.2. Nakonec, poskol~ku ⨁(A) = [_⨁ (A_{11}) 0 0 I ] B, to Z-matrica ⨁(A) nevyroßdena i monotonna. Sledovatel~no, ⨁(A) ØvlØetsØ nevyroßdennoæ M -matriceæ, a A – nevyroßdennoæ H-matriceæ. �

§4. Oblasti lokalizacii sobstvennyh znaqeniæ V fftom paragrafe dlØ polnoty izloßeniØ my privodim rezul~taty o lokalizacii sobstvennyh znaqeniæ, ravnosil~nye nekotorym utverßdeniØm o nevyroßdennosti matric, predstavlennym v §§2 i 3.

USLOVI˚ DIAGONAL^NOGO PREOBLADANI˚ 125 Niße qerez Spec (A) oboznaqaetsØ spektr kvadratnoæ matricy A s kompleksnymi fflementami, a takße ispol~zu¸tsØ sledu¸wie dopolnitel~nye oboznaqeniØ.

Pust~ A = (a_{ij} )^n_{i,j=1} = (A_{ij} )^N_{i,j=1} ∈ C^{n×n} , n > N > 1. DlØ l¸bogo z ∈ C poloßim s_i(z) = |z − a_{ii}| − r^′_i(Δ_A), i = 1, . . ., n. (4.1) Oboznaqim G_i(Δ_A) = {z ∈ C : |z − a_{ii}| 6 r^′_i(Δ_A)} = {z ∈ C : s_i(z) 6 0}, i = 1, . . . , n, (4.2)

tak qto mnoßestva G_i(Δ_A) ØvlØ¸tsØ krugami Gerxgorina dlØ bloqno diagonal~noæ qasti Δ_A matricy A.

Nakonec, poloßim P_{α, π} (A) = { z ∈ C : w_{α, si(z)}(π) 6 w_{α, r̃i(A)}(π) } , π ∈ ∑_k(S_A), k > 0, (4.3)

gde matrica S_A opredelena v sootvetstvii s (2.22) i zavisit tol~ko ot raspoloßeniØ nenulevyh vnediagonal~nyh fflementov v A.

V sootvetstvii s (4.3), dlØ kaßdogo prostogo kontura γ ∈ (S_A), ne zavisimo ot α, my imeem:

P_γ (A) = { z ∈ C : w_{si(z)}(γ) 6 w_{r̃i(A)}(γ) }

= z ∈ C : ∏ i∈γ̄ s_i(z) 6 ∏ i∈γ̄ r̃_i(A) . (4.4)

V fftih oboznaqeniØh iz utverßdeniØ (i) sledstviØ 2.3 my nemedlenno poluqaem sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 4.1. Pust~ A = (Aij )^N_{i,j=1} ∈ C^{n×n} , n > N > 1, pust~ k > 0

i pust~ 0 6 α 6 1. Togda

Spec (A) ⊆ (_n ⋃ i=1 G_i(Δ_A) ) ∪ ⋃ π∈Pk (SA)^{Pα, π (A)} . (4.5) Zametim, qto v tom kraænem sluqae, kogda N = n, t.e. Δ_A = D_A, spravedlivy sootnoxeniØ G_i(Δ_A) = G_i(D_A) = {a_{ii}}, i = 1, . . ., n,

126 L. ı. KOLOTILINA i s_i(z) = |z − a_{ii}|, r̃_i(A) = r^′_i(A), i = 1, . . . , n.

Krome togo, esli A[i] = a_{ii} ne ØvlØetsØ neprivodimoæ komponentoæ matricy A, to i prinadleßit nekotoromu prostomu konturu iz (S_A) = (A − D_A), i, sledovatel~no, dlØ l¸bogo k > 1, takße i nekotoromu puti π ∈ ∑_k(S_A) = ∑_k(A − D_A). Itak, pri N = n i

k > 1, iz teoremy 4.1 sleduet, qto

Spec (A) ⊆ ⋃ π∈Pk (A−DA)^{{z ∈ C : wα, |z−aii|(π)}

6 wα, r′_i (A)(π)}

(4.6) ∪ {a_{ii} : i ∈ ⟨n⟩ & a_{ii} – neprivodimaØ komponenta matricy A},

qto soglasuetsØ s utverßdeniem sledstviØ 7.2 raboty [2].

V protivopoloßnom kraænem sluqae, kogda N = 1, my imeem Δ_A = A, tak qto pri k > 1 mnoßestvo ∑_k(S_A) = ∑_k(0) ØvlØetsØ pustym. Sledovatel~no, v rassmatrivaemom sluqae teorema 4.1 svoditsØ k teoreme Gerxgorina.

Zametim takße, qto pri k = 0 i proizvol~nom N my po opredeleni¸ imeem ∑_0(S_A) = ⟨n⟩, tak qto ⋃ π∈P0 (SA)^{Pα, π (A) =} n⋃ i=1 {z ∈ C : s_i(z) 6 r̃_i(A)}

= n⋃ i=1 {z ∈ C : |z − a_{ii}| 6 r^′_i(A)} = n⋃ i=1 G_i(A) ⊇ n⋃ i=1 G_i(Δ_A).

Znaqit pri k = 0, kak i pri N = 1, vkl¸qenie (4.5), davaemoe teoremoæ 4.1, svoditsØ k teoreme Gerxgorina.

Analogiqno, iz utverßdeniØ (i) sledstviØ 2.6 vytekaet sledu- ¸wiæ rezul~tat o lokalizacii sobstvennyh znaqeniæ.

USLOVI˚ DIAGONAL^NOGO PREOBLADANI˚ 127

Teorema 4.2. Pust~ A = (Aij )^N_{i,j=1} ∈ C^{n×n} , n > N > 1. Togda

Spec (A) ⊆ (_n ⋃ i=1 G_i(Δ_A) ) ∪ ⋃ γ∈C(SA)^{Pγ (A)} (4.7) = (_n ⋃ i=1 G_i(Δ_A) ) ∪ ⋃ γ∈C(SA) z ∈ C : ∏ i∈γ̄ s_i(z) 6 ∏ i∈γ̄ r̃_i(A) .

Zametim, qto pri N = 1 oblast~ lokalizacii, davaemaØ teoremoæ 4.2, sovpadaet s ob¨edineniem krugov Gerxgorina^n ⋃ i=1 G_i(A), togda kak pri N = n my imeem vkl¸qenie

Spec (A) ⊆ ⋃ γ∈C(A): |γ|¿2 z ∈ C : ∏ i∈γ̄ |z − a_{ii}| 6 ∏ i∈γ̄ r^′_i(A) (4.8) ∪ {a_{ii} : i ∈ ⟨n⟩ & a_{ii} – neprivodimaØ komponenta matricy A},

sovpada¸wee s vkl¸qeniem (7.7) raboty [2] pri p = r = 1, D_1 = I_n i β_1 = 1. Zametim takße, qto vkl¸qenie (4.8) podobno, no neskol~ko slabee (v privodimom sluqae), qem utverßdenie teoremy 2.5 iz monografii [11], v kotoroæ dopolnitel~no predpolagaetsØ, qto izvestny vse neprivodimye komponenty matricy A (qto pozvolØet zamenit~ veliqiny r^′_i(A) analogiqnymi stroqnymi summami dlØ sootvetstvu¸wih neprivodimyh komponent matricy A).

V tom sluqae, kogda N = 2, k = 1 i

A = (a_{ij} ) = [ A_{11} A_{12} A_{21} A_{22} ] ∈ C^{n×n} , n > 2, A_{11} ∈ C^{n1 ×n1} , 1 6 n_1 < n,

(4.9)

sledstvie 3.3 daet nam sledu¸wee uluqxenie teoremy 6 iz stat~i [5] (sm. takße teoremu 3.12 iz [11]).

128 L. ı. KOLOTILINA

Teorema 4.3. DlØ proizvol~noæ matricy A vida (4.9) spravedli-

vo vkl¸qenie

Spec (A) ⊆ (_n ⋂ i=1 {z ∈ C : |z − a_{ii}| 6 r^′_i(Δ_A)} )

(4.10) ∪ ⋃ i6n1, j>n1^{{z ∈ C : [|z − aii| − r} 0 i(ΔA)] [|z − ajj | − r^0j(ΔA)] 6 r̃i(A) r̃j (A)} .

Otmetim, qto v pravu¸ qast~ (4.10) vhodit pereseqenie (a ne ob¨edinenie) krugov Gerxgorina dlØ bloqno diagonal~noæ qasti Δ_A matricy A.

V zakl¸qenie my privedem dva rezul~tata, kasa¸wihsØ graniqnyh sobstvennyh znaqeniæ neprivodimyh matric.

Sledu¸waØ teorema ØvlØetsØ ffkvivalentnoæ pereformulirovkoæ teoremy 3.4.

Teorema 4.4. Pust~ matrica A vida (4.9) neprivodima. Toqka

λ ∈ C , udovletvorØ¸waØ usloviØm λ /∈ n⋂ i=1 G_i(Δ_A) (4.11) i [|λ − a_{ii}| − r^′_i(Δ_A)] [|λ − a_{jj}| − r^′_j(Δ_A)] > r̃_i(A) r̃_j(A) dlØ vseh i 6 n_1 i j > n_1,

(4.12)

ØvlØetsØ sobstvennym znaqeniem matricy A togda i tol~ko togda, kogda

|λ − a_{ii}| = r^′_i(Δ_A) + c^{−1}r̃_i(A), i 6 n_1,

|λ − a_{jj}| = r^′_j(Δ_A) + c r̃_j (A), j > n_1,

(4.13)

gde c > 0 – nekotoraØ konstanta, i vypolneno uslovie

Π_γ (A) / ∏ i∈γ̄ (λ − a_{ii}) > 0 dlØ vseh γ ∈ (A), |γ| > 2 . (4.14)

USLOVI˚ DIAGONAL^NOGO PREOBLADANI˚ 129 Zametim, qto pri c < 1 iz usloviæ (4.13) sleduet, qto λ ∈ ⋃ j>n_1 G^0_j (A) i λ /∈ ⋃ i6n1^{Gi(A),} a pri c > 1, qto λ ∈ ⋃ i6n1^G 0 i (A) i λ /∈ ⋃ j>n_1 G_j (A), gde my ispol~zuem oboznaqenie G^0_k(A) = {z ∈ C : |z − a_{kk}| < r^′_k(A)}. Tem samym pri c ≠ 1 λ ne ØvlØetsØ graniqnoæ toqkoæ ni odnogo iz krugov Gerxgorina dlØ A.

V sluqae ße, kogda c = 1, sootnoxeniØ (4.13) oznaqa¸t, qto |λ − a_{ii}| = r^′_i(A), i = 1, . . . , n, t.e. λ ØvlØetsØ obweæ graniqnoæ toqkoæ vseh krugov Gerxgorina dlØ matricy A. Krome togo, pri vseh c > 0 toqka λ ØvlØetsØ obweæ graniqnoæ toqkoæ vseh “psevdoovalov” [|λ − a_{ii}| − r^′_i(Δ_A)] [|λ − a_{jj}| − r^′_j(Δ_A)] 6 r̃_i(A) r̃_j(A), i 6 n_1, j > n_1.

Zakl¸qitel~nyæ rezul~tat otnositsØ k bolee obwemu sluqa¸, kogda k = 1, no N > 2 proizvol~no, i, vvidu zameqaniØ 2.5, ravnosilen sledstvi¸ 2.5.

Teorema 4.5. Pust~ matrica A = (Aij )^N_{i,j=1} ∈ C^{n×n} , n > N > 2,

neprivodima i pust~ 0 6 α 6 1. Toqka λ ∈ C , udovletvorØ¸waØ usloviØm λ /∈ n⋃ i=1 G_i(Δ_A) (4.15) i [|λ − a_{ii}| − r^′_i(Δ_A)]^α [|λ − a_{jj}| − r^′_j(Δ_A)]^{1−α} > r̃_i(A)^α r̃_j(A)^{1−α} (4.16) dlØ vseh i ≠ j takih, qto (S_A)_{ij} ≠ 0, 1 6 i, j 6 n, ØvlØetsØ sobstvennym znaqeniem matricy A togda i tol~ko togda, kogda spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ:

130 L. ı. KOLOTILINA

(i) vypolneno uslovie (4.14); (ii) – libo |λ − a_{ii}| = r^′_i(A), i = 1, . . . , n, – libo α = 1/2, ⟨n⟩ = S_1 ∪ S_2, gde dlØ nekotoroæ konstanty c > 1 S_1 = {i ∈ ⟨n⟩ : |λ − a_{ii}| = r^′_i(Δ_A) + c r̃_i(A)}, S_2 = {j ∈ ⟨n⟩ : |λ − a_{jj}| = r^′_j(Δ_A) + c^{−1} r̃_j (A)},

i esli mnoßestva S_1 and S_2 uporØdoqeny estestvenno, to [ A[S_1] 0 0 A[S_2] ] = P^T Δ_AP,

gde P – matrica perestanovki, menØ¸waØ mestami bloqnye stroki i stolbcy matricy Δ_A.

V qastnosti, iz teoremy 4.5 sleduet, qto toqka λ, udovletvorØ¸waØ usloviØm (4.15) i (4.16), ØvlØetsØ sobstvennym znaqeniem neprivodimoæ matricy A tol~ko v tom sluqae, kogda vse neravenstva v (4.16) vypolnØ¸tsØ s ravenstvami, t.e. λ – obwaØ graniqnaØ toqka vseh oblasteæ P_{α, π}(A), π ∈ ∑_1(S_A).

Literatura 1. L. S. Daxnic, M. S. Zusmanoviq, O nekotoryh kriteriØh regulØrnosti

matric i lokalizacii spektra. — ȷ. vyqisl. matem. matem. fiz., 10

(1970), 1092–1097.

2. L. ı. Kolotilina, Problema vyroßdennosti/nevyroßdennosti dlØ

matric, udovletvorØ¸wih usloviØm diagonal~nogo preobladaniØ, formuliruemym v terminah orientirovannyh grafov. — Zap. nauqn. semin.

POMI, 309 (2004), 40–83.

3. A. Berman, R. Plemmons, Nonnegative Matrices in the Mathematical Sciences.

— Academic Press, New York (1969).

4. R. Brualdi, Matrices, eigenvalues, and directed graphs. — Linear Multilinear

Algebra, 11 (1982), 143–165.

5. L. Cvetkovic, V. Kostic, R. S. Varga, A new Gers̆gorin-type eigenvalue inclusion

set. — Electron. Trans. Numer. Anal., 18 (2004), 73–80.

6. Y. Gao, X. Wang, Criteria for generalized diagonally dominant matrices and

M-matrices. — Linear Algebra Appl., 169 (1992), 257–268.

7. F. Harary, Graph Theory. — Addison–Wesley Publ. Co. (1969). 8. T. Huang, A note on generalized diagonally dominant matrices. — Linear Alge-

bra Appl., 225 (1992), 237–242.

9. L. Yu. Kolotilina, Nonsingularity/singularity criteria for nonstrictly block diag-

onally dominant matrices. — Linear Algebra Appl., 359 (2003), 133–159.

USLOVI˚ DIAGONAL^NOGO PREOBLADANI˚ 131 10. L. Yu. Kolotilina, Generalizations of the Ostrowski-Brauer theorem. — Linear

Algebra Appl., 364 (2003), 65–80.

11. R. S. Varga, Gers̆gorin and His Circles. — Springer Series Comput. Math., 36,

Springer (2004).

Kolotilina L. Yu., Pseudoblock conditions of diagonal dominance. The paper presents new pseudoblock diagonal-dominance conditions for matrices with fixed block partitioning, which generalize the pointwise kth-order diagonal-dominance conditions and pointwise circuit diagonaldominance conditions. For matrices satisfying pseudoblock conditions, the singularity/nonsingularity problem is considered. In particular, for block 2 × 2 matrices, certain known results are improved and generalized. Some eigenvalue inclusion regions corresponding to pseudoblock nonsingularity conditions are presented.

Postupilo 14 i¸nØ 2005 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail: liko@pdmi.ras.ru