Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 323, 2005 g.

V. N. KublanovskaØ

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ ALGEBRY. 7. METOD PG–q FAKTORIZACII I EGO PRIMENENI˚

§1. P G-q faktorizaciØ

Pust~ F = F (μ_1, . . . , μ_q) est~ q-parametriqeskaØ polinomial~- naØ m×n matrica polnogo ranga. DlØ opredelennosti rank F = m (F ∈ F^{m×n}_m ). Rassmotrim faktorizaci¸ matricy F (P G-q faktorizaci¸) vida F = P G, P = q−1∏ k=1 P_k, P_k = n_k∏

i=1 ∇^{(k)}_i . (1)

Zdes~ G est~ q-parametriqeskaØ polinomial~naØ m × n matrica ranga m; ∇^{(k)}_i (k = 1, . . . , q − 1, i = 1, . . ., n_k, n_k = C^k_q ) est~ regulØrnaØ (q − k)-parametriqeskaØ polinomial~naØ m × m matrica, harakteristiqeskiæ polinom f[∇^{(k)}_i ] kotoroæ ØvlØetsØ primitivnym nad kol~com polinomov ot q − k − 1 peremennyh;^1 P est~ naibol~xiæ levyæ delitel~ matricy F , t.e. regulØrnaØ qparametriqeskaØ polinomial~naØ matrica, harakteristiqeskiæ polinom kotoroæ primitiven nad kol~com polinomov ot q − 1 peremennyh.

Nuli harakteristiqeskogo polinoma f[F ] matricy F budem oboznaqat~ naborami iz q parametrov vida (λ_k, μ^∗_{q−k}), gde λ_k est~ mul~tiparametr, sostoØwiæ iz k svobodnyh (nefiksirovannyh) parametrov, dopolnitel~nyh k mul~tiparametru μ^∗_{q−k}, sostoØwemu iz q − k fiksirovannyh parametrov. Esli ne voznikaet dvusmyslennogo tolkovaniØ, to nuli f[F ] (ili, qto to ße, toqki koneqnogo spektra matricy F ) budem oboznaqat~ takße simvolom (λ, μ_∗), gde λ est~ odin iz parametrov mul~tiparametra λ_k,

Rabota vypolnena pri podderßke grantov RFFI 05-01-00945 i NX 2268.2003.1.

1Sredi matric r^{(k)}_i mogut byt~ trivial~nye (unimodulØrnye) matri- cy. 150

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ . . . 7 151 t.e. svobodnyæ parametr, μ_∗ est~ nabor iz q − 1 dopolnitel~nyh k λ parametrov, sredi kotoryh, po kraæneæ mere, odin ØvlØetsØ fiksirovannym.

Esli matrica F imeet polnyæ stolbcovyæ rang, to GP -q faktorizaciØ F predstavlØetsØ ravenstvom F = ^G ^P , gde ^G := G^T , ^P = P^T , F^T = P G est~ P G-q faktorizaciØ matricy F^T .

1.1. Algoritm P G-q faktorizacii matricy

Pust~ F ∈ F^{m×n}_m . V predpoloßenii, qto P G-q faktorizaciØ F suwestvuet, rassmotrim algoritm ee vyqisleniØ. Algoritm sostoit iz q−1 tipiqnyh (vnexnih) xagov. Kaßdyæ xag k vydelØet iz preobrazuemoæ matricy levyæ delitel~ P_k.

Rassmotrim realizaci¸ xaga k. Pust~ v rezul~tate vypolneniØ k − 1 xagov poluqeno ravenstvo:

F = P_1 . . . P_{k−1}G_{k−1}. (2)

Sleduet naæti razloßenie vida

G_{k−1} = P_kG_k. (3)

Naqal~nymi dannymi xaga k ØvlØ¸tsØ q-parametriqeskaØ polinomial~naØ m×n matrica G_{k−1} i mnoßestvo α_k := {α^{(k)}_1 , . . . , α^{(k)}n_k } mul~tiparametrov α^{(k)}_i , i = 1, . . . , n_k (n_k = C^k_q ). Mul~tiparametr α^{(k)}_i sostoit iz tak nazyvaemyh veduwih parametrov λ_{i1} , . . ., λ_{ik} iz mnoßestva {μ_1, . . . , μ_q}, po stepenØm kotoryh preobrazuemaØ matrica zapisyvaetsØ v vide matriqnogo polinoma. �lementy mnoßestva α_k razliqny meßdu soboæ i mogut raspolagat~sØ v l¸bom leksikografiqeskom porØdke, fiksirovannom dlØ kaßdogo xaga k. Naprimer, α_k = {λ_1, . . ., λ_k; λ_1, . . . , λ_{k−1}, λ_{k+1}; . . . , λ_{q−k+1}, . . . , λ_q}. Perehod ot xaga k − 1 k xagu k sostoit iz n_k tipiqnyh (vnutrennih) xagov. DlØ pervogo (vnutrennego) xaga naqal~nymi dannymi ØvlØ¸tsØ F^{(k)}_1 := G_{k−1} i α^{(k)}_1 = λ_1, . . . , λ_1 ≡ μ_1, . . . , μ_k.

VypolnØ¸tsØ sledu¸wie operacii.

152 V. N. KUBLANOVSKA˚

(1) Matrica F^{(k)}_1 predstavlØetsØ v vide matriqnogo polinoma ot k peremennyh:

F^{(k)}_1 = s1∑ t1=0 · · · s_k∑

t_k=0 C^{(k)}_{t1,...,tk} λ^{t1}_1 . . . λ^{tk}_k , (4) gde C^{(k)}_{t1,...tk} = C^{(k)}_{t1,...tk} (μ_{k+1}, . . . , μ_q) est~ polinomial~naØ (q − k)- parametriqeskaØ m × n matrica.

(2) Iz kofffficientov F^{(k)}_1 formiruetsØ (q − k)-parametriqeskaØ polinomila~naØ matrica A^{(k)}_1 := [C^{(k)}_{t1,...,tk} , . . . , C^{(k)}_{0,...,0}], ime¸waØ razmery m × nN_k, N_k :=^k ∏ i=1 (s_i + 1).

(3) K matrice A^{(k)}_1 primenØetsØ algoritm ∇V -(q − k) faktorizacii [1]:

A^{(k)}_1 = ∇^{(k)}_1 V^{(k)}_1 , (5)

gde ∇^{(k)}_1 – regulØrnaØ polinomial~naØ m × m matrica, zavisØwaØ ot q − k parametrov, V^{(k}_1 est~ polinomial~naØ (q − k)- parametriqeskaØ m × nN_k matrica.

Rezul~tatom vypolneniØ operaciæ (1)–(3) ØvlØ¸tsØ ravenstva

F^{(k)}_1 = A^{(k)}_1 Λ^{(k)}_1 = ∇^{(k)}_1 V^{(k)}_1 Λ^{(k)}_1 := ∇^{(k)}_1 F^{(k)}_2 , F^{(k)}_2 := V^{(k)}_1 Λ^{(k)}_1 , (6)

gde Λ^{(k)}_1 := [λ^{sk}_1 , . . . , λ^{sk}_k I_n, . . ., I_n]^B est~ polinomial~naØ k-para-metriqeskaØ nN_k ×n matrica, sostavlennaØ v sootvetstvii s vybrannym raspoloßeniem kofffficientov pri formirovanii matricy A^{(k)}_1 , I_n – ediniqnaØ matrica, [. . . ]^B – simvol bloqnogo transponirovaniØ.

OsuwestvlØetsØ perehod k vypolneni¸ sledu¸wego (vtorogo) vnutrennego xaga. V kaqestve naqal~nyh dannyh beretsØ matrica F^{(k)}_2 iz (6) i sledu¸wiæ nabor veduwih parametrov iz mnoßestva α_k.

V rezul~tate vypolneniØ n_k vnutrennih xagov budet poluqeno ravenstvo (3), gde P_k := ∇^{(k)}_1 , . . ., ∇^{(k)}n_k , G_k = F^{(k)}n_k .

Rezul~tatom vypolneniØ q − 1 vnexnih xagov budet razloßenie (1).

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ . . . 7 153 Obosnovanie algoritma P G-q faktorizacii matricy F polnogo stroqnogo ranga (v predpoloßenii, qto {σ_r[F ] ∩ σ_s[F ]} est~ pustoe mnoßestvo) analogiqno obosnovani¸ algoritma nepolnoæ otnositel~noæ faktorizacii matricy F iz [2].

1.2. P G-q faktorizaciØ skalØrnogo polinoma

Pust~ f = f(μ_1 , . . ., m_q ) est~ skalØrnyæ polinom ot q peremennyh. Ravenstvo vida

f = p_0p_1, . . . , p_{q−1}, p_k = n_k∏

i=1 δ^{(k)}_i , (7)

nazovem P G-q faktorizacieæ skalØrnogo polinoma. Zdes~ p_0 = p_0(μ_1, . . . , μ_q) – polinom ot q peremennyh, primitivnyæ nad kol~- com polinomov ot q − 1 peremennyh, δ^{(k)}_i , i = 1, . . ., n_k, n_k = C^k_q , est~ polinom ot q − k peremennyh iz mnoßestva {μ_1, . . . , μ_q}, primitivnyæ nad kol~com polinomov ot q − k − 1 peremennyh.

Algoritm postroeniØ razloßeniØ (7) sostoit iz q −1 vnexnih xagov. Kaßdyæ xag s nomerom k vydelØet iz preobrazuemogo polinoma delitel~ p_k.

Rassmotrim realizaci¸ xaga k. Pust~ v rezul~tate vypolneniØ k − 1 vnexnih xagov poluqeno ravenstvo f = p_1, . . . , p_{k−1}g_{k−1}. Sleduet naæti razloßenie vida

g_{k−1} = p_kg_k. (8)

Naqal~nymi dannymi dlØ vypolneniØ xaga k ØvlØ¸tsØ polinom g_{k−1} ot q peremennyh i mnoßestvo α_k, fflementami kotorogo (analogiqno algoritmu p. 1.1) ØvlØ¸tsØ nabory veduwih parametrov λ_{i1} , . . . λ_{ik} , vybiraemye iz mnoßestva {μ_1, . . . , μ_q} dlØ zapisi g_{k−1} v vide polinoma ot k peremennyh. �lementy mnoßestva α_k razliqny meßdu soboæ i raspolaga¸tsØ v l¸boæ posledovatel~nosti, fiksirovannoæ dlØ kaßdogo xaga k.

Perehod ot xaga k − 1 k xagu k algoritma sostoit iz n_k vnutrennih xagov.

Naqal~nymi dannymi pervogo (tipiqnogo) xaga ØvlØetsØ polinom f^{(1)} := g_{k−1} i nabor veduwih parametrov λ_1, . . ., λ_k. VypolnØ¸tsØ sledu¸wie operacii.

154 V. N. KUBLANOVSKA˚

(1) Polinom f^{(1)} zapisyvaetsØ v vide polinoma ot k peremennyh:

f^{(1)} = s1∑ t1=0 · · · s_k∑

t_k=0 c^{(k)}_{t1,...,tk} λ^{t1}_1 , . . . , λ^{tk}_k . (9) Zdes~ kofffficienty c^{(k)}_{t1,...,tk} sut~ polinomy ot q − k peremennyh, dopolnitel~nyh k parametram, vybrannym v kaqestve veduwih v polinome f^{(1)}. DlØ pervogo vnutrennego xaga c^{(k)}_{t1,...,tk} = c^{(k)}_{t1,...,tk} (μ_{k+1}, . . . , μ_q). (2) NahoditsØ δ^{(k)}_1 , t.e. NOD posledovatel~nosti polinomov {c^{(k)}_{t1,...,tk} } iz (9), i ravenstva c^{(k)}_{t1,...,tk} = δ^{(k)}_1 ĉ_{t1,...,tk} , gde {ĉ^{(k)}_{t1,...,tk} } est~ posledovatel~nost~ vzaimno prostyh polinomov ot q − k peremennyh nad kol~com polinomov ot q − k − 1 peremennyh.

Rezul~tatom vypolneniØ operaciæ (1), (2) ØvlØetsØ razloßenie vida

f^{(1)} = δ^{(k)}_1 f^{(2)} ; f^{(2)} := s1∑ t1=0 · · · s_k∑

t_k=0 ĉ^{(k)}_{t1,...tk} λ^{t1} , . . . , λ^{tk}_k , (10) gde δ^{(k)}_1 = δ^{(k)}_1 (μ_{k+1}, . . . , μ_q); f^{(2)} = f^{(2)} (μ_1, . . . , μ_q).

(3) OsuwestvlØetsØ perehod k vypolneni¸ sledu¸wego (vtorogo) vnutrennego xaga, naqal~nymi dannymi kotorogo ØvlØ¸tsØ polinom f^{(2)} i sledu¸wiæ nabor veduwih parametrov iz mnoßestva α_k.

V rezul~tate vypolneniØ n_k vnutrennih xagov budut naædeny polinomy p_k = δ^{(k)}_1 , . . . , δ^{(k)}_{nk} i g_k = f^{(nk)}.

Rezul~tatom vypolneniØ q − 1 vnexnih xagov budet razloßenie (7), gde p_0 = g_{q−1}.

ZameqaniØ. 1. Vypolnenie pervogo vnexnego xaga algoritma

P G − q faktorizacii matriqnogo (skalØrnogo) polinoma sovpadaet s algoritmom nepolnoæ otnositel~noæ faktorizacii (NOFq) matricy F (polinoma f) (sm. [2]). Tak esli F = P̄ F̄ – rezul~- tat algoritma NOF matricy F , to P_1 = P̄ , G_1 = F̄ . Analogiqno,

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ . . . 7 155 esli f = φg est~ rezul~tat algoritma NOF dlØ polinoma f, to p_1 = φ, g_1 = g, gde g est~ polinom ot q peremennyh, primitivnyæ nad kol~com polinomov ot q − 1 peremennyh.

2. Predstavlenie matricy F vida F = P_1 . . . P_kG_k, poluqennoe na xage k algoritma P G-q faktorizacii, budem nazyvat~ P G-k faktorizacieæ q-parametriqeskoæ polinomial~noæ matricy F .

1.3. Svoæstva P G-q faktorizacii

1^∘. P G-q faktorizaciØ ØvlØetsØ rangovoæ faktorizacieæ matricy F , t.e.

rank F = rank P = rank G = m,

rank P = rank P_k = rank ∇^{(k)}_i = m, k = 1, . . . , q − 1, i = 1, . . . , n_k. Spravedlivost~ sleduet iz algoritma postroeniØ P G − q faktorizacii.

2^∘. N_c[F ] = N_c[G], σ^+_s [F ] = σ^+_s [G]. 3^∘. Ime¸t mesto sootnoxeniØ^2 σ[F ] = σ[P ] ∪ {σ[P ] ∩ σ[G]} ∪ σ[G]; σ_r[F ] = σ[P ] ∪ σ_r [G]; σ_{rs}[F ] = {{σ[P ] ∪ σ_r[G]} ∩ σ^+_s [F ]} ∪ σ_{rs}[G]. Zdes~ σ^+_s [G] = σ^+_s [F ]; σ_{rs}[G] := σ_r[G]∩σ^+_s [G]; σ_r[G] = {|·| : g[F ] = 0}; g[F ] est~ polinom, vhodØwiæ v nepolnu¸ otnositel~nu¸ faktorizaci¸ harakteristiqeskogo polinoma f[F ] matricy F , tak qto g[F ] est~ polinom ot q peremennyh, primitivnyæ nad kol~com polinomov ot q − 1 peremennyh iz mnoßestva {μ_1, . . ., μ_q}. Spravedlivost~ sleduet iz 1^∘ i 2^∘ s uqetom opredeleniØ regulØrnogo spektra matricy (sm. [6]).

4^∘. Kaßdoæ toqke (λ, μ_∗) ∈ σ_{r1} [P ] sootvetstvuet levaØ (λ, μ_∗); y_∗ i pravaØ (λ, μ_∗), x_∗ sobstvennye pary matricy F . Pri fftom levye sobstvennye vektory matric F i P sovpada¸t, a pravye sobstvennye vektory svØzany sootnoxeniem G(λ, μ_α)x_∗ = η_∗, gde (λ, μ_∗) /∈ σ_r[G]. Spravedlivost~ sleduet iz opredeleniØ sobstvennyh par [6].

5^∘. Harakteristiqeskie polinomy f[P_i] i f[P_j] pri i ≠ j ne ime¸t obwih nuleæ. Spravedlivost~ sleduet iz svoæstv nuleæ 2σ_r 1 [F ] oboznaqaet mnoßestvo toqek regulØrnogo spektra σ^r [F ], uroven~

nasledstvennosti kotoryh ne prevoshodit edinicy. Na σr_1 [F ] budem ssylat~sØ kak na sobstvennyæ spektr matricy F (sm. [6]).

156 V. N. KUBLANOVSKA˚ polinomov f[P_k] i f[∇^{(k)}_i ]. Po postroeni¸ nuli f[∇^{(k)}_i ] zavisØt ot q − k fiksirovannyh parametrov, vhodØwih v mul~tiindeks β^{(k)}_i , gde {α^{(k)}_i , β^{(k)}_i } = {μ_{i1}, . . . , μ_{iq} }, α^{(k)}_i ≠ α^{(k)}_j , β^{(k)}_i ≠ β^{(k)}_j pri i ≠ j.

6^∘. RegulØrnaØ q-parametriqeskaØ matrica P =^{q−1} ∏ k=1 P_k iz ra-

venstva (1) ØvlØetsØ naibol~xim levym delitelem matricy F : harakteristiqeskiæ polinom f[P ] ne soderßit nuleæ, zavisØwih ot vseh q peremennyh (ili, drugimi slovami, ØvlØetsØ primitivnym polinomom nad kol~com polinomov ot q − 1 peremennyh).

Deæstvitel~no, po postroeni¸ matrica G ne soderßit sobstvennyh par, poroßdennyh toqkami (λ, μ_∗) spektra matricy F , tak kak sovpada¸wie nuli polinomov f[P ] i f[G] prinadleßat mnoßestvu {σ[P ] ∩ σ_s[G]} i ne mogut byt~ isqerpany iz σ[G].

7^∘. Rezul~tatom primeneniØ algoritma P G-q faktorizacii k regulØrnoæ q-parametriqeskoæ matrice F ØvlØ¸tsØ ravenstva F = P G = ĜP̂ , f[F ] = f[P ]f[G] = f[P̂ ]f[Ĝ]. Zdes~ P i G (P̂ i Ĝ) regulØrnye q-parametriqeskie matricy; polinom f[G] (polinom f[Ĝ]) primitiven nad kol~com polinomov ot q − 1 peremennyh; nuli f[G] (nuli f[Ĝ]) ime¸t fiksirovannymi vse q parametrov; polinomy f[P ] i f[P̂ ] zavisØt ot q peremennyh, a ih nuli ime¸t, po kraæneæ mere, odin iz parametrov svobodnym.

§2. Primenenie algoritma P G-q faktorizacii 2.1. ΔG-q faktorizaciØ i algoritm vyqisleniØ

Pust~ F ∈ F^{m×n}_ρ , ρ – rang F . Ravenstvo vida

F G = [ ^Δ, O] (11)

nazyvaetsØ ΔG-q faktorizacieæ matricy F , esli vypolneny sledu¸wie usloviØ: O – nulevaØ n × (n − ρ) matrica; G(λ, μ) = [Ĝ_1, Ĝ_0] – regulØrnaØ, q-parametriqeskaØ polinomial~naØ matrica, unimodulØrnaØ po λ. Bloki Ĝ_1 i Ĝ_0 matricy G ime¸t sootvetstvenno razmery n × ρ i n × (n − ρ). Ĝ_0 – bazisnaØ matrica nul~-prostranstva N_c[F ] iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ matricy F , σ_{r1} [Ĝ_1] = ?, σ_{r1} [Ĝ_0] = ?; ^Δ = F Ĝ_1 – qparametriqeskaØ polinomial~naØ m × ρ matrica ranga ρ, regu-

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ . . . 7 157 lØrnyæ spektr kotoroæ soderßit ob¨edinenie regulØrnyh spektrov σ_{r1}[F ] i σ_{rs}[F ].

Algoritm vyqisleniØ ΔG-q faktorizacii vypolnØet sledu¸- wie operacii.

(1) K matrice F :=^s ∑ k=0 C_k(μ)λ^k primenØetsØ algoritm ΔW -q

faktorizacii [5], t.e. nahoditsØ matrica W = W (λ, μ), realizu- ¸waØ razloßenie vida

F W = [Δ, O]. (12)

Zdes~ O – nulevaØ n×(n−ρ) matrica, W = [W_1, W_0], W_0 = W_0(λ, μ) – bazisnaØ matrica N_c[F ]; matricy W := W (λ, μ) ∈ F^{n×n}_n , W_1 ∈ F^{n×ρ}_ρ , W_0 ∈ F^{n×(n−ρ)} n−ρ ime¸t regulØrnye spektry, ne zavisØwie ot parametra λ (korotko govorØ, ØvlØ¸tsØ unimodulØrnymi po parametru λ).

(2) K matricam W^T_1 i W^T_0 primenØetsØ algoritm P G-q faktorizacii, t.e. nahodØtsØ razloßeniØ vida

W_1 = Ĝ_1P̂_1, W_0 = Ĝ_0P̂_0.

(3) FormiruetsØ matrica

G := [Ĉ_1, Ĝ_0] = W blockdiag{P̂^{−1}_1 , P̂^{−1}_0 },

realizu¸waØ iskomu¸ ΔG-q faktorizaci¸ (11).

DlØ obosnovaniØ algritma ΔG-q faktorizacii rassmotrim sledu¸wie svoæstva.

1^∘. Matrica G, realizu¸waØ razloßenie (11), ØvlØetsØ regulØrnoæ q-parametriqeskoæ polinomial~noæ matriceæ, unimodulØrnoæ po parametru λ:

σ[G] = {| · | : det G = 0} = σ_ν[W ].

Zdes~ qerez σ_ν[W ] = σ_ν [G] oboznaqeno mnoßestvo toqek (λ, ν̄_∗) spektra matricy W (λ, μ) = [W_1, W_0], kaßdoæ iz kotoryh sootvet-

stvuet spektral~naØ para (λ, ν̄_k); y_k = ( y_1 y_0 ) , udovletvorØ¸waØ ravenstvu W_1(λ, ν_∗)y_1 = −W_0(λ, ν_∗)y_0 ≠ 0.

158 V. N. KUBLANOVSKA˚

2^∘. Spektr matricy G = G(λ, μ) sovpadaet s mnoßestvom toqek σ_{λν}[W ], tak qto l¸boæ toqke (λ, ν_∗) ∈ σ[G] sootvetstvuet spek-

tral~naØ para (λ, ν_∗), ŷ_∗ = ( ŷ_1 ŷ_0 ) . Pri fftom

Ĝ_1(λ, ν_∗)ŷ_1 = −Ĝ_0(λ, ν_∗)y_0 ≠ 0.

Spravedlivost~ sleduet iz sposoba postroeniØ matricy G.

3^∘. Ĝ_0(λ, μ) est~ bazisnaØ matrica nul~-prostranstva N_c[F ] iz pravyh polinomial~nyh rexeniæ matricy F .

Spravedlivost~ sleduet iz sposoba postroeniØ Ĝ_0 i svoæstv algoritma ΔW -q faktorizacii F .

4^∘. Ime¸t mesto ravenstva

σ_{r1}[Ĝ_i] = ?, σ_r[Ĝ_i] = σ_{rs}[Ĝ_i], i = 1, 0.

DlØ opredelennosti dokazatel~stvo privodim dlØ matricy Ĝ_1. Po postroeni¸ Ĝ_1 = W_1P̂^{−1}_1 . Rassmotrim P G-q faktorizaci¸ matricy W^T_1 : W^T_1 = P_1G_1. S uqetom svoæstv P G-q faktorizacii imeem

σ_r[W^T_1 ] = σ[P_1] ∪ {σ[P_1] ∩ σ[Ĝ^T_1 ]} ∪ σ_{rs}[Ĝ_1] ∪ σ_{r1}[Ĝ^T_1 ], (13)

gde σ_{r1} [Ĝ^T_1 ] = σ_{r1} [Ĝ_1]} = {| · | : g[G_1] = 0} = ?, tak kak toqki regulØrnogo spektra matricy W_1 (matricy Ĝ_1) ne zavisØt ot, po kraæneæ mere, odnogo parametra λ. Po postroeni¸ σ_r[Ĝ_1] = σ_r[W_1] \ σ[P_1]. Togda iz (13) nahodim

σ_r[Ĝ_1] = {σ[P_1] ∩ σ[Ĝ^T_1 ]} ∪ σ_{rs}[Ĝ_1] = {σ[P_1] ∩ σ^+_s [Ĝ^T_1 ]} ∪ σ_{rs}[Ĝ_1],

tak kak σ[Ĝ^T_1 ] = σ_{rs}[Ĝ_1] ∪ σ^+_s [Ĝ^T_1 ]. S drugoæ storony, prinimaØ vo vnimanie, qto σ_{r1} [Ĝ_1] = ? po opredeleni¸ regulØrnogo spektra (sm. [6]), imeem σ_r[Ĝ_1] = σ_{rs}[Ĝ_1]. Sledovatel~no, {σ[P_1]∩σ^+_s [G^T_1 ]} ⊆ σ_{rs}[Ĝ_1]. Ots¸da σ_r[Ĝ_1] = σ_{rs}[Ĝ_1], qto i zaverxaet dokazatel~stvo svoæstva 4^∘.

5^∘. Spravedlivo sootnoxenie

σ[Ĝ_1] = σ_{rs}[Ĝ_1] = {σ_{rs}[Ĝ_1] ∩ σ_{rs}[F ]} ∪ {σ_{rs}[Ĝ_1) ∩ σ^+_s [F ]}.

Deæstvitel~no, matrica G(λ, μ), realizu¸waØ ΔG-q faktorizaci¸ (11), ØvlØetsØ λ-soputstvu¸weæ matriceæ dlØ F (λ, μ) ∈ F^{m×n}_m , qto sleduet iz dokazannyh vyxe svoæstv 1^∘ − 3^∘. Togda

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ . . . 7 159 spravedlivost~ 5^∘ sleduet iz svoæstv λ-soputstvu¸wih matric (sm. [6], p. 2.5).

6^∘. Matrica ^Δ = ^Δ(λ, μ) iz (11) ØvlØetsØ regulØrnoæ qparametriqeskoæ polinomial~noæ matriceæ, spektr kotoroæ udovletvorØet ravenstvu

σ[ ^Δ] = σ_{r1}[F ] ∪ {σ_r[F ] ∩ σ^+_s [F ]}. (14)

RegulØrnost~ ^Δ sleduet iz ravenstva ^Δ = F Ĝ_1, tak kak rank ^Δ = rank F = rank Ĝ_1 = m, i ^Δ est~ kvadratnaØ matrica. Dokaßem spravedlivost~ (14). Spektr matricy ^Δ sostoit iz toqek σ_r[ ~Δ], v kotoryh uravnenie F Ĝ_1x = 0 (Ĝ_1x = y, F y = 0) imeet netrivial~noe rexenie. Predstavim σ_r [ ^Δ] v vide treh mnoßestv: σ_r[ ^Δ] = I ∪ II ∪ III, gde I := σ_r[F ] \ σ_r[Ĝ_1] = σ_r[F ] \ σ_{rs}[Ĝ_1]; II := σ_r[F ] ∩ σ_r[Ĝ_1], a mnoßestvo III sostoit iz toqek σ[Ĝ_1], ne prinadleßawih mnoßestvu σ_r[F ].

S uqetom svoæstva 5^∘ imeem III = σ_{rs}[Ĝ_1] ∩ σ^+_s [F ]. Dokaßem ravenstvo II = σ_{rs}[Ĝ_1]. PrinimaØ vo vnimanie ravenstva σ_r[F ] = σ_{r1}[F ] ∪ σ_{rs}[F ] i σ_{rs}[F ] = σ_{rs}[G_1], my vyvodim

II = σ_r[F ] ∩ σ_r[Ĝ_1] = {σ_{r1} [F ] ∪ σ_{rs}[F ]} ∩ σ_{rs}[Ĝ_1] =

= {σ_{r1}[F ] ∩ σ_{rs}[Ĝ_1]} ∪ {σ_{rs}[F ] ∩ σ_{rs}[Ĝ_1]} =

= {σ_{r1} [F ] ∩ σ_{rs} [Ĝ_1]} ∪ σ_{rs} [Ĝ_1] = σ_{rs}[Ĝ_1].

PodstavlØØ mnoßestva I, II i III v σ_r [ ^Δ], ubeßdaemsØ v spravedlivosti (14). �tim zaverxeno dokazatel~stvo svoæstva 5^∘ i obosnovanie algoritma ΔG−q faktorizacii.

ZameqaniØ. 1. Vybor veduwego parametra λ pri zapisi F ∈

F^{m×n}_ρ v vide matriqnogo polinoma F (μ_1, . . . , μ_q) =^s ∑ k=0 C_k(μ)λ^k v

algoritme ΔG-q faktorizacii nazovem soglasovannym, esli λ sovpadaet so svobodnym parametrom, vhodØwim v l¸bu¸ kritiqesku¸ toqku (λ, ν_k) spektra matricy F . Pri soglasovannom vybore λ spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ:

1) Vse kritiqeskie toqki σ[F ], ime¸wie λ odnim iz svoih svobodnyh parametrov, prinadleßat spektru matricy G, realizu¸weæ ΔG-q faktorizaci¸.

160 V. N. KUBLANOVSKA˚

2) L¸baØ toqka (λ, ν_∗) ∈ σ[G] ØvlØetsØ toqkoæ spektra matricy ^Δ: ^Δ(λ, ν̄_∗)y_1 = 0, y_1 ≠ 0, gde y_∗ = ( y_1 y_0 ) ≠ 0, (λ, ν_x); y_∗ est~ spektral~naØ para matricy G.

2. Esli para (λ, ν_∗), y_∗ = ( y_1 y_0 ) , udovletvorØ¸waØ uslovi¸

Ĝ_1(λ, ν̄_∗)y_1 = −(Ĝ_0(λ, ν̄_x)y_0 ≠ 0, ØvlØetsØ spektral~noæ paroæ matricy G = [Ḡ_1, Ḡ_0], to (λ, ν̄_∗) est~ kritiqeskaØ toqka spektra matricy F .

Spravedlivost~ sleduet iz opredeleniØ kritiqeskih toqek (sm. [6]) i svoæstv matricy ^Δ.

2.2. Postroenie bazisa Nc[F ], ne soderßawego sobstvennogo spektra

Bazisnye matricy nul~-prostranstva N_c[F ] q-parametriqes-koæ polinomial~noæ matricy F ∈ F^{m×n}_ρ mogut imet~ razliqnye spektry. Pri fftom singulØrnyæ i smexannyæ spektry odinakovy dlØ razliqnyh bazisov N_c[F ] i sovpada¸t s singulØrnym i smexannym spektrami matricy F . Nesovpada¸wimi mogut byt~ tol~ko sobstvennye spektry. Po opredeleni¸, sobstvennyæ spektr matricy sostoit iz sobstvennyh znaqeniæ, poroßdennyh nulØmi harakteristiqeskogo polinoma matricy (v tom qisle i nulØmi polinoma g), ime¸wimi uroven~ nasledstvennosti ne bol~xe edinicy (sm. [6]). Neodnoznaqnosti spektral~nyh harakteristik v bazisnyh matricah moßno izbeßat~ isqerpyvaniem sobstvennyh spektrov. Naprimer, ffto isqerpyvanie moßno realizovat~, esli bazisnaØ matrica imeet regulØrnyæ spektr, ne zavisØwiæ ot, po kraæneæ mere, odnogo iz parametrov (ili, qto to ße, harakteristiqeskiæ polinom bazisnoæ matricy ot q-peremennyh ne soderßit nuleæ polinoma g). Bazisnu¸ matricu W_0 s takimi svoæstvami moßno postroit~ algoritmom ΔW -

q faktorizacii matricy F (λ, μ) =^s ∑ k=0 C_k(μ)λ^k. Preobrazovanie

W_0 v iskomyæ bazis Ĝ_0, gde σ_{r1} [Ĝ_0] = ?, realizuetsØ s pomow~¸ algoritma P G-q faktorizacii matricy W^T_0 analogiqno rassmorennomu v p.2.1.

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ . . . 7 161

2.3. Vyqislenie otnositel~noæ faktorizacii skalØrnogo polinoma

Pust~ f := f(μ_1, . . . , μ_q) est~ skalØrnyæ polinom ot q peremennyh, otnositel~nu¸ faktorizaci¸ [3] kotorogo sleduet naæti. S fftoæ cel~¸ polinom f predstavlØem v vide

f = p_0 q−1∏ k=1 n_k∏

i=1 δ^{(k)}_i , (15)

ispol~zuØ algoritm P G-q faktorizacii skalØrnogo polinoma iz p. 1.2.

Dokaßem, qto faktorizaciØ f vida (15) ØvlØetsØ otnositel~- noæ faktorizacieæ polinoma f. Deæstvitel~no, po postroeni¸ p_0 est~ polinom ot q peremennyh, primitivnyæ nad kol~com polinomov ot q − 1 peremennyh. Drugimi slovami, p_0 est~ nesokratimyæ polinom (ili proizvedenie nesokratimyh polinomov) ot q peremennyh. Kaßdyæ polinom δ^{(k)}_i iz (15), pri fiksirovannyh indeksah i i k, est~ polinom ot q − k peremennyh, primitivnyæ nad kol~com polinomov ot q − k − 1 peremennyh. Iz skazannogo sleduet, qto P G-q faktorizaciØ skalØrnogo polinoma vida (15) ØvlØetsØ takße i ego otnositel~noæ faktorizacieæ.

2.4. Vyqislenie naibol~xego obwego delitelØ posledovatel~nosti skalØrnyh polinomov

Pust~ f_1, . . . , f_n – skalØrnye polinomy ot k (k 6 q) peremennyh, naibol~xiæ obwiæ delitel~ δ kotoryh sleduet naæti.

DlØ rexeniØ zadaqi vypolnØ¸tsØ sledu¸wie operacii. (1) K kaßdomu polinomu f_r , r = 1, . . ., n, primenØetsØ algoritm P G-q faktorizacii iz p. 1.2, t.e. nahodØtsØ ravenstva

f_r = p^{(r)}_0 p^{(r)}_1 , . . . , p^{(r)}_{q−1}, gde p^{(r)}_k = n_k∏

i=1 δ^{(k)}_{ir} , k = 0, 1, . . ., q − 1, r = 1, . . ., n. (2) VyqislØetsØ polinom δ^{(k)}_i , t.e. NOD posledovatel~nosti {δ^{(k)}_{ir} }, r = 1, . . ., n, dlØ kaßdoæ fiksirovannoæ pary indeksov i i k, i = 1, . . ., n_k; k = 0, 1, . . ., q − 1. S fftoæ cel~¸ k matrice F^{(k)}_i :=

162 V. N. KUBLANOVSKA˚ [δ^{(k)}_{i1} , . . . , δ^{(k)}_{in} ] primenØetsØ algoritm ΔG-q faktorizacii iz p. 2.1:

F^{(k)}_i G^{(k)}_i = [δ^{(k)}_i , O]. (16)

Pri postroenii ravenstva (16) dlØ fiksirovannoæ pary i i k, k ≠ 0, matrica F^{(k)}_i zapisyvaetsØ v vide matriqnogo polinoma po stepenØm parametra λ, vybrannogo v kaqestve veduwego. V kaqestve λ beretsØ l¸boæ iz parametrov mul~tiparametra β^{(k)}_i . Zametim, qto pri takom vybore λ spektr matricy G^{(k)}_i ne budet poroßdat~ postoronnih nuleæ v polinome δ^{(k)}_i , tak qto δ^{(k)}_i ØvlØetsØ iskomym NOD polinomov posledovatel~nosti {δ^{(k)}_{ir} }, r = 1, . . ., n.

DlØ vyqisleniØ NOD polinomov posledovatel~nosti {p^{(r)}_0 }, r = 1, . . . , n, k matrice F^{(0)} := [p^{(1)}_0 , . . . , p^{(n)}_0 ] takße primenØetsØ algoritm ΔG-q faktorizacii

F^{(0)}G^{(0)} = [δ^{(0)}, O],

pri fftom v kaqestve veduwego parametra λ v matriqnom polinome F^{(0)} = ∑ c_k(μ)λ^k moßet byt~ vybran l¸boæ iz parametov moßestva {μ_1, . . ., μ_q}. V rezul~tate primeneniØ operaciæ (1), (2) k kaßdoæ iz posledovatel~nosteæ {δ^{(k)}_{ir} }, r = 1, . . ., n; i = 1, . . . , n_k, k = 1, . . ., q − 1, i {p^{(r)}_0 }, r = 1, . . ., n, budet naæden iskomyæ NOD polinomov {f_r }, r = 1, . . ., n, v vide ego otnositel~noæ faktorizacii

δ = δ^{(0)} q−1∏ k=1 n_k∏

i=1 δ^{(k)}_i .

Avtor blagodit V. B. Hazanova za zameqaniØ, sdelannye pri qtenii rukopisi.

Literatura

1. V. N. KublanovskaØ, K rexeni¸ mnogoparametriqeskih zadaq algebry. 5.

Algoritm rV -q faktorizacii i ego primeneniØ. — Zap. nauqn. semin. POMI, 309 (2004), 144–153.

2. V. N. KublanovskaØ, K rexeni¸ mnogoparametriqeskih zadaq algebry. 2.

Metod nepolnoæ otnositel~noæ faktorizacii i ego primenenie. — Zap. nauqn. semin. POMI, 296 (2003), 89–164.

3. V. N. KublanovskaØ, V. B. Hazanov, Otnositel~naØ faktorizaciØ mnogoqlenov ot neskol~kih peremennyh. — ȷ. vyqisl. matem. matem. fiz., 36

No. 8 (1996), 6–11.

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ . . . 7 163 4. V. B. Hazanov, O spektral~nyh svoæstvah mnogoparametriqeskih polinomial~nyh matric. — Zap. nauqn. semin. POMI, 229 (1995), 184–321.

5. V. N. KublanovskaØ, Nekotoryæ podhod k rexeni¸ mnogoparametriqeskih zadaq. — Zap. nauqn. semin. POMI, 229 (1995), 191–246.

6. V. N. KublanovskaØ, K rexeni¸ mnogoparametriqeskih zadaq algebry 6.

Spektral~nye harakteristiki polinomial~nyh matric, Zap. nauqn. semin. POMI, 323 (2005), 132–149.

Kublanovskaya V. N. To solving multiparameter problems of algebra. 7. The method of P G-q factorization and its applications.

The paper continues the development of rank-factorization methods for solving certain algebraic problems for multiparameter polynomial matrices and introduces a new rank factorization of a q-parameter polynomial m × n matrix F of full row rank (called the P G-q factorization) of

the form F = P G, where P =^{q−1} ∏ k=1 n_k∏ i=1 ∇^{(k)}_i is the greatest left divisor of

F ; ∇^{(k)}_i is a regular polynomial matrix the characteristic polynomial of which is a primitive polynomial in q − k variables over the ring of polynomials in q − k − 1 variables, and G is a q-parameter polynomial matrix of rank m. The P G-q algorithm is suggested, and its applications to solving some problems of algebra are presented.

Postupilo 9 fevralØ 2005 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail: verakub@pdmi.ras.ru