Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 323, 2005 g.

V. B. Hazanov

METODY REXENI˚ NEKOTORYH PARAMETRIQESKIH ZADAQ ALGEBRY

Stat~Ø posvØwena razrabotke prØmyh metodov rexeniØ odnoi mnogoparametriqeskih zadaq algebry. �ti metody osnovany na ispol~zovanii metodov vyqisleniØ minimal~nogo bazisa nul~-prostranstva polinomial~noæ matricy i bazisa ee obraza. Poslednie zadaqi mogut rexat~sØ metodami rangovoæ faktorizacii (metod ΔW -q razloßeniØ i proizvodnye ot nego metody [2–4, 7]), a takße na baze rezul~tantnogo podhoda (sm. rabotu [12] fftogo sbornika). Metody rexeniØ odnoparametriqeskih zadaq, osnovannye na ispol~zovanii metodov rangovoæ faktorizacii, privodØtsØ v [6, 8], a osnovannye na ispol~zovanii rezul~tantnogo podhoda, opisany v [13, 16]. Metody rexeniØ mnogoparametriqeskih zadaq, osnovannye na ispol~zovanii metodov rangovoæ faktorizacii privodØtsØ v [2–4, 5]. Osnovnoæ problemoæ ih primeneniØ ØvlØetsØ vozmoßnost~ poØvleniØ dopolnitel~nyh regulØrnyh spektral~nyh harakteristik,^1 qto svØzano s ponØtiem singulØrnogo spektra matricy (ffta problema obsußdaetsØ v [7]). Pri ispol~zovanii rezul~tantnogo podhoda ukazannaØ problema ne voznikaet. Metody rexeniØ odno- i mnogoparametriqeskih zadaq identiqny (esli ne uqityvat~ bol~xu¸ sloßnost~ struktury rezul~tantnyh matric i vyqisleniæ ih nul~-prostranstv), pofftomu oni budut davat~sØ odnovremenno. Pri fftom ukazanie samih parametrov (odnogo parametra λ ili mul~tiparametra ˘) i ih qisla q budut opuskat~sØ.

Stat~Ø sostoit iz xesti paragrafov. V §1 opisany metody rexeniØ zadaq dlØ skalØrnyh i matriqnyh polinomov: delenie, vyqislenie naibol~xego obwego delitelØ (NOD) i naimen~xego obwego kratnogo (NOK). V §2 opisany metody vyqisleniØ bazi-

Rabota vypolnena pri podderßke grantov RFFI 05-01-00945 i NX- 2268.2003.1.

1OpredeleniØ i svoæstva spektral~nyh harakteristik mnogoparametriqeskih polinomial~nyh i racional~nyh matric, kotorye ispol~zu¸tsØ v rabote, privedeny v [9–11]. 164

METODY REXENI˚ 165 sov summy, raznosti i pereseqeniØ lineænyh oboloqek polinomial~nyh vektorov. V §3 opisany metody postroeniØ minimal~- nyh MFD (matrix fraction description) racional~noæ matricy. V §4 opisany metody vyqisleniØ polinomial~nyh bazisov obraza i nul~-prostranstva racional~nyh matricy. V §5 opisany metody rexeniØ matriqnyh uravneniæ, a takße vyqisleniØ obratnyh i psevdoobratnyh matric (kak dlØ polinomial~nyh, tak i dlØ racional~nyh ob¨ektov). V §6 opisany metody vyqisleniØ poroßda¸wego sobstvennogo vektora polinomial~noæ matricy.

Vse ob¨ekty rassmatriva¸tsØ nad nekotorym qislovym polem (naprimer, R, C ).

§1. Rexenie zadaq dlØ skalØrnyh i matriqnyh polinomov 1.1. Delenie skalØrnyh polinomov. Pust~ fi – skalØrnye po-

linomy stepeni s_i, i = 1, 2, i f_1 delitsØ na f_2 (s_1 ¿ s_2) : f_1 = f_2g. Togda imeet mesto sootnoxenie

[f_1 f_2] [ 1 −g ] = 0. (1.1)

Sledovatel~no, zadaqa vyqisleniØ qastnogo g svoditsØ k zadaqe vyqisleniØ minimal~nogo bazisa pravogo nul~-prostranstva matricy [f_1 f_2]:

• sformirovat~ matricu F := [f_1 f_2];

• vyqislit~ minimal~nyæ bazisnyæ vektor x = col {x_i}^2_{i=1} pravogo nul~-prostranstva matricy F ;

• vyqislit~ iskomyæ polinom g := −x^{−1}_1 x_2.

V silu minimal~nosti bazisa, komponenta x_1 polinomial~nogo vektora x ØvlØetsØ konstantoæ.

1.2. Vyqislenie NOD i NOK skalØrnyh polinomov. Pust~ g

i h ØvlØ¸tsØ sootvetstvenno NOD i NOK polinomov f_i stepeni s_i, i = 1, 2. Togda suwestvu¸t polinomy u_i, i = 1, 2, udovletvorØ- ¸wie sootnoxeniØm f_i = gu_i, h = f_iu_j, i ≠ j, i, j = 1, 2. Togda imeet mesto sootnoxenie

[f_1 f_2] [ u_2 −u_1 ] = 0. (1.2)

166 V. B. HAZANOV Sledovatel~no, zadaqa vyqisleniØ polinomov u_i, i = 1, 2, svoditsØ k zadaqe vyqisleniØ minimal~nogo bazisa pravogo nul~- prostranstva matricy [f_1 f_2]. Zatem NOD g vyqislØetsØ kak qastnoe ot deleniØ f_i na u_i, a NOK h – kak rezul~tat umnoßeniØ f_i na u_j :

• sformirovat~ matricu F = [f_1 f_2];

• vyqislit~ minimal~nyæ bazisnyæ vektor x = col {x_i}^2_{i=1} pravogo nul~-prostranstva matricy F ;

• esli deg f_2 = deg x_1, to • g := 1;

• h := f_1f_2, inaqe • vyqislit~ g kak qastnoe ot deleniØ polinoma f_2 na polinom x_1;

• h := f_1x_1.

ZameqaniØ. 1. Vyqislenie NOD i NOK neskol~kih polinomov

moßet osuwestvlØt~sØ posledovatel~nym primeneniem vyxeopisannogo metoda.

2. Pri vyqislenii minimal~nogo bazisnogo vektora rassmatri-

vaemyh nul~-prostranstv celesoobrazno ispol~zovat~ “stolbcovo-stroqnyæ” variant rezul~tantnoæ realizacii umnoßeniØ skalØrnyh polinomov (sm. [12]).

1.3. Rexenie sistem nelineænyh algebraiqeskih uravneniæ. Pust~ zadana sistema nelineænyh algebraiqeskih uravne- niæ f_i = 0, i = 1, . . . , n, (1.3)

gde f_i – skalØrnye polinomy stepeni s_i. Rexenie sistemy sostoit iz regulØrnoæ i singulØrnoæ qasteæ. Pod regulØrnoæ qast~¸ ponimaem mnoßestvo nuleæ, opredelØemyh nulØmi NOD g rassmatrivaemyh polinomov: f_i = gu_i, i = 1, . . . , n. SingulØrnaØ qast~, opredelØemaØ nulØmi sistemy u_i = 0, i = 1, . . . , n,

METODY REXENI˚ 167 sostoit iz (q − k)-mernyh mnogoobraziæ nuleæ, otveqa¸wih sistemam h_j(˘) = 0, j = 1, . . . , k, k > 1, levye qasti kotoryh udovletvorØ¸t sootnoxeniØm^2

f^{ri}_i (˘) = k∑ j=1 g_{ij}(˘)h_j (˘), i = 1, . . . , n. V qastnosti, nul~mernoe rexenie (esli ono suwestvuet) predstavlØet soboæ toqku ˘^∗ = (λ^∗_1, . . . , λ^∗_q ) i moßet byt~ zadano oqevidnoæ sovokupnost~¸ uravneniæ

h_k(˘) := λ_j − λ^∗_j = 0, j = 1, . . . , q.

Polinom g, opredelØ¸wiæ regulØrnu¸ qast~ nuleæ sistemy, vyqislØetsØ oqevidnym obrazom. Nul~mernye rexeniØ mogut byt~ vyqisleny metodom iskl¸qeniØ (sm., naprimer, [14, 15]).

1.4. Delenie matriqnyh prolinomov. Pust~ polinomial~naØ

m × n matrica F_1 delitsØ sleva na regulØrnu¸ polinomial~nu¸ matricu F_2 porØdka m, t.e. suwestvuet takaØ m × n matrica G, qto F_1 = F_2G. Togda imeet mesto sootnoxenie

[F_1 F_2] [ I_n −G ] = O. Sledovatel~no, zadaqa vyqisleniØ qastnogo G ffkvivalentna zadaqe vyqisleniØ minimal~nogo bazisa pravogo nul~-prostranstva matricy [F_1 F_2]:

• sformirovat~ m × (n + m) matricu F := [F_1 F_2]; • vyqislit~ minimal~nyæ bazis pravogo nul~-prostranstva matricy F i poluqit~ ego bazisnu¸ (n + m) × n matricu X = col {X_i}^2_{i=1};

• vyqislit~ iskomu¸ m × n matricu G := X^{−1}_1 X_2.

V silu minimal~nosti bazisa, bloqnaØ komponenta X_1 ØvlØetsØ nevyroßdennoæ postoØnnoæ matriceæ.

2Sm. teoremu Gil~berta o kornØh [1].

168 V. B. HAZANOV

1.5. Vyqislenie NOK matriqnyh polinomov. Pust~ polino-

mial~naØ m × n matrica H ØvlØetsØ naibol~xim obwim pravym kratnym (NOPK) polinomial~nyh m × n matric F_i, i = 1, 2. Togda suwestvu¸t polinomial~nye matricy V_i porØdka n, i = 1, 2, udovletvorØ¸wie sootnoxeniØm H = F_iV_i, i = 1, 2. (1.4) Togda imeet mesto sootnoxenie

[F_1 F_2] [ V_1 −V_2 ] = O. Sledovatel~no, zadaqa vyqisleniØ matric V_i, i = 1, 2, svoditsØ k zadaqe vyqisleniØ minimal~nogo bazisa pravogo nul~- prostranstva matricy [F_1 F_2]. Zatem matrica H vyqislØetsØ iz sootnoxeniØ (1.4):

• sformirovat~ m × 2n matricu F := [F_1 F_2];

• vyqislit~ minimal~nyæ bazis pravogo nul~-prostranstva matricy F i poluqit~ ego bazisnu¸ 2n × n matricu X = col {X_i}^2_{i=1};

• vyqislit~ iskomu¸ m × n matricu H := F_1X_1. V silu minimal~nosti bazisa, matrica H deæstvitel~no ØvlØetsØ NOPK matric F_i, i = 1, 2.

§2. Vyqislenie bazisov summy, raznosti i pereseqeniØ podprostranstv 2.1. Vyqislenie bazisov summy i pereseqeniØ podprostranstv. Bazisy summy i pereseqeniØ lineænyh oboloqek

stolbcov m×n_i matric F_i, i = 1, 2, vyqislØ¸tsØ oqevidnym obrazom. DlØ rexeniØ fftih zadaq sleduet:

• sformirovat~ polinomial~nu¸ m × (n_1 + n_2) matricu M := [F_1 F_2] i, v pervom sluqae, • vyqislit~ bazis lineænoæ oboloqki stolbcov matricy M , a vo vtorom sluqae • vyqislit~ minimal~nyæ bazis pravogo nul~-prostranstva matricy M , predstavit~ ego bazisnu¸ (n_1 +n_2)×p matricu v vide N = [T_1 − T_2]^B i poluqit~ iskomu¸ bazisnu¸ matricu P := F_1T_1.

METODY REXENI˚ 169

2.2. Vyqislenie bazisa raznosti podprostranstv. DlØ vy-

qisleniØ bazisa raznosti F_1 \ F_2 podprostranstv F_1 i F_2, esli F_1 ⊃ F_2, sleduet:

• vyqislit~ bazisnu¸ m × (m − r_1) matricu X_1 pravogo nul~- prostranstva matricy F^T_1 ;

• sformirovat~ polinomial~nu¸ m×(m−r_1 +n) matricu M := [X_1 F_2];

• vyqislit~ minimal~nyæ bazis pravogo nul~-prostranstva matricy M^T , bazisnaØ m × (m − r) matrica P kotorogo i opredelØet iskomyæ bazis.

DlØ vyqisleniØ bazisa raznosti F_1 \ F_2 v obwem sluqae sleduet:

• vyqislit~ bazis lineænoæ oboloqki stolbcov matricy M := [F_1 F_2];

• vyqislit~ bazis raznosti M \ F_2.

2.3. Vyqislenie bazisa pereseqeniØ nul~-prostranstv. DlØ

opredeleniØ bazisa pereseqeniØ pravyh nul~-prostranstv m_i ×n matric F_i, i = 1, 2, sleduet:

• sformirovat~ polinomial~nu¸ (m_1 + m_2) × n matricu M := [F_1 F_2]^B;

• vyqislit~ minimal~nyæ bazis pravogo nul~-prostranstva matricy M .

Oqevidnym obrazom privedennye metody obobwa¸tsØ na sluqaæ neskol~kih polinomial~nyh m_i × n_i matric F_i, i = 1, . . . , k.

§3. Postroenie minimal~noæ MFD racional~noæ matricy 3.1. Postroenie bazisnoæ MFD. Pust~ fflementy racional~-

noæ m×n matricy R zadany v vide drobeæ: r_{ij} =^{fij}_{gij} , i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n. LevaØ MFD R = T^{−1}S, gde S i T – polinomial~nye matricy razmerov m × n i m × m sootvetstvenno, T ØvlØetsØ regulØrnoæ matriceæ (det T ≢ 0), moßet byt~ postroena sledu- ¸wim obrazom. Ispol~zuØ metody §1, predstavit~ vse fflementy matricy R v vide nesokratimyh drobeæ i naæti NOK t_i znamenateleæ vseh fflementov stroki i, tak qto r_{ij} = f_{ij} g_{ij} = s_{ij} t_i , i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n.

170 V. B. HAZANOV Togda R = T^{−1}S, gde T = diag {t_i}^m_{i=1}, S = matr { s_{ij} }_{m n} i=1, j=1 .

ZameqaniØ. 1. Analogiqnym obrazom moßno postroit~ pravu¸

MFD R = ST^{−1}, gde S i T – polinomial~nye matricy razmerov m × n i n × n sootvetstvenno, T ØvlØetsØ regulØrnoæ matriceæ (det T ≢ 0).

2. PravaØ i levaØ MFD SRT^{−1}_R i T^{−1}_L SL nazyva¸tsØ minimal~-

nymi po stepeni, esli stolbcy matric [ T_R −S_R ] , [ S^T_L T^T_L ]

obrazu¸t minimal~nyæ bazis sootvetstvu¸wego podprostranstva.

3.2. Postroenie pravoæ minimal~noæ MFD. Pust~ racio-

nal~naØ m × n matrica R predstavlena v vide levoæ MFD : R = T^{−1}_L S_L i trebuetsØ postroit~ pravu¸ minimal~nu¸ po stepeni MFD R = S_RT^{−1}_R . Esli pri fftom polinomial~naØ (n + m) × n matrica N = [T_R − S_R]^B ne imeet koneqnogo spektra, to sootvetstvu¸waØ MFD budet nesokratimoæ. Iz oqevidnogo sootnoxeniØ

[S_L T_L] [ T_R −S_R ] = O_{m×n} sleduet, qto stolbcy (n + m) × n matricy N obrazu¸t minimal~nyæ bazis pravogo nul~-prostranstva m × (n + m) matricy M = [S_L T_L].

Sledovatel~no, dlØ postroeniØ pravoæ minimal~noæ MFD dostatoqno vypolnit~ sledu¸wie operacii:

• sformirovat~ polinomial~nu¸ m × (n + m) matricu M := [S_L T_L];

• vyqislit~ minimal~nyæ bazis ee pravogo nul~-prostranstva i predstavit~ ego bazisnu¸ (n + m) × n matricu v vide N = [T_R −S_R]^B. Bloki matricy N da¸t iskomu¸ MFD R = S_RT^{−1}_R .

ZameqaniØ. 1. V odnoparametriqeskom sluqae minimal~naØ po

stepeni MFD ØvlØetsØ odnovremenno i nesokratimoæ.

2. V mnogoparametriqeskom sluqae minimal~naØ po stepeni

MFD garantirovanno ØvlØetsØ nesokratimoæ, esli pereseqenie koneqnyh regulØrnogo i singulØrnogo spektrov matricy M = [S_L T_L] ØvlØetsØ pustym.

METODY REXENI˚ 171

3.3. Postroenie levoæ minimal~noæ MFD. Esli racional~-

naØ m × n matrica R predstavlena v vide pravoæ MFD: R = R_RT^{−1}_R , to dlØ R^T = (T^T_R )^{−1}S^T_R stroitsØ pravaØ minimal~naØ MFD R^T = ~S_R ~T^{−1}_R , tak qto R = ( ~T^T_R )^{−1} ~S^T_R – levaØ minimal~naØ MFD ishodnoæ matricy R.

Postroenie levoæ minimal~noæ MFD matricy, zadannoæ v vide R = T^{−1}_L S_L osuwestvlØetsØ v dva fftapa. Vnaqale stroitsØ pravaØ minimal~naØ MFD R = S_RT^{−1}_R , zatem dlØ R^T = (T^T_R )^{−1}S^T_R stroitsØ pravaØ minimal~naØ MFD R^T = ~S_R ~T^{−1}_R , tak qto R = ( ~T^T_R )^{−1} ~S^T_R – levaØ minimal~naØ MFD ishodnoæ matricy R.

§4. Vyqislenie bazisa obraza racional~noæ matricy 4.1. Vyqislenie bazisa obraza racional~noæ matricy. DlØ

vyqisleniØ polinomial~nogo bazisa racional~noæ m × n matricy R sleduet:

• postroit~ pravu¸ MFD matricy R = S_RT^{−1}_R ; • vyqislit~ bazis lineænoæ oboloqki stolbcov m × n matricy S_R.

4.2. Vyqislenie minimal~nogo bazisa nul~-prostranstva racional~noæ matricy. DlØ vyqisleniØ minimal~nogo bazi-

sa pravogo nul~-prostranstva racional~noæ m × n matricy R sleduet:

• postroit~ levu¸ MFD matricy R = T^{−1}_L S_L;

• vyqislit~ minimal~nyæ bazis pravogo nul~-prostranstva polinomial~noæ m × n matricy S_L.

Zameqanie. Esli fflementy racional~noæ m × n matricy R za-

dany v vide drobeæ: r_{ij} =^{fij}_{gij} , i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n, to dlØ rexeniØ rassmatrivaemyh zadaq dostatoqno stroit~ lix~ sootvetstvu¸wu¸ bazisnu¸ MFD matricy R.

§5. Rexenie lineænyh sistem, matriqnyh uravneniæ i obrawenie matric Rassmotrim metody rexeniØ lineænoæ sistemy F x = g, (5.1) matriqnogo uravneniØ F X = G, (5.2)

172 V. B. HAZANOV a takße vyqisleniØ obratnoæ matricy F^{−1} ili psevdoobratnoæ matricy F^+ regulØrnoæ ili singulØrnoæ matricy F sootvetstvenno. Zdes~ F i G – matricy razmerov m × n i m × p sootvetstvenno, a g – m-mernyæ vektor. Esli vse ob¨ekty ØvlØ¸tsØ polinomial~nymi, to i n-mernyæ vektor x, i n × p matrica X ØvlØ¸tsØ v obwem sluqae racional~nymi. Budem vyqislØt~ ih minimal~nye MFD.

5.1. Rexenie uravneniæ s regulØrnoæ matriceæ i obrawenie matricy. Esli F ØvlØetsØ regulØrnoæ matriceæ porØdka n, to

neizvestnye x i X predstavimy v vide levyh MFD: x = F^{−1}g, X = F^{−1}G. Takim obrazom, rexenie uravneniæ (5.1) i (5.2) svoditsØ k postroeni¸ minimal~nyh MFD sootvetstvenno racional~nogo vektora i racional~noæ matricy. V pervom sluqae sleduet:

• vyqislit~ minimal~nu¸ pravu¸ MFD x := s_Rt^{−1}_R racional~- nogo vektora x = F^{−1}g;

• vyqislit~ (esli ffto neobhodimo) minimal~nu¸ levu¸ MFD x := T^{−1}_L s_L racional~nogo vektora x = s_Rt^{−1}_R .

Vo vtorom sluqae sleduet:

• vyqislit~ minimal~nu¸ pravu¸ MFD X := S_RT^{−1}_R racional~noæ matricy X = F^{−1}G;

• vyqislit~ (esli ffto neobhodimo) minimal~nu¸ levu¸ MFD X := T^{−1}_L S_L racional~noæ matricy X = S_RT^{−1}_R .

DlØ vyqisleniØ obratnoæ matricy F^{−1} dostatoqno rexit~ matriqnoe uravnenie vida (5.2) pri G = I_n.

ZameqaniØ. 1. Oqevidno, qto rexenie matriqnogo uravneniØ

(5.2) moßet byt~ osuwestvleno posledovatel~nym rexeniem sistem vida (5.1):

F x_j = g_j, j = 1, . . . , p, (5.3)

gde g_j i x_j , j = 1, . . . , p, – stolbcy matric G i X sootvetstvenno.

2. Esli vektor g ili stolbcy matricy G ØvlØ¸tsØ lineæny-

mi kombinaciØmi s polinomial~nymi kofffficientami stolbcov matricy F , to iz minimal~nosti postroennogo bazisa sleduet, qto t_R ili T_R ØvlØ¸tsØ postoØnnymi, tak qto vektor x = s_Rt^{−1}_R

METODY REXENI˚ 173 ili matrica X = S_RT^{−1}_R ØvlØ¸tsØ polinomial~nymi. V qastnosti, polinomial~noæ budet matrica F^{−1} = S_RT^{−1}_R , obratnaØ k unimodulØrnoæ matrice F .

3. Pust~ F , G i g ØvlØ¸tsØ racional~nymi. Togda dlØ rexe-

niØ uravneniØ (5.1) sleduet:

• vyqislit~ pravye MFD matricy F := S_F T^{−1}_F i vektora g := s_gt^{−1}_g ;

• rexit~ sistemu (t_gS_F )~x = s_g i vyqislit~ ~x := ~s ~t^{−1}; • vyqislit~ minimal~nu¸ levu¸ MFD x := T^{−1}_L s_L vektora x = (T_F ~s)~t^{−1};

• vyqislit~ (esli ffto neobhodimo) minimal~nu¸ pravu¸ MFD x := s_Rt^{−1}_R racional~nogo vektora x = T^{−1}_L s_L.

DlØ rexeniØ uravneniØ (5.2) sleduet:

• vyqislit~ MFD matric F := S_F T^{−1}_F i G := T^{−1}_G S_G;

• rexit~ matriqnoe uravnenie (T_GS_F ) ~X = S_G i vyqislit~ ~X := ~S ~T^{−1}; • vyqislit~ minimal~nu¸ levu¸ MFD X := T^{−1}_L S_L matricy X = (T_F ~S) ~T^{−1};

• vyqislit~ (esli ffto neobhodimo) minimal~nu¸ pravu¸ MFD X := S_RT^{−1}_R racional~noæ matricy X = T^{−1}_L S_L.

5.2. Rexenie sovmestnogo matriqnogo uravneniØ s singulØrnoæ matriceæ. Pust~ m×n matrica F ØvlØetsØ singulØrnoæ, no

uravnenie^3 (5.2) ØvlØetsØ sovmestnym: rank F = rank [G F ] = r. Esli r < n, to opisannyæ niße podhod daet odno iz besqislennogo mnoßestva rexeniæ. Kak i preßde, rexenie uravneniØ budem iskat~ v vide X = ST^{−1}. Togda stolbcy (p + n) × p matricy [T − S]^B dolßny prinadleßat~ pravomu nul~-prostranstvu m×(p+n) matricy M = [G F ], razmernost~ kotorogo p+n−r ¿ p. Predstavim bazisnu¸ matricu fftogo nul~-prostranstva v vide N = [C − D]^B , gde C i D – polinomial~nye matricy razmerov p × (p + n − r) i n × (p + n − r), sootvetstvenno.

Pokaßem, qto rank C = p. Dokazatel~stvo provedem ot protivnogo. Predpoloßim, qto rank C = ~p < p. Togda suwestvuet takaØ

3Rexenie sistemy (5.1), ØvlØ¸weæsØ qastnym sluqaem uravneniØ (5.2), vyqislØetsØ analogiqno.

174 V. B. HAZANOV regulØrnaØ matrica P porØdka p + n − r, qto [ C −D ] P = [ ~C O − ~D − ^D ] , gde polinomial~nye matricy ~C, ~D, ^D i nulevaØ matrica O ime- ¸t razmery p × ~p, n × ~p, n × (p + n − r − ~p) i p × (p + n − ~p − r) sootvetstvenno. Sledovatel~no, lineæno nezavisimye matricy ^D, qislo kotoryh p − ~p + n − r > n − r, prinadleßat pravomu nul~-prostranstvu matricy F , qto protivoreqit predpoloßeni¸ o tom, qto rank F = r.

Ispol~zuØ metod postroeniØ bazisa obraza matricy, sformiruem iz p lineæno nezavisimyh stolbcov matricy C regulØrnu¸ matricu T_R, a iz sootvetstvu¸wih stolbcov matricy D – matricu S_R. Togda matrica X = S_RT^{−1}_R ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ (5.2). Takim obrazom, dlØ rexeniØ rassmatrivaemoæ zadaqi sleduet:

• sformirovat~ polinomial~nu¸ m × (p + n) matricu M = [G F ];

• vyqislit~ minimal~nyæ bazis ee pravogo nul~-prostranstva i predstavit~ ego bazisnu¸ (p+n)×(p+n−r) matricu v vide N = [C − D]^B s blokami C i D razmerov p × (p + n − r) i n × (p + n − r) sootvetstvenno;

• esli r = n, to T_R := C; S_R := D,

inaqe vyqislit~ bazis obraza matricy C iz ee p lineæno nezavisimyh stolbcov i sformirovat~ iz nih matricu T_R porØdka p; iz sootvetstvu¸wih stolbcov matricy D sformirovat~ n×p matricu S_R;

• vyqislit~ (esli ffto neobhodimo) minimal~nu¸ levu¸ MFD X := T^{−1}_L S_L racional~noæ matricy X = S_RT^{−1}_R .

ZameqaniØ 1–3 iz predyduwego punkta osta¸tsØ spravedlivy- mi. 4. Pust~ stolbcy matricy F obrazu¸t bazis nekotorogo pod-

prostranstva. Togda razloßenie vektora g, prinadleßawego

METODY REXENI˚ 175 fftomu podprostranstvu, po ukazannomu bazisu svoditsØ k zadaqe (4.2). Esli stolbcy matricy G obrazu¸t bazis togo ße podprostranstva, to opredelenie matricy P perehoda ot bazisa F k bazisu G privodit k zadaqe (4.1).

5. Esli rank F = r < n, to dlØ vyqisleniØ ee rangovoæ fakto-

rizacii F = BC, gde B – polinomial~naØ m×r matrica polnogo stolbcovogo ranga, a C – racional~naØ r × m matrica polnogo stroqnogo ranga, sleduet:

• vyqislit~ bazisnu¸ matricu B obraza matricy F ; • rexit~ sovmestnoe uravnenie B C = F , naæti minimal~nu¸ levu¸ MFD racional~noæ matricy C := T^{−1}S;

• poluqit~ rangovu¸ faktorizaci¸ F := BT^{−1}S.

Zdes~ B i S – polinomial~nye matricy polnogo stolbcovogo i stroqnogo ranga razmerov m × r i r × n sootvetstvenno, a T – regulØrnaØ polinomial~naØ matrica porØdka r.

6. Racional~naØ m × n matrica R ranga r < min{m, n} moßet

byt~ predstavlena v vide minimal~noæ rangovoæ faktorizacii R = ST^{−1}V , gde S, T, V – polinomial~nye matricy razmerov m × r, r × r, r × n, T – regulØrnaØ matrica, priqem ST^{−1} i T^{−1}V ØvlØ¸tsØ minimal~nymi po stepeni MFD.

5.3. Rexenie sistemy s singulØrnoæ matriceæ i vyqislenie psevdoobratnoæ matricy. HotØ sovokupnost~ sistem (5.3)

ffkvivalentna matriqnomu uravneni¸ (5.2), vozmoßny sluqai, kogda nekotorye iz sistem (5.3) ØvlØ¸tsØ sovmestnymi, a nekotorye – nesovmestnymi. Pofftomu budem rassmatrivat~ rexenie odnoæ sistemy (5.1). Rasprostranim izvestnye ponØtiØ obobwennogo i normal~nogo rexeniæ sistemy lineænyh uravneniæ s postoØnnoæ matriceæ F na sluqaæ, kogda F ØvlØetsØ polinomial~noæ ili racional~noæ matriceæ.

Esli matrica F imeet polnyæ stolbcovyæ rang, to dlØ vyqisleniØ obobwennogo rexeniØ sistemy (5.1) sleduet:

• vyqislit~ regulØrnu¸ matricu ~F := F^T F i vektor ~g := F^T g; • rexit~ sistemu ~F x = ~g i naæti minimal~nu¸ pravu¸ MFD x := s_Rt^{−1}_R .

Esli matrica F imeet polnyæ stroqnyæ rang, to dlØ vyqisleniØ normal~nogo rexeniØ sistemy (5.1) sleduet:

176 V. B. HAZANOV • vyqislit~ regulØrnu¸ matricu ~F := F F^T ;

• rexit~ sistemu ~F ~x = ~g i naæti minimal~nu¸ pravu¸ MFD ~x := ~s_Rt^{−1}_R ;

• vyqislit~ polinomial~nyæ vektor s_R := F^T~s_R i naæti pravu¸ MFD x := s_Rt^{−1}_R .

V sluqae, kogda r = rank F < min{m, n}, sleduet: • vyqislit~ rangovu¸ faktorizaci¸ m × n matricy F = BT^{−1}S; • vyqislit~ obobwennoe rexenie sistemy Bz = g; • vyqislit~ normal~noe rexenie sistemy Sx = T z. Psevdoobratnu¸ matricu F^+ polinomial~noæ ili racional~- noæ matricy F takße budem opredelØt~ analogiqno sluqa¸ postoØnnyh matric. Esli matrica F imeet polnyæ stolbcovyæ ili stroqnyæ rang, to F^+ = (F^T F ) F^T ili F^+ = F^T (F F^T )^{−1}, sootvetstvenno. Esli F = BT^{−1}S – rangovaØ faktorizaciØ matricy F , to F^+ = S^T (SS^T )^{−1}T (B^T B)^{−1} B^T . Budem iskat~ minimal~- nye MFD psevdoobratnyh matric, ØvlØ¸wihsØ v obwem sluqae racional~nymi.

Esli F – polinomial~naØ matrica polnogo stolbcovogo ranga, to dlØ vyqisleniØ matricy F^+ sleduet: • vyqislit~ levu¸ MFD matricy (F^T F )^{−1} = T^{−1}_1 S_1; • vyqislit~ minimal~nu¸ pravu¸ MFD F^+ := S_RT^{−1}_R matricy F^+ = T^{−1}_1 (S_1 F^T );

• vyqislit~ (esli ffto neobhodimo) minimal~nu¸ levu¸ MFD F^+ := T^{−1}_L S_L matricy F^+ = S_RT^{−1}_R .

Esli F – racional~naØ matrica polnogo stolbcovogo ranga, to dlØ vyqisleniØ matricy F^+ sleduet: • vyqislit~ pravu¸ MFD matricy F := S_F T^{−1}_F ; • vyqislit~ pravu¸ MFD matricy S^+_F := S_1T^{−1}_1 ; • vyqislit~ minimal~nu¸ levu¸ MFD F^+ := T^{−1}_L S_L matricy F^+ = (T_F S_1)T^{−1}_1 .

Esli F – polinomial~naØ matrica polnogo stroqnogo ranga, to dlØ vyqisleniØ matricy F^+ sleduet: • vyqislit~ pravu¸ MFD matricy (F F^T )^{−1} = S_1T^{−1}_1 ;

METODY REXENI˚ 177 • vyqislit~ minimal~nu¸ levu¸ MFD F^+ := T^{−1}_L S_L matricy F^+ = (F^T S_1)T^{−1}_1 ;

• vyqislit~ (esli ffto neobhodimo) minimal~nu¸ pravu¸ MFD F^+ := S_RT^{−1}_R matricy F^+ = T^{−1}_L S_L.

Esli F – racional~naØ matrica polnogo stroqnogo ranga, to dlØ vyqisleniØ matricy F^+ sleduet: • vyqislit~ levu¸ MFD matricy F := T^{−1}_F S_F ; • vyqislit~ levu¸ MFD matricy S^+_F := T^{−1}_1 S_1; • vyqislit~ minimal~nu¸ pravu¸ MFD F^+ := S_RT^{−1}_R matricy F^+ = T^{−1}_1 (S_1T_F ).

Esli F – polinomial~naØ matrica i r = rank F < min{m, n}, to dlØ vyqisleniØ matricy F^+ sleduet: • vyqislit~ rangovu¸ faktorizaci¸ F = BT^{−1}S; • vyqislit~ MFD matric B^+ := S_1T^{−1}_1 , S^+ := T^{−1}_2 S_2; • vyqislit~ minimal~nu¸ levu¸ MFD T^{−1}_3 S_3 matricy (S_2T S_1)T^{−1}_1 ;

• vyqislit~ minimal~nu¸ pravu¸ MFD F^+ := S_RT^{−1}_R matricy F^+ = (T_3T_2)^{−1}S_3;

• vyqislit~ (esli ffto neobhodimo) minimal~nu¸ levu¸ MFD F^+ := T^{−1}_L S_L matricy F^+ = S_RT^{−1}_R .

Esli F – racional~naØ matrica i r = rank F < min{m, n}, to dlØ vyqisleniØ matricy F^+ sleduet: • vyqislit~ pravu¸ MFD matricy F = S_F T^{−1}_F ; • vyqislit~ rangovu¸ faktorizaci¸ S_F = BT^{−1}S; • vyqislit~ MFD matric B^+ := S_1T^{−1}_1 , S^+ := T^{−1}_2 S_2; • vyqislit~ minimal~nu¸ levu¸ MFD T^{−1}_3 S_3 matricy (S_2T S_1)(T_F T_1)^{−1};

• vyqislit~ minimal~nu¸ pravu¸ MFD F^+ := S_RT^{−1}_R matricy F^+ = (T_3T_2)^{−1}S_3;

• vyqislit~ (esli ffto neobhodimo) minimal~nu¸ levu¸ MFD F^+ := T^{−1}_L S_L matricy F^+ = S_RT^{−1}_R .

178 V. B. HAZANOV

§6. Vyqislenie poroßda¸wego sobstvennogo vektora

Pust~ χ – zadannyæ sobstvennyæ polinom m × n matricy F i trebuetsØ naæti otveqa¸wiæ emu n-mernyæ poroßda¸wiæ sobstvennyæ vektor x, udovletvorØ¸wiæ sootnoxeni¸ vida F x = χz, gde x i z – svobodnye vektory (ne ime¸wie koneqnogo regulØrnogo spektra). Zapixem ffto sootnoxenie v vide [F χ I_m] [ x −z ] = O_m. (6.1)

6.1. Sluqaæ neprivodimogo sobstvennogo polinoma. Esli χ

– neprivodimyæ polinom, to dlØ postroeniØ minimal~nogo po stepeni poroßda¸wego sobstvennogo vektora^4 x dostatoqno vypolnit~ sledu¸wie operacii:

• sformirovat~ polinomial~nu¸ m × (n + m) matricu M := [F χ I_m];

• vyqislit~ minimal~nyæ bazis ee pravogo nul~-prostranstva i predstavit~ ego bazisnu¸ (n + m) × n matricu v vide N = [T − S]^B ;

• vyqislit~ bazis obraza matricy T i vybrat~ ee stolbec t_j minimal~noæ stepeni;

• vybrat~ sootvetstvu¸wiæ stolbec s_j matricy S; • poloßit~ x := t_j, z := s_j.

Deæstvitel~no, vektor t_j dolßen byt~ svobodnym v silu neprivodimosti polinoma χ. Esli vektor s_j ne ØvlØetsØ svobodnym: s_j = δ_j~s_j, gde ~s_j – svobodnyæ vektor, to poroßda¸wiæ sobstvennyæ vektor t_j otveqaet v deæstvitel~nosti sobstvennomu polinomu χδ.

6.2. Ispol~zovanie harakteristiqeskogo polinoma. Esli

sobstvennyæ polinom χ ØvlØetsØ privodimym, neobhodimo issledovat~, ØvlØ¸tsØ li stolbcy matric T i S svobodnymi. V qastnosti, esli izvesten harakteristiqeskiæ polinom φ matricy F , to vyqislenie poroßda¸wih sobstvennyh vektorov i sootvetstvu¸wih im sobstvennyh polinomov trebuet vypolneniØ sledu¸wih operaciæ:

4Poroßda¸wie sobstvennye vektory opredelØ¸tsØ neodnoznaqno.

METODY REXENI˚ 179 • sformirovat~ polinomial~nu¸ m × (n + m) matricu M := [F φ I_m];

• vyqislit~ minimal~nyæ bazis ee pravogo nul~-prostranstva i predstavit~ ego bazisnu¸ (n + m) × n matricu v vide N = [T − S]^B = row

{[_{tj} −sj ]}_n j=1 ; • dlØ j = 1 do n vypolnØt~

• vyqislit~ NOD γ_j i δ_j komponent vektorov t_j i s_j sootvetstvenno i predstavit~ t_j = γ_j~t_j, s_j = δ_j~s_j;

• vyqislit~ polinom χ_j =^{φδj}_{γj} ;

• poluqit~ sobstvennyæ polinom χ_j (esli χ_j ≠ const) i otveqa¸wiæ emu poroßda¸wiæ sobstvennyæ vektor ~t_j.

Deæstvitel~no, kaßdyæ stolbec matricy N udovletvorØet sootnoxeni¸ vida (6.1) dlØ matricy [F φ I_m]. Dalee, poskol~- ku matrica F i vektory ~t_j i ~s_j ØvlØ¸tsØ polinomial~nymi, to χ_j =^{φδj}_{γj} ØvlØetsØ polinomom (v qastnosti, moßet byt~ konstantoæ).

Esli matrica F porØdka n ØvlØetsØ regulØrnoæ, to ee harakteristiqeskiæ polinom φ = det F moßet byt~ vyqislen s pomow~¸ metoda sledov Lever~e–Faddeeva, kotoryæ daet takße prisoedinennu¸ matricu B : F B = φ I_n, tak qto ime¸t mesto sootnoxeniØ F b_j = χ e_j, j = 1, . . . , n. Takim obrazom, poroßda¸wie sobstvennye vektory i sootvetstvu¸wie im sobstvennye polinomy opredelØ¸tsØ v rezul~tate vypolneniØ sledu¸wih operaciæ: • dlØ j = 1 do n vypolnØt~

• vyqislit~ NOD γ_j komponent vektora b_j i predstavit~ b_j := γ_j ~b_j;

• vyqislit~ polinom χ_j :=^φ_{γj} ;

• poluqit~ sobstvennyæ polinom χ_j (esli χ_j ≠ const) i otveqa¸wiæ emu poroßda¸wiæ sobstvennyæ vektor ~b_j.

ZameqaniØ. 1. HotØ by odin iz poluqaemyh polinomov χj ot-

liqen ot konstanty, t.k. ih proizvedenie dolßno byt~ ravno φ.

180 V. B. HAZANOV

�to sleduet iz togo, qto det T = det B = φ^{n−1}, a NOD γ_j stolbca j matricy T ili B dolßen byt~ delitelem φ.

2. AnalogiqnaØ situaciØ budet imet~ mesto v sluqae, ko-

gda zadannyæ sobstvennyæ polinom χ ØvlØetsØ privodimym. Pri fftom vozmoßny sluqai, kogda ego delitelØm χ otveqa¸t razliqnye poroßda¸wie sobstvennye vektory, libo kogda polinomu χ otveqaet odin poroßda¸wiæ sobstvennyæ vektor.

Literatura

1. B. L. Van der Varden, Algebra. — Nauka, M. (1976).

2. V. N. KublanovskaØ, Nekotoryæ podhod k rexeni¸ mnogoparametriqeskih zadaq. — Zap. nauqn. semin. POMI, 229 (1995), 191–246.

3. V. N. KublanovskaØ, Metody i algoritmy rexeniØ spektral~nyh zadaq dlØ polinomial~nyh i racional~nyh matric. — Zap. nauqn. semin. PO- MI, 238 (1997), 3–330.

4. V. N. KublanovskaØ, Primenenie metoda rangovoæ faktorizacii k analizu spektral~nyh harakteristik mnogoparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy. — Zap. nauqn. semin. POMI, 268 (2000), 115–144.

5. V. N. KublanovskaØ, V. B. Hazanov, Nesokratimye faktorizacii q-pa-rametriqeskih racional~nyh matric. — Zap. nauqn. semin. POMI, 248 (1998), 147–164.

6. V. N. KublanovskaØ, V. B. Hazanov, K rexeni¸ qastiqnoæ problemy sobstvennyh znaqeniæ dlØ polinomial~nyh matric. — Zap. nauqn. semin. POMI, 284 (2002), 163–176.

7. V. N. KublanovskaØ, V. B. Hazanov, ModifikaciØ metoda ΔW -q razloßeniØ mnogoparametriqeskih polinomial~nyh matric i ih svoæstva. — Zap. nauqn. semin. POMI, 309 (2004), 154–166.

8. V. N. KublanovskaØ, V. B. Hazanov, Qislennye metody rexeniØ parametriqeskih zadaq algebry. Qast~ 1. Odnoparametriqeskie zadaqi. — Nauka, M. (2004).

9. V. B. Hazanov, O spektral~nyh svoæstvah mnogoparametriqeskih polinomial~nyh matric. — Zap. nauqn. semin. POMI, 229 (1995), 284–321.

10. V. B. Hazanov, O sobstvennyh poroßda¸wih vektorah mnogoparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy. — Zap. nauqn. semin. POMI, 248 (1998), 165–186.

11. V. B. Hazanov, O nekotoryh svoæstvah polinomial~nyh bazisov nad polem racional~nyh funkciæ mnogih peremennyh. — Zap. nauqn. semin. PO- MI, 284 (2002), 177–191.

12. V. B. Hazanov, Rezul~tantnyæ podhod k vyqisleni¸ vektornyh harakteristik mnogoparametriqskih polinomial~nyh matric. — Zap. nauqn. semin. POMI, 323 (2005), 182–214.

13. R. R. Bitmead, S.-Y. Kung, B. D. O. Anderson, Generalized greatest common matrices divisors via generalized Sylvester and Bezout matrices. — IEEE Trans. Automat. Control, AC-23, No. 1 (1978), 1043–1047.

METODY REXENI˚ 181

14. I. M. Gelfgand, M. M. Kapranov, I. Zelevinsky, Discriminants, Resultants, and Multidimensional Determinants. — Boston, Birkhauser (1994).

15. D. Kapyr, T. Saxena, Extraneous factors in the Dixon resultant. — In: Proc. Int.

Symp. on Symbolic and Algebraic Computation (1997), pp. 141–148. 16. A. Wallack, I. Z. Emiris, D. Manocha, MARS: a Maple/Matlab/C resultant-based solver. — In: Proc. Int. Symp. on Symbolic and Algebraic Computations (1998), pp. 244–251.

Khazanov V. B. Methods for solving some parameter problems of algebra.

Methods for solving the following parameter problems are considered: division of scalar and matrix polynomials and computation of their GCD and LCM; finding bases of the sum, difference, and intersection of the linear span of polynomial vectors; constructing a minimal MFD (matrix fraction description) of a rational matrix; computing a range basis and a minimal basis of the null-space of a rational matrix; solving matrix equations and computing inverse and pseudoinverse matrices (both for polynomial and rational objects); computing generating eigenvectors of a polynomial matrix.

Postupilo 20 aprelØ 2005 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ morskoæ tehniqeskiæ universitet

E-mail: khazanovvb@mail.ru