Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 324, 2005 g.

V. V. Kamockiæ

O PRIMENENII METODA SPEKTRAL^NYH FUNKCI` K ZADAQE O RASSE˚NII DVUM˚ KLIN^˚MI 1. Vvedenie

My rassmotrim zadaqu rasseØniØ akustiqeskih voln dvumØ klin~Ømi. Ispol~zuØ tehniku spektral~nyh funkciæ, s pomow~¸ kotoroæ v [1] byli poluqeny odni iz pervyh rezul~tatov o suwestvovanii rexeniØ zadaqi rasseØniØ na uprugom kline, pogrußennom v ßidkost~, my tem ne menee sleduem neskol~ko drugoæ sheme: V issledovanii difrakcii na uprugom kline v [2] snaqala s pomow~¸ spektral~nyh funkciæ ustanavlivalos~ suwestvovanie tenzora Grina, dalee iz fftogo vyvodilas~ edinstvennost~. My ße, v vidu izuqeniØ bolee prostogo operatora, apriori poluqim edinstvennost~ v klasse funkciæ udovletvorØ¸wih usloviØm izluqeniØ, iz qego vyvedem suwestvovanie rexeniØ integral~noæ sistemy dlØ spektral~noæ funkcii.

Pust~ volnovoæ process imeet mesto v dopolnenii k dvum nepereseka¸wimsØ klin~Øm Ω_1 i Ω_2 s raznymi verxinami. Vvedem svØzannye s storonami klin~ev qetyre dekartovy sistemy koordinat (x_j, y_j), j = 1...4. Budem sqitat~ pervu¸ i tret~¸ sistemy pravil~no orientirovannymi, a vtoru¸ i qetvertu¸– obratno orientirovannymi (sm. Ris. 1). Vvedem sledu¸wie oboznaqeniØ dlØ uglov meßdu osØmi: ^ x_1x_2 = φ_1 > π (1) ^ x_3x_4 = φ_2 > π (2) ^ x_2x_3 = ϱ (3)

Pust~ verxina Ω_2 imeet koordinaty (x^0_1, y^0_1) v pervoæ sisteme. Budem takße ispol~zovat~ oboznaqenie

Γ_j = {x_j ¿ 0, y_j = 0} (4)

Rabota vypolnena pri podderßke granta 04-01-00522a i granta RFFI 05-01-00936. 61

62 V. V. KAMOCKI` dlØ storon klin~ev.

Otmetim, qto v vybrannyh sistemah koordinat y_j – vnutrennØØ normal~ k storone Γ_j , j = 1...4.

Ris. 1. GeometriØ zadaqi.

2. Teorema edinstvennosti

Rassmotrim operator Gel~mgol~ca v Ω = R^2\(Ω_1∪Ω_2) s ideal~- nymi graniqnymi usloviØmi. Ne umalØØ obwnosti budem sqitat~ volnovoe qislo ravnym 1.

DlØ dokazatel~stva edinstvennosti, my ispol~zuem klassiqeskiæ metod, primenimyæ v uglovyh oblastØh v situacii, kogda peremennye razdelØ¸tsØ v okrestnosti beskoneqnosti. Glavnoe geometriqeskoe predpoloßenie, neobhodimoe dlØ naxih rassußdeniæ o edinstvennosti zakl¸qaetsØ v tom, qto hotØ by odin iz vyhodov na beskoneqnost~ dolßen byt~ uglovym (ne volnovodnym).

Vvedem sledu¸wie oboznaqeniØ: pust~ O_1 – pereseqenie (prodolßeniæ) oseæ x_1 i x_4, a O_2 – pereseqenie x_2 i x_3. Teper~ vvedem polØrnye koordinaty svØzannye s fftimi toqkami: r_j(X) – ras-

O PRIMENENII METODA SPEKTRAL^NYH FUNKCI` 63

Ris. 2. Koordinaty v okrestnosti beskoneqnosti.

stoØnie ot X do O_j, i ψ_j – ugol meßdu XO_j i Γ_j . Opredelim takße dlØ dostatoqno bol~xih R > 0 oblast~ Ω_R Ω_R = ⋃ j=1,2 {r_j < R, ψ_j ∈ (0, ϱ_j)} (5) i krivolineænu¸ qast~ granicy fftoæ oblasti δ_RΩ = δ^{(1)}_R Ω∪δ^{(2)}_R Ω, gde δ^{(j)}_R Ω = Ω ∩ {r_j = R, ψ_j ∈ (0, ϱ_j)}, (6) sm. Ris. 2. Imeet mesto

Teorema 2.1 (Edinstvennosti). Pust~ u ∈ H^1_{loc}(Ω) ∩ H^2_{loc}(Ω) udo-

vletvorØet (Δ + 1)u = 0 v Ω, (7) Bu = 0 na Γ, (8) (s graniqnym operatorom B – Dirihle ili Neæmana) i integral~-

64 V. V. KAMOCKI` nym usloviØm izluqeniØ pri R → ∞: ∫ δ(^j)_R Ω

| | ∂u ∂r_j + iu | |^2 → 0, j = 1, 2, (9)

togda u = 0.

Dokazatel~stvo. Pust~ u udovletvorØet usloviØm teoremy. Za-

metim, qto (9) vleqet ∫ δ_RΩ

|u|^2 = o(1), R → ∞, (10) ∫ δ(^j)_R Ω | | ∂u ∂r_j | |^2 = o(1), R → ∞, j = 1, 2. (11)

V samom dele, uslovie izluqeniØ (9) moßet byt~ zapisano v sledu¸wem vide: −i ∫ δ_R Ω ( ∂u ∂n u − u ∂u ∂n ) + 2∑ j=1 ∫ δ(^j)_R Ω

( |u|^2 + | | ∂u ∂r_j | |^2 ) → 0, R → ∞. (12)

Iz toßdestva Grina ∫ B (vΔw − wΔv) = ∫ ∂B ( v ∂w ∂n − w ∂v ∂n ) (13)

primenennogo k u i u v oblasti Ω_R sleduet, qto pervyæ integral v (12) raven 0. Takim obrazom my poluqaem ocenki (10) i (11).

Budem predpolagat~, qto {ψ_1 ∈ (0, ϱ_1)} – uglovoæ vyhod na beskoneqnost~. V sluqae graniqnogo usloviØ Dirihle primenim (13) k v = u i w = H^{(2)}m (r_1) sin(mψ_1), s m = πk/ϱ_1, k ∈ N v oblasti B = Ω_R \ Ω_{R0} ∩ {r_1 > 0} s R > R_0 > 0. Pri dostatoqno bol~- xih R_0, R granica ∂B sostoit iz δ^{(1)}_R , δ^{(1)}_{R0} i dvuh prØmolineænyh uqastkov na Γ_1 i Γ_4. V vidu togo, qto obe funkcii udovletvorØ- ¸t uslovi¸ Dirihle na Γ_1 i Γ_4, poluqaem ravenstvo: ∫ δ(1)_R ( v ∂w ∂r_1 − w ∂v ∂r_1 ) = ∫ δ(1)_R0 ( v ∂w ∂r_1 − w ∂v ∂r_1 ) , (14)

O PRIMENENII METODA SPEKTRAL^NYH FUNKCI` 65 t.e. integral v levoæ qasti ne zavisit ot R. Odnako, iz ocenok (10), (11) i asimptotiki H^{(2)}m sleduet, qto integral po δ^{(1)}_R Ω stremitsØ k 0 pri R → ∞. Takim obrazom fftot integral toßdestvenno raven 0, t.e. pri r_1 > R_0 my imeem

H^{(2)}_m (r_1) ϱ1∫ 0 ∂u ∂r_1 (r_1, ψ_1) sin mψ_1 dψ_1

− dH^{(2)}_m (r_1) dr_1 ϱ1∫ 0 u(r_1, ψ_1) sin mψ_1 dψ_1 = 0. (15)

Zakl¸qaem, qto ϱ1∫ 0 u(r_1, ψ_1) sin mψ_1 dψ_1 = c_mH^{(2)}_m (r_1). (16)

Esli c_m ≠ 0 to my prihodim k protivoreqi¸ s (10), t.k. {sin mψ_1 : m = πk/ϱ_1}_{k∈}NsostavlØ¸t ortogonal~nyæ bazis v L^2(0, ϱ_1), a √ r_1H^{(2)}_m (r_1) ≠ o(1). Takim obrazom, blagodarØ proizvol~nosti k ∈ N v posledneæ formule, my zakl¸qaem, qto u = 0 pri r_1 > R_0 i, sledovatel~no u = 0 i vo vsem Ω.

Shoßie rassußdeniØ primenimy i v sluqae usloviæ Neæmana, za iskl¸qeniem vybora bazisa po uglovoæ peremennoæ: sleduet rassmatrivat~ cos mψ, m = πk/ϱ_1, k ∈ N ∪ {0}.

3. Spektral~nye funkcii i teoremy suwestvovaniØ

V fftom paragrafe my provedem izloßenie kl¸qevyh dlØ metoda spektral~nyh funkciæ momentov (sm. [1] i [2]), – vyvod integral~nyh uravneniæ i dokazatel~stvo teoremy ob izomorfizme.

My rassmotrim zadaqi Dirihle i Neæmana dlØ operatora Gel~mgol~ca v oblasti Ω i naædem rexeniØ v vide potencialov dvoænogo i prostogo sloØ sootvetstvenno. PreobrazovaniØ Fur~e plotnosteæ fftih potencialov budem nazyvat~ spektral~nymi funkciØmi. DlØ poslednih my sformuliruem integral~nu¸ sistemu i dokaßem ee razreximost~.

3.1. Zadaqa Neæmana. Rassmotrim sistemu s “obwimi” graniq-

nymi dannymi: { (Δ + 1)u = 0 v Ω

∂_nu = f na Γ

(17)

66 V. V. KAMOCKI` zdes~ Γ = ∪_{j=1..4}Γ_j, funkciØ f opredelØetsØ sußeniØmi na storony f_j = f|_{Γj} , a ∂_n oboznaqaet differencirovanie po vnutrenneæ normali. My pokaßem, qto esli f udovletvorØet nekotorym ograniqeniØm analitiqeskogo haraktera, a takße geometriØ zadaqi obladaet opredelennym svoæstvom “uzosti”, to (17) imeet edinstvennoe fiziqeski osmyslennoe rexenie, t.e. rexenie s koneqnoæ ffnergieæ v okrestnosti verxin klin~ev, a takße udovletvorØ¸wee usloviØm izluqeniØ na beskoneqnosti.

3.1.1. UhodØwie rexeniØ. Ograniqim poisk rexeniØ klas-

som funkciæ, predstavimyh v vide potenciala prostogo sloØ i udovletvorØ¸wih principu predel~nogo pogloweniØ. Pust~ ε ∈ [0, π), rassmotrim vo vsem prostranstve R^2 uravnenie

(Δ + e^{−2iε})u^ε = d (18)

gde raspredelenie d =^4 ∑ 1 α_k(x_k) ⊗ δ_k, a δ_k opredelØetsØ na prob-

nyh funkciØh ϕ ∈ C^∞_0 (R^2) sledu¸wim obrazom: ⟨δ_k, ϕ⟩ = ∞∫ 0 ϕ(x_k, 0) dx_k. (19)

Funkcii α_k – neizvestnye plotnosti, a ih Fur~e-obrazy sostavlØ¸t glavnu¸ neizvestnu¸ veliqinu podhoda – spektral~nu¸ funkci¸. Pri ε ∈ (0, π) i oqen~ slabyh ograniqeniØh na plotnosti α_k uravnenie (18) imeet odnoznaqno opredelennoe rexenie, ono zadaetsØ summoæ u^ε = ∑ u^ε_j , gde potencialy prostogo sloØ u^ε_j opredelØ¸tsØ s pomow~¸

u^ε_j = (Δ + e^{−2iε})^{−1}(α_j ⊗ δ_j ). (20)

PerehodØ k predstavleni¸ qerez Fur~e obrazy, nahodim

u^ε_j (x_j, y_j ) = −i 4π ∫ Γ0 e^{i(xj ξ+|yj |ζε(ξ))} ^α_j(ξ) ζ^ε(ξ) dξ, (21) zdes~ Γ_0 – kontur, izobraßennyæ na Ris. 3, ζ^ε(ξ) – vetv~ √ e^{−2iε} − ξ^2, nepreryvnaØ na Γ_0 i oblada¸waØ neotricatel~noæ mnimoæ qast~¸ na vewestvennoæ osi, a ^α_j – preobrazovaniØ Fur~e α_j: ^α_j(ξ) = ∫ R^{e−ixξαj (x) dx (22)}

O PRIMENENII METODA SPEKTRAL^NYH FUNKCI` 67

Ris. 3. Kontur Γ0 v ploskosti ¸.

Potencialy (21) dolßny obladat~ “podhodØwimi” plotnostØmi, dlØ togo, qtoby udovletvorit~ estestvennym ograniqeniØm tipa usloviØ Meæksnera. Itak, opixem klass funkciæ, v kotorom budem iskat~ ffti plotnosti:

Opredelenie 3.1. Klass A sostoit iz vseh f ∈ S^′(R), supp f ⊂ R^+

takih, qto

∃C_0 > 0 : sup_{−π<θ<0} ∞∫ C0 |f̂(ρe^{iθ})|^2 dρ < ∞, (23) f̂ golomorfna v okrestnosti 1. (24) Spravedliv sledu¸wiæ rezul~tat o regulØrnosti potencialov v^ε_j s plotnostØmi iz klassa A (sm. [1, Lemma 2.2]).

Lemma 3.2. Pust~ αj ∈ A, j = 1...4. Togda raspredeleniØ umeren-

nogo rosta v^ε_j , opredelennye s pomow~¸ (20) stremØtsØ pri ε → 0 k raspredeleniØm v^0_j ∈ S^′(R^2), ØvlØ¸wimsØ rexeniØmi

(Δ + 1)v^0_j = α_j ⊗ δ_j , j = 1, 2. (25) Bolee togo, pri ε ∈ [0, π), j = 1, 2

(i) v^ε_j nepreryvny v R^2,

68 V. V. KAMOCKI`

(ii) sledy v^ε_j |_Γ i ∂^±_n v^ε_j |_Γ korrektno opredeleny i oblada¸t sledu¸weæ regulØrnost~¸: v^ε_j |_Γ ∈ H^1_{loc}(Γ), ∂^±_n v^ε_j |_Γ ∈ L^2_{loc} (Γ) i ØvlØ¸tsØ raspredeleniØmi ograniqennogo rosta v okrestnosti beskoneqnosti.

�ta lemma pozvolØet nam dat~ korrektnoe opredelenie:

Opredelenie 3.3. Budem nazyvat~ v uhodØwim rexeniem (17)

l¸boe rexenie vida

v = v_1 + v_2 + v_3 + v_4, (26) gde v_j = lim_{ε→0+}(Δ + e^{−2iε})^{−1}α_j ⊗ δ_j , (27) a α_j ∈ A, j = 1...4 3.1.2. Integral~naØ sistema. Sledu¸wim xagom, iz graniq-

nyh usloviæ v (17) my vyvodim integral~nu¸ sistemu, kotoroæ budut udovletvorØt~ plotnosti potencialov.

Snaqala vvedem oboznaqeniØ dlØ zameny peremennyh: koordinaty v k-oæ sisteme vyraßa¸tsØ qerez koodinaty j-oæ sledu¸- wim obrazom: ( x_k y_k ) = A^j_k ( x_j y_j ) + G^j_k, (28) gde A^j_k = ( a^j_k b^j_k c^j_k d^j_k ) , G^j_k = ( g^j_k h^j_k ) . (29)

Vse naxi obwie predpoloßeniØ o geometrii zadaqi mogut byt~ pereformulirovany v terminah zamen:

A^j = I, G^1_2 = G^3_4 = 0, G^3_1 = G^4_1 = ( x^0_1 y^0_1 ) , G^1_3 = ( x^0_3 y^0_3 ) = −A^1_3G^3_1, (30) A^2_1 = ( cos φ_1 sin φ_1 sin φ_1 − cos φ_1 ) , A^3_1 = ( cos(φ_1 − ϱ) − sin(φ_1 − ϱ) sin(φ_1 − ϱ) cos(φ_1 − ϱ) ) , (31) A^4_1 = ( cos(φ_1 + φ_2 − ϱ) sin(φ_1 + φ_2 − ϱ) sin(φ_1 + φ_2 − ϱ) − cos(φ_1 + φ_2 − ϱ) ) . (32)

�ti sootnoxeniØ dostatoqny, qtoby opredelit~ ostavxiesØ A^j_k i G^j_k.

O PRIMENENII METODA SPEKTRAL^NYH FUNKCI` 69 Itak, vyqislim normal~nu¸ proizvodnu¸ k-ogo potenciala na j-oæ grani: ∂u^ε_k ∂y_j (x_j, 0+) = 1 4π ∫ Γ0 e^{i(ajk xj +gjk )ξ+i|cjkxj +hjk |ζε(ξ))} b^j_kξ + d^j_kθ^j_k(x_j )ζ_ε(ξ) ζ^ε(ξ) ^α_k(ξ)dξ, (33) zdes~ θ^j_k(x_j) = sign(c^j_kx_j + h^j_k). Takim obrazom, preobrazovanie Fur~e fftogo sleda imeet sledu¸wiæ vid: ∞∫ 0 e^{−ixj ζ} ∂u^ε_k ∂y_j (x_j , 0+)dx_j = 1 4π ∫ Γ0 I^j_k(ζ, ξ)^α_k(ξ)dξ, (34) gde Ødro I^j_k(ζ, ξ) = ∞∫ 0 e^{−ixj ζ} e^{i(ajkxj +gjk )ξ+i|cjkxj +hjk |ζε(ξ))} b^j_kξ + d^j_kθ^j_k(x_j)ζ_ε(ξ) ζ^ε(ξ) dx_j (35) v znaqitel~noæ mere zavisit ot geometrii zadaqi. Rassmotrim tri kaqestvenno razliqnye model~nye situacii: j = k, – t.e. sled na normal~noæ proizvodnoæ potenciala na toæ ße grani, kotoroæ on sootvetstvuet; j = 1, k = 2, – t.e. sled na primyka¸weæ grani togo-ße klina; j = 1, k = 3, – t.e. sled na grani drugogo klina. V pervyh dvuh sluqaØh my nahodim:

I^j_j = 1 i(ζ − ξ) , (36)

I^1_2 = I^2_1 = 1 i(ζ − (ξ cos φ_1 − ζ_ε(ξ) sin φ_1)) ξ sin φ_1 + cos φ_1ζ_ε(ξ) ζ_ε(ξ) , (37)

I^3_4 = I^4_3 = 1 i(ζ − (ξ cos φ_2 − ζ_ε(ξ) sin φ_2)) ξ sin φ_2 + ζ_ε(ξ) cos φ_2 ζ_ε(ξ) . (38) V tret~em sluqae vvedem oboznaqenie φ_3 = φ_1 − ϱ_1 i rassmotrim dve geometriqeski razliqnye situacii, voznika¸wie v zavisimosti ot sootnoxeniæ meßdu znakami sin φ_3 i y^0_3 :

(a.1) sin φ_3 < 0, y^0_3 > 0, v fftom sluqae θ^1_3 ≡ 1 pri x_1 ¿ 0 i, sledovatel~no

I^1_3 (ζ, ξ) = ξ sin φ_3 + ζ_ε(ξ) cos φ_3 i(ζ − (ξ cos φ_3 − ζ_ε(ξ) sin φ_3))ζ_ε(ξ) e^{i(x03ξ+y03 ζε (ξ))} (39)

70 V. V. KAMOCKI`

(a.2) sin φ_3 > 0, y^0_3 < 0, togda θ^1_3 ≡ −1, i

I^1_3 (ζ, ξ) = ξ sin φ_3 − ζ_ε(ξ) cos φ_3 i(ζ − (ξ cos φ_3 + ζ_ε(ξ) sin φ_3))ζ_ε(ξ) e^{i(x03 ξ−y03 ζε(ξ))} (40)

(b.1) sin φ_3 < 0, y^0_3 < 0, v otliqie ot predyduwih sluqaev, fuknciØ θ^1_3 teper~ ne toßdestvennaØ konstanta na R^+ i menØet znak v x̃_1 = y^0_3 / sin φ_3 > 0:

θ^1_3 = { −1, esli x_1 < x̃_1 1, esli x_1 > x̃_1

(41)

takim obrazom, my zakl¸qaem:

I^1_3 (ζ, ξ) = D_+(ξ, ζ)e^{i(x03ξ−y03 ζε (ξ))} − (D_+(ξ, ζ) − D_−(ξ, ζ))e^{−i(y03 / sin φ3)ζ−i(g03 −x03)ξ} (42) gde D_±(ξ, ζ) = ξ sin φ_3 ∓ ζ_ε(ξ) cos φ_3 i(ζ − (ξ cos φ_3 ± ζ_ε(ξ) sin φ_3))ζ_ε(ξ)

, (43)

a g^0_3 – rasstoØnie meßdu proekcieæ pervoæ verxiny na os~ x_3 i toqkoæ pereseqeniØ oseæ x_1 i x_3; v vidu estestvennyh geometriqeskih predpoloßeniæ (togo, qto poloßitel~nye poluosi x_1 i x_3 ne pereseka¸tsØ) my vsegda imeem g^0_3 − x^0_3 > 0.

(b.2) sin φ_3 > 0, y^0_3 > 0, analogiqno predxestvu¸wemu sluqa¸ θ^1_3 menØet znak v x̃_1 = y^0_3 / sin φ_3 > 0:

θ^1_3 = { 1, esli x_1 < x̃_1 −1, esli x_1 > x̃_1

(44)

i, takim obrazom,

I^1_3 (ζ, ξ) = D^+(ξ, ζ)e^{i(x03ξ+y03 ζε(ξ))} − (D^+(ξ, ζ) − D^−(ξ, ζ))e^{−i(y03 / sin φ3)ζ−i(h03−x03)ξ} (45) gde D^±(ξ, ζ) = ξ sin φ_3 ± ζ_ε(ξ) cos φ_3 i(ζ − (ξ cos φ_3 ± ζ_ε(ξ) sin φ_3))ζ_ε(ξ)

. (46)

Takße h^0_3 − x^0_3 > 0.

Teper~ my moßem sformulirovat~ integral~nu¸ sistemu dlØ spektral~noæ funkcii Σ = (^α_1, ^α_2, ^α_3, ^α_4)^t.

O PRIMENENII METODA SPEKTRAL^NYH FUNKCI` 71

Lemma 3.4. v ØvlØetsØ uhodØwim rexeniem (17) togda i tol~ko

togda, kogda sootvetstvu¸waØ spektral~naØ funkciØ udovletvorØet pri vseh ζ ∈ C_− = {z : Im z < 0} integral~noæ sisteme: ( L_{φ1} K_{12} K_{21} L_{φ2} ) Σ(ζ) = W (ζ), (47)

gde kaßdyæ fflement matricy sleva takße ØvlØetsØ matriqnym 2 × 2 operatorom: L_{φj} , j = 1, 2 – operatory opisyva¸wie “deæstvie” klin~ev Ω_j na samih sebØ: L_{φj} = 1 2 ( I T Mφ_j T M_{φj} I ) , zdes~ T M_{φj} V (ζ) = 1 2πi ∫ Γ0 ξ sin φ_j + ζ_0(ξ) cos φ_j ζ − (ξ cos φ_j − ζ_0(ξ) sin φ_j ) V (ξ) ζ_0(ξ) dξ. (49)

Operatory K_{12} i K_{21} sootvetstvu¸t vzaimodeæstvi¸ klin~ev:

K_{12} = ( k^1_3 k^1_4 k^2_3 k^2_4 ) , K_{21} = ( k^3_1 k^3_2 k^4_1 k^4_2 ) , (50)

zdes~ k^i_j – vklad j-ogo potenciala na Γ_i. ˚dra operatorov k^i_j zada- ¸tsØ formulami (a.1)–(b.1) v zavisimosti ot geometrii zadaqi. PravaØ qast~ sistemy est~ preobrazovanie Fur~e f:

W (ζ) = ( ^f_1, ^f_2, ^f_3, ^f_4)^t(ζ). (51)

3.1.3. Teorema suwestvovaniØ. My dokaßem suwestvovanie re-

xeniØ v sledu¸wem predpoloßenii “uzosti”:

∀j = 1, 2, k = 3, 4 sign c^k_j = sign h^k_j , sign c^j_k = sign h^j_k, (52)

kotoroe oznaqaet, qto iz privedennoæ vyxe klassifikacii vzaimnogo raspoloßeniØ klin~ev realizuetsØ tol~ko sluqai (a.1) i (a.2), t.e. oba klina leßat po odnu storonu ot prØmoæ prohodØweæ qerez ih verxiny.

Teorema 3.5. Pust~ W (ξ) ∈^^A^2 ⊕^^A^2 golomorfna v C^δ_− = {z : arg z ∈

(−π, δ)} s nekotorym δ > 0. Pust~ takße pri ε ∈ (0, δ) W^ε =

72 V. V. KAMOCKI`

W (e^{iε}·) ∈ H^+, togda, pri vypolnenii usloviØ (52), v klasse Â^2 ⊕Â^2 suwestvuet rexenie sistemy (47).

Dokazatel~stvo. Zafiksiruem proizvol~noe ε ∈ (0, δ). Sformu-

liruem ffkvivalentnu¸ (47) sistemu, po suti ØvlØ¸wu¸sØ povorotom na ugol ε ishodnoæ. Sdelaem v (47) zamenu: ζ = e^{iε}ζ_1, ξ = e^{iε}ξ_1. OboznaqaØ Σ^ε(ξ) = Σ(e^{iε}ξ), W^ε(ζ) = W (e^{iε}ζ) poluqaem sistemu M^εΣ^ε = W^ε, (53)

gde operator M^ε imeet tu ße strukturu, qto i ishodnyæ operator M^0:

M^ε = ( L^ε_{φ1} K^ε_{12} K^ε_{21} L^ε_{φ2} ) . (54)

Central~nye svoæstva tehniki spektral~nyh funkciæ, obespeqiva¸wie prozraqnost~ rexeniØ zadaq difrakcii v uglovyh oblastØh, zakl¸qa¸tsØ v sledu¸wih nabl¸deniØh:

• operatory L^ε invariantny po otnoxeni¸ k privedennoæ vyxe zamene peremennyh v sledu¸wem smysle: vyraßenie dlØ L^ε poluqaetsØ prostoæ zamenoæ ζ_0 na ζ_ε v opredelenii (49);

• operator L^ε sootvetstvuet zadaqe difrakcii na odnom kline v srede s pogloweniem (kompleksnym volnovym qislom), dlØ kotoroæ suwestvovanie i edinstvennost~ poluqa¸tsØ otnositel~no legko; sootvetstvenno ustanavlivaetsØ i obratimost~ L^ε v (H^+)^2.

�ti svoæstva pozvolØ¸t dokazat~ “teoremu ob izomorfizme” dlØ zadaqi ob odnom ugle (sm. primery rassußdeniæ v [1] i [2]), utverßda¸wu¸, qto L^ε est~ izomorfizm prostranstva (H^+)^2 na samo sebØ pri ε ∈ (0, π). Dalee, pol~zuØs~ detal~nym opisaniem analitiqeskih svoæstv operatorov DM^ε i T M^ε ustanavlivaetsØ suwestvovanie rexeniØ ishodnoæ zadaqi difrakcii.

V naxem sluqae operator M^ε ne sootvetstvuet zadaqe s pogloweniem, qto vidno iz neinvariantnosti K^ε po otnoxeni¸ k opisannoæ vyxe zamene peremennyh. Tem ne menee operator M^ε ØvlØetsØ izomorfizmom (H^+)^4 na samo sebØ. �tot fakt sleduet iz togo, qto v privedennym geometriqeskih predpoloßeniØh vzaimodeæstvie dvuh klin~ev okazyvaetsØ “slabym” v tom smysle, qto operatory K^ε_{ij} – kompaktny, i, takim obrazom, M^ε – Fred-

O PRIMENENII METODA SPEKTRAL^NYH FUNKCI` 73 gol~mov s nulevym indeksom. Takim obrazom dlØ razreximosti sistemy dostatoqno vospol~zovat~sØ edinstvennost~¸ (sm. §2).

DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva dostatoqno proverit~ sledu- ¸wee:

•Kompaktnost~ K^ε_{ij}. Operatory (k^i_j)^ε ime¸t vid

k^εU (ζ) = 1 2πi ∫ Γ0 k^ε(ζ, ξ)U (ξ) dξ, (55) gde k^ε(ζ, ξ) vyqislØetsØ po formulam (39) ili (40). V sluqae (a.1) my imeem k^ε(ζ, ξ) = ξ sin φ_3 + ζ_ε(ξ) cos φ_3 (ζ − (ξ cos φ_3 − ζ_ε(ξ) sin φ_3))ζ_ε(ξ) e^{ieiε(x03ξ+y03 ζε(ξ))}. (56) DlØ analiza svoæstv operatorov s Ødrami takogo tipa nam ponadobitsØ oqevidnaØ

Lemma 3.6. DlØ vseh U ∈ H^+ imeet mesto toßdestvo:

‖U ; H^+‖ = ‖U (· − i0); L^2(R)‖. (57)

Iz fftoæ lemmy sleduet, qto dlØ proverki nepreryvnosti k^ε v H^+ dostatoqno pokazat~ analitiqnost~ k^εU v nißneæ poluploskosti i ocenit~ normu na vewestvennoæ osi. Takoe ße rassußdenie primenimo i dlØ proverki kompaktnosti – dostatoqno pokazat~ kompaktnost~ k^ε kak operatora v L^2(R). Kak legko videt~ iz (56) Ødro dopuskaet sledu¸wu¸ ocenku:

|k^ε(z_1, z_2)| 6 C e^{−δ|z2|} 1 + |z_1| + |z_2|

(58)

gde z_1, z_2 ∈ R, a δ = sin(φ^3_0 + ε)r^3_0, zdes~ r^3_0, φ^3_0 – polØrnye koordinaty pervoæ verxiny v tret~eæ sisteme. Takim obrazom my vidim, qto k^ε operator Gil~berta–Xmidta.

• Suwestvovanie analitiqeskogo prodolßeniØ rexeniØ (53) sleduet iz analogiqnyh postroeniæ dlØ zadaqi ob odnom kline (sm. [1, Lemma 3.7]).

3.2. Zadaqa Dirihle. Pri rassmotrenii zadaqi { (Δ + 1)u = 0 v Ω

u = f na Γ

(59)

74 V. V. KAMOCKI` my sleduem izloßennoæ vyxe sheme rassußdeniæ. My iwem rexenie v vide summy potencialov dvoænogo sloØ. Itak pri ε ∈ [0, π) my opredelØem

u^ε = u^ε_1 + u^ε_2 + u^ε_3 + u^ε_4, (60) gde u^ε_j (x_j, y_j) = − 1 4π sign y_j ∫ Γ0 e^{ixj ξ+i|yj |ζε(ξ)} ^α_j(ξ)dξ, j = 1...4, (61) a plotnosti α_j ∈ A.

Ispol~zuØ te ße oboznaqeniØ dlØ zameny peremennyh, my nahodim, qto preobrazovanie Fur~e k-ogo potenciala na j-oæ grani est~_∞ ∫ 0 e^{−ixj ζ} u_k|_{yj =0}(x_j)dx_j = − 1 4π ∫ Γ0 J^j_k (ζ, ξ)^α_k(ξ)dξ, (62) gde J^j_k (ζ, ξ) = ∞∫ 0 e^{−ixj ζ+i(ajkxj +gjk )ξ+i|cjkxj +hjk |ζε(ξ)} sign(c^j_kx_j + h^j_k)dx_j. (63) Itak, ograniqivaØs~ rassmotreniem geometrii udovletvorØ¸- weæ uslovi¸ (52), my vidim, qto c^j_kx_j + h^j_k ne menØet znak pri x_j ∈ [0, ∞), i, takim obrazom:

J^j_k = σ i(ζ − (a^j_kξ + |c^j_k|ζ_ε(ξ))) e^{igjkξ+i|hjk |ζε(ξ)}, (64) gde σ = sign(c^j_k + h^j_k). Dalee, my vyvodim integral~nu¸ sistemu, kotoroæ dolßna udovletvorØt~ spektral~naØ funkciØ: ( L_{φ1} K_{12} K_{21} L_{φ2} ) Σ(ζ) = W (ζ), (65)

zdes~ L_{φj} = 1 2 ( I T Mφ_j T M_{φj} I ) , (66) gde T M_{φj} V (ζ) = 1 2πi ∫ Γ0 1 ζ − (ξ cos φ_j − ζ_0(ξ) sin φ_j) V (ξ)dξ. (67)

O PRIMENENII METODA SPEKTRAL^NYH FUNKCI` 75 Operatory K_{12} i K_{21} ime¸t Ødra vida (64), a pravaØ qast~ W^T = −( ^f_1, ^f_2, ^f_3, ^f_4).

My vidim, qto Ødra operatorov K_{12} i K_{21} takße dopuska¸t ocenku (58), qto vleqet, kak i v sluqae zadaqi Neæmana, primenimost~ togo ße rassußdeniØ o fredgol~movosti. Takim obrazom, imeet mesto

Teorema 3.7. Pust~ W (ξ) ∈^^A^2 ⊕^^A^2 analitiqna v C^δ_− = {z :

arg z ∈ (−π, δ) s nekotorym δ > 0. Pust~ takße pri vseh ε ∈ (0, δ) vypolneno W^ε = W (e^{iε}·) ∈ H^+, togda v klasse Â^2 ⊕ Â^2 suwestvuet rexenie sistemy (65) i, sledovatel~no, suwestvuet uhodØwee rexenie(59).

3.3. RasseØnie cilindriqeskoæ i ploskoæ volny.

DlØ togo, qtoby ustanovit~ razreximost~ zadaqi rasseØniØ cilindriqeskoæ volny, dostatoqno udostoverit~sØ v tom,qto sled pada¸weæ volny udovletvorØet analitiqeskim predpoloßeniØm, neobhodimym dlØ primenimosti teorem 3.5 i 3.7. �ti vyqisleniØ, t.e. proverka regulØrnosti sootvetstvu¸wih preobrazovaniæ Fur~e, provodØtsØ v polnoæ analogii s [2, §3].

Suwestvovanie rexeniØ zadaqi rasseØniØ ploskoæ volny poluqaetsØ, ispol~zuØ podhod [3], osnovannyæ na apriornom uqete otraßennyh ploskih voln s ih fiziqeskimi oblastØmi suwestvovaniØ.

Literatura

1. J.-P. Croisille and G. Lebeau, Diffraction by an immersed elastic wedge, volume

1723 of Lecture notes in mathematics. Springer (1999).

2. V. Kamotski, G. Lebeau, Diffraction by an elastic wedge with stress-free boundary:

existence and uniqueness. Preprint POMI 08/2003, Proc. R. Soc. Lond.

A (2005), to appear.

3. V. V. Kamockiæ O padenii ploskoæ volny na uprugiæ klin pod kritiqeskim uglom. — Algebra i Analiz 15(3) (2003), 145–169.

Kamotski V. V. Spectral function approach to the double wedges diffraction problem.

In this work the problem of diffraction by two wedges with ideal boundary conditions (Dirichlet or Neumann) is considered. Uniqueness is obtained in a general setting. Spectral functions approach turns out to be

76 V. V. KAMOCKI` applicable under certain “narrowness” geometrical assumptions and leads to the existence of a solution.

Postupilo 10 maØ 2005 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail: vladimir@pdmi.ras.ru