Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 324, 2005 g.

N. V. Mokeeva

ISSLEDOVANIE VOPROSA O KORREKTNOSTI ZADAQ DIFRAKCII V SLUQAE UGLOVYH OBLASTE`

Vvedenie

Zadaqa o rasseØnii i prelomlenii voln prozraqnym klinom davno nahoditsØ v pole zreniØ fizikov (sobstvenno govorØ s 17 veka, so vremœn pervyh opytov o prelomlenii sveta prozraqnoæ prizmoæ), odnako, vopros o toqnoæ postanovke i korrektnosti podobnyh zadaq vstal tol~ko v poslednie desØtiletiØ. NaqinaØ s 90-yh godov 20-go veka voznik interes k matematiqeskomu issledovani¸ zadaqi o prozraqnom kline. V rabote [1] rassmatrivaetsØ priblißœnnoe rexenie (tak nazyvaemoe priblißenie fiziqeskoæ optiki) dlØ zadaqi o padenii ploskoæ volny na prozraqnyæ klin. Novyæ podhod k rexeni¸ zadaq rasseØniØ v uglovyh oblastØh – s pomow~¸ t.n. metoda spektral~noæ funkcii - razrabotali francuzskie matematiki Lebo i Kruazil~ [2]. Zameqatel~naØ osobennost~ fftogo metoda sostoit v tom, qto singulØrnosti spektral~noæ funkcii sootvetstvu¸t tem ili inym volnovym kolliziØm.V knige [2] rassmotren sluqaæ uprugogo klina, pogrußœnnogo v ßidkost~, i dokazano suwestvovanie rexeniØ zadaqi o padenii ploskoæ volny v vide potenciala prostogo sloØ.

Voprosam korrektnosti zadaqi o difrakcii ploskoæ volny na difflektriqeskom kline posvØwena rabota [3], gde metodami otliqnymi ot metodov, ispol~zovannyh v naxeæ rabote, dokazan rØd teorem suwestvovaniØ i edinstvennosti. Avtory raboty [3] nakladyva¸t na dannye zadaqi rØd sil~nyh ograniqeniæ.

V nastoØweæ rabote rassmatrivaetsØ skalØrnaØ zadaqa o padenii ploskoæ volny na uglovu¸ oblast~ “klin”. Skorosti rasprostraneniØ voln vnutri klina i vne ego raznye. Naxa cel~ dokazat~ korrektnost~ fftoæ zadaqi s pomow~¸ metoda spektral~- noæ funkcii. Kl¸qevoæ moment fftogo metoda sostoit v predstavlenii rexeniØ v vide pada¸weæ volny pl¸s “uhodØweæ”. UhodØwaØ volna imeet vid potenciala prostogo sloØ, plotnosti ko- 131

132 N. V. MOKEEVA

torogo prinadleßat special~nomu klassu. My dokaßem teoremu ob izomorfizme – central~nu¸ teoremu dlØ fftogo metoda.

Odna iz vozmoßnyh interpretaciæ zadaqi o padenii ploskoæ volny na klin – “fflektromagnitnaØ”. Rassmotrim zadaqu difrakcii ploskoæ volny na difflektriqeskom cilindre [4]. V sluqae E-polØrizacii komponenta E_z polnogo polØ E^{i,e} udovletvorØet uravneni¸ Gel~mgol~ca. Graniqnye usloviØ, v skalØrnom sluqae ime¸t vid { E^i_z(x, y)|_S = E^e_z (x, y)|_S 1 μ_i ∂E^i_z (x,y) ∂n |_S =^1_{μe}^{∂Eez (x,y)}_{∂n} |_S Takim obrazom, esli magnitnaØ pronicaemost~ μ_i ≈ μ_e, magnitnaØ sostavlØ¸waØ polnogo fflektromagnitnogo polØ E^{i,e} udovletvorØet usloviØm:

(Δ + k^2_{i,e})E^{i,e}_z = 0 E^i_z(x, y)|_S = E^e_z (x, y)|_S ∂E^i_z (x,y) ∂n |_S =^{∂Eez (x,y)}_{∂n} |_S, i zadaqa nahoßdeniØ E_z identiqna skalØrnoæ zadaqe, rassmatrivaemoæ v nastoØweæ rabote. V obwem sluqae dlØ fflektriqeskoæ i magnitnoæ sostavlØ¸wih polnogo fflektromagnitnogo polØ E^{i,e}, H^{i,e} poluqaem usloviØ

(Δ + k^2_{i,e})E^{i,e}_z = 0 E^i_z(x, y)|_S = E^e_z (x, y)|_S 1 μ_i ∂E^i_z (x,y) ∂n |_S =^1_{μe}^{∂Eez (x,y)}_{∂n} |_S (Δ + k^2_{i,e})H^{i,e}_z = 0 H^i_z(x, y)|_S = H^e_z (x, y)|_S 1 ε_i ∂H^i_z (x,y) ∂n |_S =^1_{εe}^{∂Hez (x,y)}_{∂n} |_S Zdes~ μ_{i,e}, ε_{i,e} difflektriqeskaØ i magnitnaØ pronicaemost~.

2. Postanovka zadaqi

Pust~ prozraqnyæ klin imeet ugol rastvora ϕ, gde ϕ ∈ (0, 2π). Oboznaqim klin qerez Ω = {(x, y) = (r cos Θ, r sin Θ), 0 < Θ < ϕ}.

ISSLEDOVANIE VOPROSA O KORREKTNOSTI ZADAQ 133

Pust~ Ω_{ext} – vnexnØØ oblast~ po otnoxeni¸ k Ω. Vvedœm dekartovy sistemy koordinat (x, y) i (x^′, y^′), svØzannye so storonami ugla (sm. ris. 1). Storony ugla oboznaqim qerez Γ_1, Γ_2.

∂Ω = Γ = Γ_1 ⋃ Γ_2

Pada¸waØ volna takaØ, qto vektor eœ skorosti, esli ego konqik sovpadaet s verxinoæ klina, nahoditsØ celikom v Ω_{ext}. Budem sqitat~, qto volnovoe pole v Ω udovletvorØet uravneni¸ Gel~- mgol~ca s volnovym qislom k_1:

(Δ + k^2_1)u = 0

a v Ω_{ext} uravneni¸ Gel~mgol~ca s volnovym qislom k_2:

(Δ + k^2)~u = 0 .

Ris. 1.

134 N. V. MOKEEVA

V kaqestve graniqnyh usloviæ rassmotrim usloviØ soprØßeniØ, t.e. usloviØ otsutstviØ skaqka rexeniØ i ego normal~noæ proizvodnoæ na granice. Budem iskat~ rexenie zadaqi, predpolagaØ, qto polnoe pole vnutri klina est~ summa pada¸weæ ploskoæ volny i rasseØnnogo polØ.

u = u_{inc} + v , ~u = h .

Pada¸waØ volna imeet vid

u_{inc} = e^{iν0(x cos Θin +y sin Θin )}

Togda (v, h) udovletvorØet sledu¸weæ sisteme uravneniæ

(Δ + k^2_1)v = 0 v Ω,

(Δ + k^2)h = 0 v Ω_{ext},

v − h = −u_{inc} na Γ_1,

v − h = −u_{inc} na Γ_2, ∂v ∂n −^{∂h}_{∂n} = −^{∂uinc}_{∂n} na Γ_1, ∂v ∂n −^{∂h}_{∂n} = −^{∂uinc}_{∂n} na Γ_2,

(1)

V okrestnosti verxiny klina rexenie dolßno udovletvorØt~ uslovi¸ Meæksnera. Otmetim, qto naxi rassußdeniØ moßno primenit~ i k sisteme so sledu¸wimi graniqnymi usloviØmi { α_1v − β_1h = −α_1u_{inc} na Γ,

α_2^{∂v}_{∂n} − β_2^{∂h}_{∂n} = −α_2^{∂uinc}_{∂n} na Γ

Takim obrazom, moßno rassmotret~ zadaqu o padenii volny na difflektriqeskiæ klin (sm. vvedenie). Opixem volnovu¸ kartinu, voznika¸wu¸ pri padenii ploskoæ volny: Pust~ ugol rastvora klina bol~xe π. PloskaØ volna padaet na odnu iz graneæ.

Posle padeniØ voznikaet otraßœnnaØ volna, kotoraØ uhodit na beskoneqnost~, i prelomlœnnaØ volna, kotoraØ otraßaetsØ i prelomlØetsØ na vtoroæ grani. OtraßœnnaØ volna vozvrawaetsØ k pervoæ grani i snova proishodit process otraßeniØ i prelomleniØ. Posle koneqnogo qisla otraßeniæ ffta volna toße uhodit na beskoneqnost~. Krome fftogo prisutstvu¸t t.n. golovnye volny i volny s krugovym frontom – rezul~tat rasseØniØ volnovogo polØ verxinoæ klina. Moßno pokazat~, qto qislo golovnyh voln koneqno. Takim obrazom qislo voznika¸wih voln budet oqen~ bol~xim.

ISSLEDOVANIE VOPROSA O KORREKTNOSTI ZADAQ 135

Ris. 2.

3. UhodØwie rexeniØ. Integral~noe predstavlenie SleduØ [1] budem iskat~ rexenie (v, h) v vide summy dvuh potencialov “prostogo sloØ” { v = v_1 + v_2, h = h_1 + h_2, sootvetstvu¸wih storonam ugla. Iskomye potencialy dolßny udovletvorØt~ sledu¸weæ sisteme { (Δ + k^2_1)v_j = −α_j ⊗ δ_j , j = 1, 2 (Δ + k^2)h_j = −β_j ⊗ δ_j , j = 1, 2 Zdes~ δ_j – mera na Γ_j , zadannaØ na finitnyh beskoneqno differenciruemy funkciØh ravenstvami < δ_1, ϕ >= ∞∫ 0 ϕ(x, 0)dx, < δ_2, ϕ >= ∞∫ 0 ϕ(x^′, 0)dx^′. (2) Neizvestnye plotnosti α_j, β_j prinadleßat klassu A.

Opredelenie 1. Raspredelenie g ∈ A esli g ∈ S^′(R), supp g ⊂

R^+ i preobrazovanie Fur~e ĝ(ξ) =^∫_R e^{−ixξ}g(x)dx udovletvorØet

136 N. V. MOKEEVA sledu¸wim trebovaniØm

∃C_0 > 0 t.q. sup_{−π<Θ<0} ∞∫ C_0 | ĝ(ρe^{iΘ}) |_2 dρ < ∞ ĝ golomorfna v okrestnosti toqek ν_1, ν_2

Preobrazovanie Fur~e funkciæ iz A obrazuet klass Â. Lemma 2.2 ([1]) pozvolØet dat~ korrektnoe opredelenie uhodØwego rexeniØ:

Opredelenie 2. UhodØwim rexeniem nazyvaetsØ rexenie, dopus-

ka¸wee predstavlenie v vide summy potencialov prostogo sloØ: { v = v_1 + v_2, h = h_1 + h_2, gde { v_j = − lim_{ε→0} v^ε_j = − lim_{ε→0}(Δ + k^2_1e^{−2iε})^{−1}α_j ⊗ δ_j , j = 1, 2 h_j = − lim_{ε→0} h^ε_j = − lim_{ε→0}(Δ + k^2e^{−2iε})^{−1}β_j ⊗ δ_j , j = 1, 2 (3)

Zdes~ shodimost~ ponimaetsØ v smysle obobwœnnyh funkciæ. α_j, β_j ffto plotnosti iz klassa A, sosredotoqennye na storonah klina Γ_j.

Oboznaqim novoe volnovoe qislo ν^2_1 ≡ k^2_1e^{−2iε}. Napixem integral~noe predstavlenie dlØ v^ε_1. PrimenØØ prØmoe preobrazovanie Fur~e po dvum peremennym k v^ε_1 poluqim

v̂^ε_1 = α̂_1(ξ) ν^2_1 − ξ^2 − η^2 , gde funkciØ (ν^2_1 − ξ^2 − η^2)^{−1} meromorfna po η ∈ C i imeet pol¸sa

±ζ^{ε,v}, kotorye ØvlØ¸tsØ kornØmi uravneniØ ξ^2 + ζ^{ε,v}(ξ)^2 = ν_1^2.

Teper~ primenim obratnoe preobrazovanie Fur~e vε1 = 1 4π2 1Z �1 Z_{α̂1eixξ+iyη} ν21 � ξ^2 � η^{2 dξdη = 1}2π 1Z �1^{α̂1(ξ)} 1 2π 1Z �1 eiyηdη ν21 � ξ^2 � η^{2 eixξ dξ.} i vospol~zuemsØ tem, qto integral ∫_∞ −∞ e^{iyη} dη ν^2_1 ξ^2−η^2 vyqislØetsØ Øv-

no. Takim obrazom poluqim integral~noe predstavlenie dlØ po-

ISSLEDOVANIE VOPROSA O KORREKTNOSTI ZADAQ 137

tenciala v^ε_1

v^ε_1(x, y) = i 4π ∫ Γ_0

α̂_1(ξ) e^{ixξ+i|y|ζε,v(ξ)} ζ^{ε,v}(ξ) dξ. (4) Integral beretsØ ot −∞ do ∞ s uqœtom obhoda pol¸sov.

Ris. 3.

Integral~noe predstavlenie dlØ potenciala v^ε_2 imeet vid

v^ε_2(x^′, y^′) = i 4π ∫ Γ_0

α̂_2(ξ) e^{ix0 ξ+i|y0 |ζε,v(ξ)} ζ^{ε,v}(ξ) dξ. (5) Analogiqno moßno poluqit~ integral~noe predstavlenie dlØ h^ε_1, h^ε_2. Oboznaqim volnovoe qislo ν^2_2 ≡ k^2e^{−2iε} i primenim k h^ε_1 i h^ε_2 prØmoe i obratnoe preobrazovanie Fur~e. Togda

h^ε_1(x, y) =^i_{4π} ∫ Γ_0 β̂_1(ξ)^{eixξ+ijyjζε,h(ξ)} ζ^{ε,h}(ξ) dξ, h^ε_2(x^′, y^′) =^i_{4π} ∫ Γ_0 β̂_2(ξ)^{eix0 ξ+ijy0 jζε,h(ξ)} ζ^{ε,h}(ξ) dξ, (6) gde ζ^{ε,h} = { − √ ν^2_2 − ξ^2, pri |ξ| < ν, i √ −ν^2_2 + ξ^2, pri |ξ| > ν,

138 N. V. MOKEEVA

4. Spektral~naØ funkciØ.

Sistema integral~nyh uravneniæ V predyduwem paragrafe my opisali klass uhodØwih rexeniæ. DlØ raspredeleniæ v^ε_j , h^ε_j byli poluqeny integral~- nye predstavleniØ (4)–(6). Oboznaqim Σ = (Σ_1, Σ_2), gdeΣ_j ≡ (α̂_j, β̂_j )^T , j = 1, 2 neizvestnye spektral~nye funkcii.

Opredelim graniqnyæ operator A^ε, ε ∈ [0, π)

A^ε(Σ_1, Σ_2) = v − h na Γ_1, ∂v ∂n −^{∂h}_{∂n} na Γ_1, v − h na Γ_2, ∂v ∂n −^{∂h}_{∂n} na Γ_2, (7) Lemma 1. Pust~ ξ ∈ C, Im ξ < 0. Togda preobrazovanie Fur~e gra-

niqnogo operatora A^ε(Σ_1, Σ_2) daœtsØ sledu¸weæ formuloæ F [ A^ε(Σ_1, Σ_2) ] = ∞∫ 0 e^{−ixξ}A^ε(Σ_1, Σ_2)dx = 1 2 [ DM^ε(Σ_1) + T M^ε(Σ_2) ] (ξ), gde integral~nye operatory

DM^ε(g)(ξ) = ∫ Γ_0 DM^ε(ξ, ζ)g(ζ)dζ, T M^ε(g)(ξ) = ∫ Γ_0 T M^ε(ξ, ζ)g(ζ)dζ,

opredelœnnye na funkciØh iz Â, ime¸t Ødra vida DM^ε(ξ, ζ) = 1 2πi 1 ξ − ζ dm(ζe^{iε}), gde matrica dm(ζe^{iε}) = (_i ζ^{ε,v}(ζ) − i ζ^{ε,h}(ζ) 1 −1 )

i T M^ε(ξ, ζ) = 1 2πi [ D^v(ξ, ζ) · tm_v + D^h(ξ, ζ) · tm_h ] , gde matricy tm_v (ζe^{iε}) = (_i ζ^{ε,v}(ζ) 0 cos(ϕ) − sin(ϕ)^ζ_{ζε,v (ζ)} 0 )

ISSLEDOVANIE VOPROSA O KORREKTNOSTI ZADAQ 139 tm_h(ζe^{iε}) = ( 0^i_{ζε,h(ζ)} 0 cos(ϕ) − sin(ϕ)^ζ_{ζε,h(ζ)} )

Zdes~

D_v = 1 (ξ − (ζ cos(ϕ) + ζ^{ε,v}(ζ)| sin(ϕ)|)) dζ, D_h = 1 (ξ − (ζ cos(ϕ) + ζ^{ε,h}(ζ)| sin(ϕ)|)) dζ Dokazatel~stvo 1. Napixem sistemu integral~nyh uravneniæ

dlØ spektral~noæ funkcii. DlØ fftogo podstavim integral~nye predstavleniØ uhodØwih rexeniæ v graniqnye usloviØ.

(v_1 + v_2)(x, 0^+) − (h_1 + h_2)(x, 0^−) = i 4π ∫ Γ_1

α̂_1(ξ) e^{ixξ} ζ^{ε,v}(ξ) dξ+ i 4π ∫ Γ_1

α̂_2(ξ) e^{ixξ cos(ϕ)+ixζε,v(ξ)| sin(ϕ)|} ζ^{ε,v}(ξ) dξ − i 4π ∫ Γ_1 β̂_1(ξ) e^{ixξ} ζ^{ε,h}(ξ) dξ− i 4π ∫ Γ_1 β̂_2(ξ) e^{ixξ cos(ϕ)+ixζ} ε,h(ξ)| sin(ϕ)| ζ^{ε,h}(ξ) dξ

Sdelaem preobrazovanie Fur~e po dvum peremennym. Togda

F [(v_1 + v_2)(x, 0^+) − (h_1 + h_2)(x, 0^−)] = 1 4π ∫ Γ_0

α̂_1(ζ) 1 ζ^{ε,v}(ζ)(ξ − ζ) dζ+ 1 4π ∫ Γ_0

α̂_2(ζ) 1 ζ^{ε,v}(ζ)(ξ − (ζ cos(ϕ) + ζ^{ε,v}(ζ)| sin(ϕ)|)) dζ− 1 4π ∫ Γ_0

β̂_1(ζ) 1 ζ^{ε,h}(ζ)(ξ − ζ) dζ− 1 4π ∫ Γ_0

β̂_2(ζ) 1 ζ^{ε,h}(ζ)(ξ − (ζ cos(ϕ) + ζ^{ε,h}(ζ)| sin(ϕ)|)) dζ

140 N. V. MOKEEVA

Sdelaem preobrazovanie Fur~e vtorogo graniqnogo usloviØ F [( ∂v_1 ∂n + ∂v_2 ∂n ) (x, 0^+) − ( ∂h_1 ∂n + ∂h_2 ∂n ) (x, 0^−) ] = 1 4πi ∫ Γ_0

α̂_1(ζ) dζ ξ − ζ − 1 4πi ∫ Γ_0

β̂_1(ζ) dζ ξ − ζ − sin(ϕ) 4πi ∫ Γ_0

α̂_2(ζ) ζ ζ^{ε,v}(ζ) dζ (ξ − (ζ cos(ϕ) + ζ^{ε,v}(ζ)| sin(ϕ)|)) +

cos(ϕ) 4πi ∫ Γ_0

α̂_2(ζ) dζ (ξ − (ζ cos(ϕ) + ζ^{ε,v}(ζ)| sin(ϕ)|)) + sin(ϕ) 4πi ∫ Γ_0

β̂_2(ζ) ζ ζ^{ε,h}(ζ) dζ (ξ − (ζ cos(ϕ) + ζ^{ε,h}(ζ)| sin(ϕ)|)) − cos(ϕ) 4πi ∫ Γ_0

β̂_2(ζ) dζ (ξ − (ζ cos(ϕ) + ζ^{ε,h}(ζ)| sin(ϕ)|))

Pri vyqislenii integralov my ispol~zovali ravenstva ∞∫ 0 e^{−ix(ξ−ζ)}dx = 1 i(ξ − ζ) , ∞∫ 0 e^{−ix(ξ−(ζ cos(ϕ)+ζε,j (ζ)| sin(ϕ)|))}dx

= 1 i(ξ − (ζ cos(ϕ) + ζ^{ε,j}(ζ)| sin(ϕ)|)) , j = v, h Sdelav zamenu peremennyh { x = x^′ cos ϕ + y^′ sin ϕ, y = x^′ sin ϕ − y^′ cos ϕ, moßno poluqit~ preobrazovanie Fur~e ot graniqnyh usloviæ na vtoroæ grani. Perehod ko vtoroæ grani osuwestvlØetsØ pri pomowi zameny α̂_1(β̂_1) na α̂_2(β̂_2). Zadadim sledu¸wie matricy: DM^ε(ξ, ζ) = (_{14π 1} ζ^{ε,v} (ζ)(ξ−ζ) − 1 4π 1 ζ^{ε,h}(ζ)(ξ−ζ) 1 4πi 1 (ξ−ζ) − 1 4πi 1 (ξ−ζ) )

ISSLEDOVANIE VOPROSA O KORREKTNOSTI ZADAQ 141 T M^ε(ξ, ζ) = (_1 4π 1 ζ^{ε,v}(ζ) D v −^1_{4π}^1_{ζε,h(ζ)} D^h −^1_{4πi} sin ϕ^ζ_{ζε,v (ζ)} D^v +^1_{4πi} cos ϕD^{v 1}_{4πi} sin ϕ^ζ_{ζε,h(ζ)} D^h −^1_{4πi} cos ϕD^h )

Togda operatory graniqnyh usloviæ moßno zapisat~ v vide sistemy: { DM^εΣ_1 + T M^εΣ_2, T M^εΣ_1 + DM^εΣ_2, gde Σ_1 = (α̂_1, β̂_1)^T , Σ_2 = (α̂_2, β̂_2)^T . Zdes~ D_v, D_h

D_v = 1 (ξ − (ζ cos(ϕ) + ζ^{ε,v}(ζ)| sin(ϕ)|)) dζ, D_h = 1 (ξ − (ζ cos(ϕ) + ζ^{ε,h}(ζ)| sin(ϕ)|)) dζ. Napixem pravu¸ qast~ graniqnyh usloviæ.

−u_{inc}|_{Γ1} , −^{∂uinc}_{∂n Γ1} , −u_{inc}|_{Γ2} , −^{∂uinc}_{∂n} |_{Γ2} ,

Pada¸waØ volna u_{inc} zadaœtsØ formuloæ

u_{inc} = 1 2 e^{iν0(x cos Θin+y sin Θin)},

gde 0 < Θ_{in} < ϕ. Posle preobrazovaniØ Fur~e poluqim sledu¸- wu¸ sistemu

−^1

2(ξ−ν_0 cos Θ_{in}) ,

−^i_2 ν_0 sin Θ_{in}^1

(ξ−ν_0 cos Θ_{in}) ,

−^1

2(ξ−ν_0 cos(ϕ+Θ_{in} )) ,

−^i_2 ν_0 sin(ϕ + Θ_{in})^1

(ξ−ν_0 cos(ϕ+Θ_{in} )) ,

Dalee budem ispol~zovat~ oboznaqeniØ

W_1 = ( −^1_2 −^i_2 ν_0 sin Θ_{in} ) , W_2 = ( −^1_2 −^i_2 ν_0 sin(ϕ + Θ_{in}) )

142 N. V. MOKEEVA

Moßno pokazat~, qto ishodnaØ sistema v − h = −u_{inc} na Γ_1, ∂v ∂n −^{∂h}_{∂n} = −^{∂uinc}_{∂n} na Γ_1,

v − h = −u_{inc} na Γ_2, ∂v ∂n −^{∂h}_{∂n} = −^{∂uinc}_{∂n} na Γ_2,

ffkvivalentna sledu¸weæ sisteme integral~nyh uravneniæ: { DM^0Σ_1 + T M^0Σ_2 =^{W1}_{ξ−ν0 sin Θin} ,

T M^0Σ_1 + DM^0Σ_2 =^{W2}_{ξ−ν0 sin(ϕ+Θin )}

Takim obrazom my moßem sformulirovat~ Lemmu 2.

Lemma 2. Pust~ ε ∈ (0, π). FunkciØ (v, h) est~ uhodØwee rexenie

sistemy (Δ + k^2_1e^{−2iε})v = 0 v Ω,

(Δ + k^2e^{−2iε})h = 0 v Ω_{ext},

v − h = −u_{inc} na Γ_1, ∂v ∂n −^{∂h}_{∂n} = −^{∂uinc}_{∂n} na Γ_1,

v − h = −u_{inc} na Γ_2, ∂v ∂n −^{∂h}_{∂n} = −^{∂uinc}_{∂n} na Γ_2,

togda i tol~ko togda kogda spektral~naØ funkciØ Σ = (Σ_1, Σ_2) dlØ vseh ξ, takih qto Im ξ < 0 udovletvorØet sisteme { DM^0Σ_1 + T M^0Σ_2 = ~W_1,

T M^0Σ_1 + DM^0Σ_2 = ~W_2,

gde ~W_1 =^{W1}_{ξ−ν0 sin Θin} , ~W_2 =^{W2}_{ξ−ν0 sin(ϕ+Θin )}

5. Teorema ob izomorfizme. Analitiqeskoe prodolßenie spektral~noæ funkcii

V fftom paragrafe budet sformulirovana Teorema ob izomorfizme – odna iz central~nyh teorem dlØ metoda, razrabotannogo Lebo i Kruazilem. V tom variante teoremy ob izomorfizme, kotoryæ trebuetsØ v naxih rassmotreniØh, osnovnye rassußdeniØ vo mnogom analogiqny rassußdeniØm v [2], [6] (hotØ i ne vo vsœm: naprimer, nam prihoditsØ vvodit~ prostranstvo H^{++}, otsutstvu¸wee v ukazannyh rabotah). Opredelim sledu¸wiæ klass funkciæ

ISSLEDOVANIE VOPROSA O KORREKTNOSTI ZADAQ 143

Opredelenie 3. H^+ – prostranstvo golomorfnyh v C− = {z :

Im z < 0} funkciæ h, t.q.

sup_{c>0} ∫ R |h(x − ic)|^2dx < ∞ Prostranstvo H^+ ffto klassiqeskiæ klass Hardi.

Opredelenie 4. H^{++} – prostranstvo golomorfnyh v C− = {z :

Imz < 0} funkciæ f, predstavimyh v sledu¸wem vide

f = g + const iζ − α , gde Re α > 0

i vypolnØetsØ ocenka ∫ R (1 + |ξ|^2)|g|^2dξ < ∞ Funkcii f ∈ H^{++} - ffto obrazy po Fur~e funkciæ iz H^1(R^+), prodolßennyh nulœm na otricatel~nu¸ qast~ osi h-ov.

Opredelenie 5. Opredelim (H^{++})^2, kak dva ffkzemplØra H^{++} s

odinakovymi α, vhodØwimi v opredelenie H^{++} (funkcii g(z) mogut kak sovpadat~, tak i otliqat~sØ).

Opredelim operator

L^ε = ( DM^ε T M^ε T M^ε DM^ε ) (8) Teorema 1 ( Ob izomorfizme ). DlØ l¸bogo ε ∈ (0, π) operator

L^ε est~ izomorfizm prostranstva (H^+)^2 ⨁ (H^{++})^2 na sebØ.

DlØ eœ dokazatel~stva potrebuetsØ Lemma 3, dokazannaØ v rabote [7], i Lemma 4.

Lemma 3. Zadaqa Neæmana_{

(Δ + k^2_j e^{−2iε})v = w v Ω, ∂v ∂n = l na Γ

pri w ∈ L^2, l ∈ L^2 i zadaqa Dirihle { (Δ + k^2_j e^{−2iε})~v = g v Ω, ~v = m na Γ

144 N. V. MOKEEVA pri g ∈ L^2, m ∈ H^1 i j = 1, 2 ime¸t edinstvennye rexeniØ v, ~v ∈ H^1(Ω) ∩ E, gde E – klass raspredeleniæ f, zadannyh v Ω i udovletvorØ¸wih v polØrnyh koordinatah usloviØm

f ∈ C([0, φ], H^1(R^+)), 1 r ∂f ∂ϕ ∈ C([0, ϕ], L^2(R^+)).

Lemma 4. Pust~ w ∈ L^2, g ∈ L^2, l ∈ L^2, m ∈ H^1. Togda sistema

(Δ + k^2_1e^{−2iε})v = w v Ω, (Δ + k^2e^{−2iε})h = g v Ω_{ext}, v − h = m na Γ, ∂v ∂n −^{∂h}_{∂n} = l na Γ, imeet edinstvennoe rexenie (v, h) v prostranstve v ∈ (H^1(Ω) ∩ E), h ∈ (H^1(Ω_{ext}) ∩ E).

Lemma 4 vpolne analogiqna Lemme 4.3 (sm. [2]) i dokazyvaetsØ s pomow~¸ teoremy Laksa–Mil~grama.

Dokazatel~stvo 1 (Teoremy ob izomorfizme). Proverim in¨-

ektivnost~ operatora L^ε. Pust~ X_1(ξ) = (α̂_1(ξ), β̂_1(ξ))^t, X_2(ξ) = (α̂_2(ξ), β̂_2(ξ))^t est~ rexenie sistemy L^ε ( X_1 X_2 ) = 0 (9)

Opredelim α = α_1δ_1 + α_2δ_2 β = β_1δ_1 + β_2δ_2,

gde α_j, β_j – obratnye preobrazovaniØ Fur~e ot α̂_j, β̂_j , a δ_j – raspredeleniØ, zadannye formuloæ (2). Rassmotrim raspredeleniØ ~v ∈ S^′(R^2), ~h ∈ S^′(R^2), kotorye udovletvorØ¸t uravneniØm { (Δ + k^2_j e^{−2iε})~v = α v R^2, (Δ + k^2_j e^{−2iε})~h = β v R^2.

(10)

ISSLEDOVANIE VOPROSA O KORREKTNOSTI ZADAQ 145

Soglasno Lemme 2 iz ravenstva (9) sleduet, qto v = ~v|_Ω, h = ~h|_{Ωext} – est~ rexenie odnorodnoæ zadaqi(t.e. w = 0, g = 0).

(Δ + k^2_1e^{−2iε})v = 0 v Ω,

(Δ + k^2e^{−2iε})h = 0 v Ω_{ext},

v − h = 0 na Γ_1, ∂v ∂n −^{∂h}_{∂n} = 0 na Γ_1,

v − h = 0 na Γ_2, ∂v ∂n −^{∂h}_{∂n} = 0 na Γ_2,

Plotnosti α_j, β_j ∈ L^2(R^1). Vyrazim obrazy po Fur~e ot ~v, ~h qerez obrazy po Fur~e α, β, pol~zuØs~ ravenstvom (10). Prostye ocenki fftih vyraßeniæ dadut ocenku norm v, h. �ti ocenki pokazyva¸t, qto v, h ∈ H^32^{−ε}(R^2). Poskol~ku rezul~taty o regulØrnosti, poluqennye Lebo ([7], Sec. 2.3, Prop. 3) perenosØtsØ na sluqaæ prozraqnogo klina, to vypolnØetsØ sledu¸wee: ~v|_Ω, ~h|_{Ωext} ∈ E. Takim obrazom, primenenie Lemmy 2 opravdano. Sledovatel~- no, ~v|_Ω = 0, ~h|_{Ωext} = 0. V silu nepreryvnosti ~v, ~h i edinstvennosti zadaqi Dirihle nahodim, qto ~v|_{Ωext} = 0, ~h|_Ω = 0. Znaqit X_1 = X_2 = 0.

Proverim s¸r¨ektivnost~ operatora L^ε. Pust~ Y = (Y_1, Y_2) ∈ (H^+)^2 ⨁ (H^{++})^2. Poloßim

Y_j = ( â_j (ξ) b̂_j(ξ) )

gde a_j ∈ H^1, b_j ∈ L^2, j = 1, 2. Postroim potencial prostogo sloØ, udovletvorØ¸wiæ odnorodnoæ sisteme iz Lemmy 4. Rassmotrim zadaqu o soprØßenii

(Δ + k^2_1e^{−2iε})v = w v Ω,

(Δ + k^2e^{−2iε})h = g v Ω_{ext}, v − h = k na Γ, ∂v ∂n −^{∂h}_{∂n} = l na Γ, (11)

Zadaqa (11) imeet edinstvennoe rexenie (v, h) v prostranstve v ∈ (H^1(Ω) ∩ E), h ∈ (H^1(Ω_{ext}) ∩ E) po Lemme 4. Opredelim k|_{Γj} = a_j , l|_{Γj} = b_j. Pokaßem, qto funkciØ h predstavima v vide potenciala prostogo sloØ. DlØ funkcii v postroeniØ budut analogiqnymi. Prodolßim h “vnutr~” klina (t.e. v Ω) tak, qtoby

146 N. V. MOKEEVA

na granice byla nepreryvnost~ i rexim zadaqu Dirihle dlØ ~h { (Δ + k^2e^{−2iε})~h = 0 v Ω ~h = h na Γ, Pust~ skaqok normal~nyh proizvodnyh raven ∂~h ∂n − ∂h ∂n = Φ na Γ. (12)

V kaqestve plotnosti potenciala prostogo sloØ voz~mem skaqok normal~nyh proizvodnyh (formula (12)). Poskol~ku h rexaet tu ße zadaqu o soprØßenii, qto ~h, znaqit oni ravny. Takim obrazom, funkciØ h predstavima v vide potenciala prostogo sloØ:

(Δ + k^2e^{−2iε})^{−1}(Φδ_Γ) = h.

Zdes~ δ_Γ – mera na Γ, zadannaØ ravenstvami iz formuly (2).

Teorema 2 (Ob analitiqeskom prodolßenii). Pust~ pravaØ

qast~ uravneniØ L^0X = W, W ∈ Â^4 obladaet analitiqeskim prodolßeniem v oblast~ C^δ_− = { z : arg(z) ∈ (−π, δ) } dlØ l¸bogo skol~ ugodno malogo δ > 0 i dlØ l¸bogo ε ∈ (0, δ) W^ε ∈ (H^+)^2 ⨁ (H^{++} )^2, gde W^ε(z) = W (e^{iε}z). Togda suwestvuet X ∈ Â^4.

Dokazatel~stvo 2. DlØ dokazatel~stva ispol~zuem rassußde-

niØ, privedœnnye v [6]. Opredelim X^ε kak rexenie uravneniØ L^εX^ε = W^ε. Po teoreme ob izomorfizme rexenie suwestvuet i X^ε ∈ (H^+)^2 ⨁ (H^{++})^2. Sdelaem zamenu peremennyh z = e^{iε}z v integral~nyh operatorah

DM^ε(g)(z) = ∫ Γ_0 DM^ε(z, ζ)g(ζ)dζ, T M^ε(g)(z) = ∫ Γ_0 T M^ε(z, ζ)g(ζ)dζ,

Rexenie X(z) suwestvuet i X ∈ Â^4 po teoreme ob izomorfizme.

Rassmotrim uravnenie L^εΣ = W^ε. Sledu¸wiæ xag zakl¸qaetsØ v vydelenii iz spektral~noæ funkcii singulØrnoæ qasti, kotoraØ sootvetstvuet otraßennym ploskim volnam. Ostatok budet udovletvorØt~ uravneni¸ k kotoromu moßno budet primenØt~ teoremu ob izomorfizme.

ISSLEDOVANIE VOPROSA O KORREKTNOSTI ZADAQ 147

Literatura

1. Se-Yun Kim, Jung-Woong Ra, and Sang-Yung Shin, Diffraction by an Arbitrary- Angled Dielectric Wedge: Part I - Physical Optics Approximation. IEEE Transactions on Antennas and Propagation 39, No. 9 (1999), 1272–1292.

2. J.-P. Croisille and G.Lebeau, Diffraction by an immersed elastic wedge, volume 1723 of Lecture notes in mathematics. Springer (1999).

3. Ch. Bergljung, S. Berntsen, Diffraction by a dielectric wedge at skew incidence. —

Q. J. Mech. Appl. Math. 54, No. 4 (2001), 549–583.

4. T. N. Galixnikova, A. S. Il~inskiæ, Qislennye metody v zadaqah difrakcii. Izd-vo Moskovsk. un.-ta (1987).

5. V. M. Babiq, M. A. LØlinov, V. �. Grikurov, Metod Zommerfel~da- Mal¸ßinca v teorii difrakcii. S.-Peterburg (2003).

6. V. Kamotski and G. Lebeau, Diffraction by an elastic wedge with stress-free boundary: existence and uniqueness. Proc. R. Soc. Lond. A (2005), (to appear).

7. Gilles Lebeau, Propogation des ondes dans les diedres. Memoires Soc. Math. Fr.

Nouv. Ser., 60 (1995).

Mokeeva N. V. About correctnes of the diffraction problems in case of angle domains.

The subject of the paper is the proof of correctnes of the problem of diffraction a plane wave by a wedge.(The problem is scalar, the wave numbers inside the wedge and outside it are different). The method of the proof is analogous of one in the book [2]. The most essential difference in the consideration of this paper and the book [2] connected with the “isomorfism theorem”.

Postupilo 20 maØ 2005 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet E-mail: p�tasha@mail.ru