Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 325, 2005 g.

A. A. Bagaev PERENORMIROVKA KVANTOVYH URAVNENI` DVIȷENI˚ DL˚ POLE` ˚NGA–MILLSA V FORMALIZME FONOVOGO POL˚

1. �ffektivnoe deæstvie

V kvantovoæ teorii polØ (sm., naprimer, [1]) izvestno, qto v odnopetlevom priblißenii ffffektivnoe deæstvie imeet vid

S^{eff} = 1 g^2

S_{cl} + ln ( det K_G ) − 1 2 ln ( det K_F ) , (1.1)

gde operatory

K^{ab}_G = ( ∇^2 )_{ab} , K^{ab}_{Fμν} = ( ∇^2 )_{ab} δ_{μν} + 2f^{akb}F^k_{μν} sootvetstvenno opredelØ¸t kvadratiqnye formy v deæstvii po polØm d&uhov Faddeeva–Popova (sm. [2]) i kalibrovoqnogo polØ Q – sm. predstavlenie (3.7); vse ob¨ekty zavisØt ot klassiqeskogo fonovogo polØ B,

F_{μν} = ∂_μB_ν − ∂_ν B_μ + [B_μ, B_ν]

ffto Øng–millsovskiæ tenzor fonovogo polØ (a i b – ffto indeksy prisoedinennogo predstavleniØ algebry su(N ), a μ i ν – lorencevy indeksy).

Vyqislim determinanty s pomow~¸ metoda sobstvennogo vremeni Foka. Opisanie fftogo metoda moßno naæti v original~noæ stat~e [3] i v posledu¸wih rabotah [4, 5]. V ramkah ukazannogo podhoda imeet mesto predstavlenie

ln det K_{GF} = − +∞∫ 0 ds s tr ∫ R4^{θGF (x, x, s)d4x, (1.2)}

Rabota qastiqno podderßana grantami RFFI 05-01-00899, 05-01-00922 i CRDF RMU1-2622-ST-04. 5

6 A. A. BAGAEV gde θ_G i θ_F – teplovye funkcii operatorov K, kotorye ØvlØ¸tsØ rexeniØmi zadaq Koxi dlØ paraboliqeskih uravneniæ

K_{GF} θ_{GF} (x, y, s) = ∂θG F (x,y,s) ∂s θ_{GF} (x, y, s) | s=0 = δ(x − y)I_{GF} .

(1.3)

Rexenie (1.3), kak pokazano v [5], moßno iskat~ v vide rØdov

θ_{GF} (x, y, s) = 1 (4π)^2s^2 e^− (x − y)^2 4s · ∞∑ n=0 a_n(x, y)s^n, (1.4)

ograniqivaØs~ lix~ qlenami, da¸wimi UF-rashodØwiesØ vklady pri podstanovke v (1.2), t.e. qlenami s n ≤ 2.

Podstanovka (1.4) v (1.3) privodit k dvum seriØm rekurrentnyh uravneniæ dlØ a_n(x, y), kotorye nazyva¸tsØ kofffficientami Sili–de Vitta; kofffficient a_0, obwiæ dlØ obeih seriæ, udovletvorØet uravneni¸ parallel~nogo perenosa { (x − y)_ρ ∇_ρa^{ab}_0 (x, y) = 0 a^{ab}_0 (x, x) = δ^{ab}. (1.5)

Rekurrentnye uravneniØ da¸t dlØ funkcii θ_G na diagonali

a^{aa}_1 (x, x) = ∇^2a^{aa}_0 (x, y) | y=x, (1.6a)

a^{ab}_2 (x, x) = 1 6 ∇^4a^{aa}_0 (x, y) | y=x, (1.6b)

a dlØ funkcii θ_F –

a^{aa}_{1μμ}(x, x) = 4 ∇^2a^{aa}_0 (x, y) | y=x, (1.7a)

a^{aa}_{2μμ}(x, x) = 2 3 ∇^4a^{aa}_0 (x, y) | y=x + 2C(N )F^2(x). (1.7b)

Zdes~ C(N ) – sobstvennoe znaqenie operatora Kazimira algebry

su(N ) v prisoedinennom predstavlenii.

Kofffficienty (1.6a) i (1.7a) v silu (1.5) obrawa¸tsØ v nol~; podstavlØØ (1.6b) i (1.7b) v vide (1.4) v formulu (1.2), poluqaem

PERENORMIROVKA KVANTOVYH URAVNENI` DVIȷENI˚ 7 dlØ (1.1) vyraßenie

S^{eff} = = 1 g^2

S_{cl}+ 1 (4π)^2 ∫ R4 ( 1 6 ∇^4a^{aa}_0 (x, y) | y=x + C(N )F^2(x) ) d^4x +∞∫ 0 ds s +.... VyqislØØ s pomow~¸ (1.5) i svoæstva ∇_μ∇_ν − ∇_ν ∇_μ = F_{μν} (1.8) proizvodnu¸ ∇^4a^{aa}_0 (x, y) | y=x, poluqaem, qto

∇^4a^{aa}_0 (x, y) | y=x = − 1 2 C(N )F^2(x).

ProizvodØ regulØrizaci¸^{+∞} ∫ 0 ds s = 2 ln^Λ_M , gde Λ → +∞ – impul~s obrezaniØ, a M – masxtabnyæ parametr teorii s razmernost~¸ impul~sa, poluqaem

S^{eff} = 1 g^2

S_{cl} + 1 (4π)^2 · 11 6 C(N ) ∫ R4^{F 2(x)d4x · ln ΛM .}

Nakonec, vspominaØ, qto v teorii ˚nga–Millsa

S_{cl} = − 1 4 ∫ R4^{F 2(x)d4x,} okonqatel~noe vyraßenie zapixem v vide

S^{eff} = 1 g^2 ( 1 − 22 3 g^2 L ) S_{cl}, (1.9)

gde vvedeno oboznaqenie L =^{C(N)}_{(4π)2} ln^Λ_M .

2. Kvantovye uravneniØ dvißeniØ Opredelim polnu¸ odnoqastiqnu¸ verxinnu¸ funkci¸ J^a_μ(x) (“golovastik”) kak summu vkladov sootvetstvu¸wih odnoqastiqno neprivodimyh diagramm:

8 A. A. BAGAEV pervoe slagaemoe ravno 1/g ·∇_νF^a_{νμ}(x), ono ne obrawaetsØ v nol~, poskol~ku teper~ fonovoe pole B ne predpolagaetsØ klassiqeskim; vtoroe i tret~e slagaemye soderßat troænye vektornu¸ i vektor-d&uhovu¸ verxiny, kotorye sootvetstvu¸t vyraßeni¸ −gf^{abc} ∫ R4 [( ∇_μQ^a_ν (x) ) Q^b_μ(x)Q^c_ν(x) + ( ∇_μc^a(x) ) Q^b_μ(x)c^c(x) ] d^4x (2.1)

v deæstvii Faddeeva–Popova.

Kvantovye uravneniØ dvißeniØ predstavlØ¸t soboæ usloviØ ravenstva nul¸ vvedennoæ verxinnoæ funkcii

J^a_μ(x) = 0. (2.2)

Dannyæ podhod v kvantovoæ teorii polØ byl sravnitel~no nedavno predloßen L. D. Faddeevym. V nastoØwee vremØ gotovitsØ k peqati ego rabota, posvØwennaØ kvantovym uravneniØm dvißeniØ v teorii ˚nga–Millsa.

Neobhodimo vyqislit~ odnopetlevye popravki. Snaqala vypixem vyraßenie dlØ J^a_μ(x), kotoroe poluqaetsØ iz (2.1) soglasno teoreme Vika:

J^a_μ(x) = 1 g ∇_νF^a_{νμ}(x) + gf^{abc} [ ∇_νH^{bc}_{νμ}(x, x)+ + ∇_μH^{bc}_{νν}(x, y) | y=x − ∇_ν H^{bc}_{μν}(x, y) | y=x + ∇_μG^{bc}(x, y) | y=x ] (2.3)

(zdes~ H i G – kalibrovoqnaØ i d&uhovaØ funkcii Grina sootvetstvenno).

Sosqitaem beskoneqnu¸ qast~ (2.3), dlØ qego ispol~zuem razloßenie funkcii Grina v okrestnosti diagonali H^{bc}_{μν} (x, y) = p_0(x, y)a^{bc}_0 (x, y)δ_{μν} + p_1(x, y)a^{bc}_{1μν} (x, y) + . . . , G^{bc}(x, y) = p_0(x, y)a^{bc}_0 (x, y) + p_1(x, y)a^{bc}_1 (x, y) + . . . . Funkcii p_0, p_1 neposredstvenno opredelØ¸tsØ iz predstavleniØ dlØ funkciæ Grina v metode sobstvennogo vremeni G H (x, y) = +∞∫ 0 θ_{GF} (x, y, s)ds

PERENORMIROVKA KVANTOVYH URAVNENI` DVIȷENI˚ 9 i struktury kofffficientov anzaca (1.4); poluqaetsØ

p_0(x, y) = 1 4π^2 · 1 (x − y)^2 , p_1(x, y) = − 1 (4π)^2

· ln

(x − y)^2 M^2 . VvodØ regulØrizaci¸ x − y | y=x ∼ 1/Λ i vybrasyvaØ iz rassmotreniØ konstanty, opredelØem

J^a_μ(x) = = 1 g ∇_νF^a_{νμ} + 2gf^{abc} (4π)^2 [ 3f^{bkc}∇_νF^k_{μν} (x) + 2∇_μ∇^2a^{bc}_0 (x, y) | y=x ] ln Λ M . Iz (1.5) i (1.8) poluqaem, qto

∇_μ∇^2a^{bc}_0 (x, y) | y=x = − 1 3 f^{bkc}∇_νF^k_{μν}(x) i, sledovatel~no,

J^a_μ(x) = 1 g ( 1 − 14 3 g^2 L ) ∇_νF^a_{νμ}(x). (2.4)

3. Sravnenie perenormirovok kvantovyh uravneniæ dvißeniØ i ffffektivnogo deæstviØ Formuly (1.9) i (2.4) pokazyva¸t, qto perenormirovki beskoneqnyh qasteæ ffffektivnogo deæstviØ i kvantovyh uravneniæ dvißeniØ ne sovpada¸t. Odnako, struktura (2.2) kvantovyh uravneniæ dvißeniØ dopuskaet proizvol v umnoßenii funkcii

J^a_μ(x) na proizvol~nu¸ perenormirovoqnu¸ konstantu. VyØsnim,

kakoæ dolßna byt~ konstanta Z, obespeqiva¸waØ sovpadenie perenormirovok v odnopetlevom priblißenii: Z · J^a_μ(x) = Z · 1 g ( 1 − 14 3 g^2 L ) ∇_νF^a_{νμ}(x) =

= 1 g ( 1 − 22 3 g^2 L ) ∇_νF^a_{νμ}(x) ( = 0 ) . Oqevidno, qto esli ograniqivat~sØ rassmotreniem lix~ odnopetlevogo priblißeniØ, to dopolnitel~naØ perenormirovoqnaØ

10 A. A. BAGAEV konstanta dolßna imet~ vid^1

Z = 1 − 8 3 g^2 L. (3.1)

Posmotrim, ne voznikaet li estestvennym putem ffta konstanta pri bolee detal~nom analize perenormirovok teorii ˚nga– Millsa. Pri fftom my primem, qto meßdu ffffektivnym deæstviem i kvantovymi uravneniØmi dvißeniØ suwestvuet variacionnaØ svØz~.

V standartnoæ teorii perenormirovok (sm. [6]) kalibrovoqnoe pole i konstanta svØzi preobrazu¸tsØ sledu¸wim obrazom: A → z_1z^{−1}_2 A; (3.2a)

g → z_1z^{−3/2}_2 g, (3.2b) gde z_1 = 1 + 4 3 g^2 L; (3.3a)

z_2 = 1 + 10 3 g^2 L, (3.3b)

priqem z_2 otveqaet za perenormirovku deæstviØ kak celogo. TakaØ perenormirovka ØvlØetsØ korrektnoæ, esli sqitat~, qto pole A v deæstvii zameneno na ~A = z_1z^{−1}_2 (3.4)

( ~A takße perenormiruetsØ po zakonu (3.2a)).

Kvantovye uravneniØ dvißeniØ poluqa¸tsØ iz deæstviØ primeneniem operatora g · δ δA . (3.5)

1Na samom dele sleduet imet~ v vidu, qto podobnoe umnoßenie izmenØet beskoneqnye qasti v starxih porØdkah razloßeniØ po petlØm, pofftomu dlØ korrektnogo uqeta fftih izmeneniæ konstantu neobhodimo doopredelit~:

Z = 1 + b1g2 + b2g4 + . . . .

PERENORMIROVKA KVANTOVYH URAVNENI` DVIȷENI˚ 11 VyØsnim, kak perenormiruetsØ operator^δ_{δA} ; uqityvaØ (3.4) i (3.2a), imeem δ δA = z_1z^{−1}_2 δ δ ~A = z^2_1z^{−2}_2 δ δ ~A^′ (3.6)

(xtrihom oboznaqena pravaØ qast~ (3.2)).

Dalee, perehod k formalizmu fonovogo polØ osuwestvlØetsØ putem predstavleniØ ~A = B + gQ. (3.7) Iz (3.7) i (3.2a) sleduet, qto “kvantovoe” pole Q perenormiruetsØ po zakonu Q → z^{1/2}_2 Q, (3.8)

sledovatel~no, neobhodimo vnesti v (3.6) dopolnitel~nyæ faktor z^{1/2}_2 : δ δA → z^2_1z^{−3/2}_2 δ δ ~A^′ . PoluqaetsØ, qto vyraßenie dlØ polnoæ odnoqastiqnoæ verxiny (2.4) v odnopetlevom priblißenii snabßaetsØ faktorom z^2_1 z^{−3/2}_2 . Posle fftogo proizvedem ewe odno preobrazovanie – domnoßim poluqivxeesØ na mnoßitel~, otveqa¸wiæ za perenormirovku “volnovyh funkciæ” ~A – (3.2a) i Q – (3.8), t.e. na z_1z^{−1/2}_2 ; poluqaetsØ

J^a_μ(x) → z31 z^−22 J^a_μ(x)

(faktor g v (3.5) sokrawaet odnu stepen~ g v (1.9), tak i poluqaetsØ (2.4)). VspominaØ strukturu (3.3) i (3.1), nahodim, qto

z^3_1 z^{−2}_2 = Z,

sledovatel~no, J^{′a}_μ(x) = 1 g ( 1 − 22 3 g^2 L ) ∇_ν F^a_{νμ}(x). Perenormirovka konstanty svØzi v poluqennoæ formule sovpadaet s (1.9).

V zakl¸qenie avtor vyraßaet blagodarnost~ akademiku RAN L. D. Faddeevu za osuwestvlenie nauqnogo rukovodstva i za ide¸ napisaniØ dannoæ stat~i.

12 A. A. BAGAEV

Literatura

1. P. Ramon, TeoriØ polØ. Sovremennyæ vvodnyæ kurs. Mir, M., 1984. 2. L. D. Faddeev, V. N. Popov. — Phys. Lett. B 25 (1967), 30. 3. V. A. Fock. — Sow. Phys. 12 (1937), 404 (per. na russk. [7, s. 141]). 4. J. Schwinger. — Phys. Rev. 82 (1951), 664.

5. B. S. De Witt. — In: Relativity, Groups, and Topology, B. S. De Witt and C. De

Witt (eds.), Gordon and Breach, New York (1965), p. 19.

6. A. A. Slavnov, L. D. Faddeev, Vvedenie v kvantovu¸ teori¸ kalibrovoqnyh poleæ. Nauka, M., 1978.

7. V. A. Fok, Raboty po kvantovoæ teorii polØ. Izd. LGU, L., 1957.

Bagaev A. A. Renormalization of the quantum equation of motion for Yang–Mills fields in background formalism.

The aim of this work is to compare renormalizations of the infinite parts of the Effective Action and Quantum Equation of Motion in gauge fields theory with SU (N ) as a structural group in the One-Loop Approach and to make sure that they do not coincide. To this end, we use the Background Formalism, in which a gauge field is decomposed into the sum of a classical (background) and a quantum field: A = B + gQ. The appearance of an additional factor, which provides the recovery of the equality of renormalizations of Equations and Action, is explained with the help of comparison with results of the standard renormalization theory of Yang–Mills fields.

Postupilo 27 i¸nØ 2005 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet