Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 325, 2005 g.

A. M. Verxik, N. V. Cileviq

O PREOBRAZOVANII FUR^E NA BESKONEQNO` SIMMETRIQESKO` GRUPPE

1. Vvedenie

Dvoæstvennost~ meßdu prostranstvami funkciæ na gruppe i prostranstvami teh ili inyh ob¨ektov na mnoßestve ee neprivodimyh predstavleniæ vsegda ØvlØlas~ predmetom osobogo vnimaniØ specialistov po teorii predstavleniæ i analizu, i eæ posvØweny sotni rabot. V sluqae kommutativnyh grupp imeetsØ detal~no razrabotannaØ kanoniqeskaØ teoriØ, kotoraØ neposredstvenno obobwaet teori¸ klassiqeskih rØdov i integralov Fur~e, – ona ispol~zuet teori¸ harakterov kommutativnyh lokal~no kompaktnyh grupp.

DlØ nekommutativnyh grupp, gde neprivodimye predstavleniØ uße neobØzatel~no odnomerny, besspornogo i obweprinØtogo kandidata na rol~ teorii Fur~e net, i imeetsØ mnogo razliqnyh variantov obobweniæ. Nekotorye analogiqnye kommutativnomu sluqa¸ fakty i ponØtiØ, takie, kak mera i formula PlanxerelØ, teorema Bohnera, central~nye funkcii i dr., davno izuqeny i xiroko ispol~zu¸tsØ, no oni daleko ne isqerpyva¸t voprosa. Toqka zreniØ, soglasno kotoroæ operatornoznaqnye funkcii na mnoßestve neprivodimyh predstavleniæ (ili seqeniØ nekotoryh tavtologiqeskih rassloeniæ nad fftim mnoßestvom) i est~ preobrazovaniØ Fur~e funkciæ na gruppe, slixkom bukval~no obobwaet kommutativnu¸ situaci¸ i ne privodit sama po sebe k kakim-libo soderßatel~nym rezul~tatam v konkretnyh sluqa- Øh. V nastoØweæ rabote izloßen pervyæ nabrosok obobweniØ teorii Fur~e dlØ koneqnyh i beskoneqnyh simmetriqeskih grupp. V osnove naxego obobweniØ leßit tot fakt, qto v gruppe imeetsØ induktivnoe (vozrasta¸wee) semeæstvo podgrupp i imen-

Rabota vypolnena pri podderßke grantov NX-2251.2003.1 Prezidenta RF dlØ podderßki veduwih nauqnyh xkol, CRDF RUM1-2622-ST-04, RFFI 05-01-00899 i INTAS 03-51-5018. 61

62 A. M. VERXIK, N. V. CILEVIQ no pofftomu voznika¸t dopolnitel~nye struktury – algebra Gel~fanda–Cetlina, tablicy i diagrammy ınga i t.d. Nesomnenno, analogiqnu¸ teori¸ moßno razvit~ dlØ drugih induktivnyh semeæstv grupp, no zdes~ my ograniqivaemsØ lix~ simmetriqeskimi gruppami.

My ne privodim zdes~ vseh horoxo izvestnyh opredeleniæ, ih moßno naæti v uqebnikah i stat~Øh, ukazannyh v spiske literatury. Odnako, podrobno izlaga¸tsØ otnositel~no novye ponØtiØ, razrabotannye v poslednie gody. Poskol~ku ffta rabota budet prodolßena v posledu¸wih stat~Øh o preobrazvanii Fur~e na simmetriqeskih gruppah i drugih klassiqeskih seriØh grupp, my ne privodim zdes~ vse ssylki i opisanie vseh svØzeæ, ograniqivaØs~ lix~ pervymi neobhodimymi opredeleniØmi. Ukaßem lix~, qto fftot cikl estestvenno prodolßaet i ispol~zuet rØd rabot pervogo avtora i S. V. Kerova (sm., naprimer, [13]), naqatyh okolo 30 let nazad i posvØwennyh asimptotiqeskoæ teorii predstavleniæ i induktivnomu podhodu k fftoæ teorii, a takße posledu¸wie raboty G. I. Ol~xanskogo i drugih, primyka¸- wie k toæ ße teme (sm., naprimer, [8, 7]).

V kaqestve dvoæstvennogo prostranstva k simmetriqeskoæ gruppe predlagaetsØ prostranstvo (gruppoid) bitablic ınga, t.e. prostranstvo par tablic s odinakovoæ diagrammoæ. Faktiqeski ffto est~ prostranstvo matriqnyh fflementov v nekotorom special~nom bazise – bazise Gel~fanda–Cetlina – vseh neprivodimyh predstavleniæ. Pofftomu preobrazovanie Fur~e funkcii na gruppe po opredeleni¸ est~ funkciØ na bitablicah, i vmesto matriqnoznaqnyh funkciæ na neprivodimyh predstavleniØh my rassmatrivaem sami matriqnye fflementy v vybrannom bazise kak skalØrnye funkcii. Gruppoid bitablic snabßen tak nazyvaemoæ polnoæ meroæ PlanxerelØ, i formula PlanxerelØ zadaet izometri¸ dvuh gil~bertovyh prostranstv L^2 – na gruppe s meroæ Haara i na gruppoide bitablic s polnoæ meroæ PlanxerelØ.

Zameqatel~nym obrazom, ffti formulirovki rasprostranØ¸tsØ na beskoneqnu¸ simmetriqesku¸ gruppu. Zametim, qto prostranstvo klassov neprivodimyh predstavleniæ fftoæ gruppy neobozrimo, i pofftomu obyqnu¸ (operatornoznaqnu¸) versi¸ dvoæstvennosti nevozmoßno daße sformulirovat~. Predlagaemye ße formulirovki pozvolØ¸t stavit~ vopros o preobrazo-

O PREOBRAZOVANII FUR^E 63 vanii Fur~e klassov teh ili inyh funkciæ na gruppe i dr. Rexa¸wu¸ rol~ igraet maksimal~naØ kommutativnaØ algebra Gel~fanda–Cetlina, diagonalizuemaØ vo vseh predstavleniØh.

V bolee obwem kontekste induktivnyh predelov grupp i algebr, ravno kak i v sluqae simmetriqeskih grupp, my obrawaem vnimanie na proektivnye predely grupp i algebr otnositel~no teh ili inyh uslovnyh oßidaniæ (neobØzatel~no poloßitel~- nyh). Vpervye dlØ simmetriqeskoæ gruppy netrivial~nyæ primer takih oßidaniæ i predelov rassmotren v [4, 5] (virtual~nye podstanovki). V teorii preobrazovaniØ Fur~e proektivnye predely privodØt k teorii martingalov na nekommutativnyh gruppoidah, kotoraØ, vidimo, ne izuqalas~ ranee.

2. Simmetriqeskie gruppy Sn

KlassiqeskaØ teoriØ predstavleniæ koneqnyh simmetriqeskih grupp izloßena, naprimer, v monografiØh [2, 1]; v nih takße moßno naæti ssylki na drugie istoqniki po fftoæ teme. V rabote [15] (sm. takße [16]) izloßen novyæ podhod k fftoæ teorii, sistematiqeski ispol~zu¸wiæ algebry Gel~fanda–Cetlina i fflementy ınga–ıcisa–Merfi, v kotorom diagrammy i tablicy ınga i pravilo vetvleniØ predstavleniæ voznika¸t estestvennym obrazom. KlassiqeskaØ (“operatornoznaqnaØ”) teoriØ preobrazovaniØ Fur~e na koneqnyh gruppah izloßena, naprimer, v [3]. Zametim, qto imeetsØ takße udivitel~naØ biekciØ (“kombinatornoe preobrazovanie Fur~e”) meßdu fflementami simmetriqeskoæ gruppy i bitablicami, nazyvaemoe sootvetstviem Robinsona–Xensteda–Knuta (RSK-sootvetstviem); sm. [11].

2.1. Osnovnye opredeleniØ i oboznaqeniØ.

Pust~ S_n – simmetriqeskaØ gruppa stepeni n, C [S_n ] – gruppovaØ algebra gruppy S_n i m_n – sqita¸waØ mera na fftoæ gruppe:

m_n(w) = 1, w ∈ S_n.

Oboznaqim qerez Y_n mnoßestvo diagramm ınga s n kletkami (po opredeleni¸ budem sqitat~, qto Y_0 sostoit iz edinstvennoæ pustoæ diagrammy ∅). �to mnoßestvo parametrizuet neprivodimye predstavleniØ gruppy S_n. Oboznaqim qerez π_λ neprivodimoe unitarnoe predstavlenie gruppy S_n, sootvetstvu¸wee diagramme λ ∈ Y_n, qerez χ_λ – harakter predstavleniØ π_λ i qerez

dim λ – razmernost~ predstavleniØ π_λ.

64 A. M. VERXIK, N. V. CILEVIQ

Graf ınga Y, ØvlØ¸wiæsØ grafom vetvleniØ neprivodimyh predstavleniæ simmetriqeskih grupp, opredelØetsØ sledu¸wim obrazom: mnoßestvo verxin grafa Yest~ ∪_nY_n, i dve verxiny

λ ∈ Yn i μ ∈ Yn−1 soedineny rebrom, esli μ ⊂ λ.

Oboznaqim qerez T (λ) mnoßestvo tablic ınga formy λ ∈ Y_n, t.e. mnoßestvo puteæ v grafe ınga ot ∅ do λ. �to mnoßestvo sostoit iz dim λ fflementov. DlØ tablicy t ∈ T (λ) poloßim

dim t = dim λ. Pust~ T_n = ∪_{λ∈}Y_nT (λ) – mnoßestvo tablic ınga s

n kletkami, t.e. mnoßestvo puteæ dliny n v grafe ınga.

Soglasno pravilu vetvleniØ neprivodimyh predstavleniæ simmetriqeskih grupp, kaßdoæ tablice ınga t ∈ T (λ) sootvetstvuet odnomernoe podprostranstvo v prostranstve V_λ predstavleniØ π_λ. Vyberem ediniqnyæ vektor h_t v fftom podprostranstve. Poluqennyæ bazis {h_t; t ∈ T (λ)} v prostranstve V_λ nazyvaetsØ bazisom Gel~fanda–Cetlina.

Pust~ B_n = {(s, t) : s, t ∈ T_n odinakovoæ formy} – prostranstvo bitablic (petel~) razmera n, t.e. mnoßestvo par puteæ dliny n v grafe ınga, zakanqiva¸wihsØ v odnoæ i toæ ße verxine. ˚sno, qto esli (s, t) ∈ B_n, to dim s = dim t.

2.2. Mera PlanxerelØ.

Suwestvu¸t tri tesno svØzannye meßdu sobo¸ mery – na prostranstve diagramm ınga, na prostranstve tablic i na prostranstve bitablic – kotorye my budem nazyvat~ merami PlanxerelØ.

Naibolee klassiqeskoæ ØvlØetsØ mera PlanxerelØ na prostranstve Y_n diagramm ınga s n kletkami, t.e. prostranstve neprivodimyh predstavleniæ gruppy S_n, kotoraØ zadaetsØ formuloæ

Pl_n({λ}) = dim^2 λ n! , λ ∈ Y_n. �to veroØtnostnaØ mera, kak sleduet iz klassiqeskoæ formuly Bernsaæda: ∑ λ∈Yn^{dim2 λn! = 1.}

Esli teper~ rassmotret~ meru na prostranstve tablic T_n, proekciØ kotoroæ na Y_n est~ mera PlanxerelØ Pl_n, a raspredelenie na mnoßestve T (λ) tablic formy λ pri fiksirovannoæ diagramme λ ravnomerno, to my poluqim meru PlanxerelØ na

O PREOBRAZOVANII FUR^E 65

prostranstve tablic T_n, kotoru¸ budem oboznaqat~ tem ße simvolom; oqevidno, qto ffto toße veroØtnostnaØ mera, zadavaemaØ formuloæ

Pl_n({t}) = dim t n! , t ∈ T_n. Nakonec, meroæ PlanxerelØ na prostranstve bitablic B_n nazyvaetsØ mera, zadavaemaØ formuloæ μ_n{(s, t)} = dim s n! . �to opredelenie motivirovano gruppoidnoæ strukturoæ na prostranstve bitablic. A imenno, esli vvesti na B_n strukturu glavnogo gruppoida s diagonal~¸ T_n tak, kak ffto sdelano dlØ beskoneqnogo sluqaØ v razdele 5.2, to μ_n est~ v toqnosti mera, inducirovannaØ meroæ PlanxerelØ Pl_n na diagonali T_n. Inymi slovami, proekciØ mery μ_n na pervu¸ komponentu s est~ mera PlanxerelØ Pl_n na tablicah, a uslovnaØ mera na vtoroæ komponente t pri fiksirovannoæ pervoæ komponente s est~ sqita¸waØ mera. ˚sno, qto mera PlanxerelØ na bitablicah ne ØvlØetsØ normirovannoæ: ∑ (s,t)∈B_n μ_n{(s, t)} = ∑ (s,t)∈B_n dim t n! = ∑ λ∈B_n dim^3 λ n! → ∞ pri n → ∞. Kak my uvidim v razdele 5.1, imenno ffta mera ØvlØetsØ analogom “pravil~noæ” mery PlanxerelØ dlØ beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppy.

2.3. Preobrazovanie Fur~e na koneqnoæ simmetriqeskoæ gruppe.

Opredelenie 1. Preobrazovaniem Fur~e na simmetriqeskoæ grup-

pe Sn nazyvaetsØ operator, sopostavlØ¸wiæ funkcii f ∈ C [Sn ]

funkci¸ ^f ∈ C (B_n ), gde ^f (s, t) = ∑ w∈Sn^{f(w)(πλ(w)ht, hs); (s, t) ∈ Bn.} (1) �tu formulu moßno ponimat~ sledu¸wim obrazom. Oboznaqim qerez End V_λ algebru matric v prostranstve V_λ predstavleniØ π_λ s vydelennym bazisom, sostoØwim iz matriqnyh fflementov otnositel~no bazisa Gel~fanda–Cetlina. Zametim, qto

66 A. M. VERXIK, N. V. CILEVIQ ffta algebra, rassmatrivaemaØ kak podalgebra vseæ gruppovoæ algebry C [S_n ] simmetriqeskoæ gruppy, est~ minimal~nyæ dvustoronniæ ideal. Predstavlenie π_λ prodolßaetsØ po lineænosti na gruppovu¸ algebru C [S_n ]. Pofftomu kaßdoæ funkcii f ∈ C [S_n ] sootvetstvuet matrica π_λ(f) = ∑ w∈Sn^{f(w)π}λ^{(w)} iz^{End V}λ. My

moßem opredelit~ matriqnu¸ formu preobrazovaniØ Fur~e funkcii f kak matricu f̂ (λ) ∈ End V_λ, soprØßennu¸ (v smysle matriqnogo soprØßeniØ) k π_λ(f):

f̂ (λ) = ∑ w∈Sn^{f(w)π} ∗ λ(w), λ ∈ Y_n. (2) Takim obrazom, matriqnaØ forma preobrazovaniØ Fur~e sopostavlØet funkcii f ∈ C [S_n ] funkci¸ f̂ na mnoßestve diagramm

Yn, gde^^f (λ) prinimaet znaqeniØ v End Vλ. Opredelennye vyxe

znaqeniØ f̂(s, t) sut~ matriqnye fflementy matricy f̂ (λ) v bazise Gel~fanda–Cetlina. Taku¸ formu preobrazovaniØ Fur~e budem nazyvat~ tabliqnoæ.

Formula obraweniØ dlØ preobrazovaniØ Fur~e imeet vid f(w) = ∑ (s,t)∈B_n f̂ (s, t)(π^λ(w)h_t, h_s)μ_n(s, t), w ∈ S_n, (3) ili, v matriqnoæ forme, f(w) = ∑ λ∈Yn^{dim λn! tr(f̂ (λ)πλ(w)), w ∈ Sn.} Preobrazovanie Fur~e ustanavlivaet izometri¸ meßdu prostranstvami L^2(S_n, m_n) i L^2(B_n, μ_n), a imenno, imeet mesto sledu¸waØ formula PlanxerelØ: ∑ w∈Sn^{f(w)g(w) =} ∑ (s,t)∈B_n ^f (s, t)^g(s, t)μ_n(s, t). Svertku funkciæ na S_n preobrazovanie Fur~e perevodit v matriqnoe umnoßenie:

“_{(f ∗ g)(λ) =}^_{f (λ)ĝ(λ);}

v koordinatnoæ forme: “_{(f ∗ g)(s, t) =}^∑_{r∼s}^_{f(s, r)ĝ(r, t).}

O PREOBRAZOVANII FUR^E 67

2.4. Preobrazovanie Fur~e central~nyh funkciæ.

Oboznaqim qerez Z[S_n] centr gruppovoæ algebry S_n, t.e. mnoßestvo central~nyh funkciæ na simmetriqeskoæ gruppe

Sn. DlØ central~nyh funkciæ f ∈ Z[Sn] operator πλ(f) = ∑ w∈Sn^{f(w)π}λ^{(w)} est~ skalØrnyæ operator na^Vλ, tak qto v ma-

triqnoæ forme preobrazovanie Fur~e central~noæ funkcii f imeet vid

f̂ (λ) = ( ∑ w∈Sn^{f(w)} χ^λ(w) dim λ ) E_λ, t ∈ T (λ), gde E_λ – ediniqnyæ operator v V_λ. V tabliqnoæ forme: funkciØ f̂ sosredotoqena na diagonali {(t, t), t ∈ T_n}, priqem ee znaqenie na bitablice (t, t) ∈ λ zavisit tol~ko ot λ. Takie funkcii na prostranstve bitablic budem nazyvat~ central~nymi.

Itak, preobrazovaniØ Fur~e central~nyh funkciæ na S_n moßno otoßdestvit~ s funkciØmi na mnoßestve Y_n diagramm ınga s n kletkami. Formula obraweniØ dlØ central~nyh funkciæ pri-

nimaet vid f(w) = ∑ λ∈Yn^{χλ(w)f̂ (λ) dim λn! ;} v qastnosti, f(e) = ∑ λ∈Yn^{f̂(λ) dim2 λn! ; (4)}

a formula PlanxerelØ sootvetstvenno imeet vid ∑ w∈Sn^{f(w)g(w) =} ∑ λ∈Yn^{f̂ (λ)ĝ(λ) dim2 λn! .} V qastnosti, preobrazovaniem Fur~e neprivodimogo haraktera

χ^λ ØvlØetsØ funkciØ ^χλ(μ) = { 0, μ ≠ λ, n! dim λ , μ = λ. Zametim (sm. [6]), qto imeetsØ kanoniqeskoe sootvetstvie (harakteristiqeskoe otobraßenie) meßdu central~nymi funkciØmi na simmetriqeskih gruppah i simmetriqeskimi funkciØmi.

68 A. M. VERXIK, N. V. CILEVIQ

2.5. Algebry Gel~fanda–Cetlina i fflementy ınga–ıcisa– Merfi.

Kl¸qevu¸ rol~ v induktivnom postroenii teorii predstavleniæ simmetriqeskih grupp [15] (sm. takße [16]) igra¸t algebry Gel~fanda–Cetlina i fflementy ınga–ıcisa–Merfi.

Algebroæ Gel~fanda–Cetlina gruppy S_n nazyvaetsØ podalgebra GZ(n) ⊂ C [S_n ], poroßdennaØ centrami Z[S_1], Z[S_2], . . . , Z[S_n]. �to maksimal~naØ kommutativnaØ podalgebra gruppovoæ alge-

bry C [Sn ]. A imenno, ffto algebra vseh operatorov, diagonal~-

nyh v bazise Gel~fanda–Cetlina.

Takim obrazom, preobrazovaniem Fur~e fflementa algebry Gel~fanda–Cetlina ØvlØetsØ funkciØ, sosredotoqennaØ na diagonali T_n.

�lementami ınga–ıcisa–Merfi (YJM-fflementami) nazyva- ¸tsØ sledu¸wie fflementy X_k ∈ C [S_n ], k = 1, . . . , n:

X_k = (1 k) + (2 k) + . . . + (k − 1 k)

(kak obyqno, qerez (i, j) oboznaqaetsØ transpoziciØ, perestavlØ- ¸waØ fflementy i i j). YJM-fflementy obrazu¸t mul~tiplikativnyæ bazis algebry Gel~fanda–Cetlina GZ(n).

Preobrazovanie Fur~e YJM-fflementa X_k v matriqnoæ forme sopostavlØet diagramme λ diagonal~nu¸ matricu iz End V_λ, u kotoroæ diagonal~nyæ fflement, sootvetstvu¸wiæ tablice t ∈ λ, raven soderßani¸^1 c_k(t) toæ kletki tablicy t, v kotoroæ stoit fflement k. Takim obrazom, mnoßestvo takih diagonal~nyh matric s diagonal~nymi fflementami, ravnymi soderßaniØm tablic, obrazuet mul~tiplikativnyæ bazis v algebre vseh diagonal~nyh matric, ØvlØ¸weæsØ preobrazovaniem Fur~e algebry Gel~fanda–Cetlina. V tabliqnoæ forme preobrazovanie Fur~e YJM-fflementa X_k est~ funkciØ na bitablicah, zadavaemaØ formuloæ ^X_k(t, s) = { c_k(t), esli s = t,

0 inaqe.

3. BeskoneqnaØ simmetriqeskaØ gruppa S∞

Neobhodimye svedeniØ iz teorii predstavleniæ beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppy mogut byt~ naædeny, naprimer, v [14].

1Napomnim, qto soderßaniem kletki � diagrammy ınga, stoØweæ v i-æ stroke i j-m stolbce, nazyvaetsØ qislo c(�) = i � j.

O PREOBRAZOVANII FUR^E 69 Pust~ S_∞ = ∪^∞_{n=1}S_n = lim−→ S_n – beskoneqnaØ simmetriqeskaØ gruppa s fiksirovannoæ strukturoæ induktivnogo predela, i pust~ C [S_∞ ] – gruppovaØ algebra gruppy S_∞.

Oboznaqim qerez T = lim←− T_n prostranstvo beskoneqnyh tablic, t.e. prostranstvo beskoneqnyh puteæ v grafe ınga.

Hvostovoe otnoxenie ffkvivalentnosti ∼ na T opredelØetsØ sledu¸wim obrazom: puti s = (s_1, s_2, . . .) i t = (t_1, t_2, . . .) ffkvivalentny togda i tol~ko togda, kogda s_k = t_k naqinaØ s nekotorogo mesta. Analogiqno opredelØetsØ otnoxenie n-ffkvivalentnosti na T : s ∼_n t togda i tol~ko togda, kogda s_k = t_k pri k ¿ n.

Rassmotrim prostranstvo B = {(s, t) : s, t ∈ T, s ∼ t} beskoneqnyh bitablic (petel~) s topologieæ induktivnogo predela

B = lim−→ B_n, gde B_n = {(s, t) : s, t ∈ T, s ∼_n t}. Takim obrazom, B

est~ separabel~noe, vpolne nesvØznoe, lokal~no kompaktnoe prostranstvo, i ego diagonal~ B_0 = {(t, t), t ∈ T } gomeomorfna prostranstvu tablic T .

Preobrazovanie Fur~e ustanavlivaet kanoniqeskiæ izomorfizm meßdu gruppovoæ algebroæ C [S_∞ ] beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppy i ∗-algebroæ C (B) lokal~no postoØnnyh finitnyh funkciæ na prostranstve bitablic B s umnoßeniem, zadavaemym svertkoæ fg(s, t) = ∑ r∼t f(s, r)g(r, t), (5) i invol¸cieæ f^∗(s, t) = f(t, s). Pri fftom algebra Gel~fanda–Cetlina beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppy GZ(∞) (t.e. podalgebra v C [S_∞ ], poroßdennaØ vsemi centrami Z[S_1], Z[S_2], . . . , Z[S_n], . . .) perehodit v kommutativnu¸ podalgebru funkciæ s nositelem na diagonali B_0.

Central~noæ meroæ na prostranstve puteæ T nazyvaetsØ mera M , dlØ kotoroæ mera l¸bogo cilindra M ({t : [t]_n = s}), gde

[t]_n – naqal~nyæ otrezok dliny n puti t, a s – fiksirovannaØ

tablica iz T_n, zavisit tol~ko ot formy tablicy s. Koperehodnye veroØtnosti Prob{[t]_n = s | [t]_{n+1} = u} odinakovy dlØ vseh central~nyh mer i zavisØt tol~ko ot grafa.

Mera PlanxerelØ na prostranstve beskoneqnyh tablic (t.e. beskoneqnyh puteæ v grafe ınga) T est~ markovskaØ central~-

70 A. M. VERXIK, N. V. CILEVIQ naØ mera μ s perehodnymi veroØtnostØmi p_∞(s, u) = dim u (n + 1) dims , s ∈ T_n, u ∈ T_{n+1}, (6) i naqal~nym raspredeleniem, sosredotoqennym na edinstvennoæ odnokletoqnoæ tablice. Takim obrazom, na cilindriqeskih mnoßestvah mera μ zadaetsØ sledu¸wim obrazom: μ({t ∈ T : [t]_n = s}) = dim s n! , gde [t]_n – naqal~nyæ otrezok dliny n puti t, a s – fiksirovannaØ tablica iz T_n.

4. Planxerelevskoe oßidanie

4.1. Opredelenie planxerelevskogo oßidaniØ.

Pust~ i_n – kanoniqeskoe vloßenie S_n v S_{n+1}. Toæ ße bukvoæ budem oboznaqat~ sootvetstvu¸wee vloßenie gruppovyh algebr

i_n : C [S_n ] → C [S_{n+1} ]. �lementy gruppovoæ algebry budem ras-

smatrivat~ kak mery na gruppe i sootvetstvenno zapisyvat~ ih v vide ∑ w f_wδ_w . Togda vloßenie i_n imeet vid

(i_nf)_u = { f_u, u ∈ S_n, 0 inaqe, f = ∑ w∈Sn+1^{fwδw ∈} C [Sn+1 ], u ∈ Sn, t.e. i_n( ∑ w∈Sn+1^{fwδw ) = ∑}u∈Sn+1^{fuδu}. Rassmotrim soprØßennyæ k i_n operator p_n = i^∗_n (otnositel~no skalØrnyh proizvedeniæ v C [S_n ] i C [S_{n+1} ], zadavaemyh merami

m_n i m_{n+1} sootvetstvenno). Pri fftom fflementy dvoæstvennyh

prostranstv k gruppovym algebram (razumeetsØ, izomorfnyh samim gruppovym algebram) budem rassmatrivat~ kak funkcii na gruppah i ispol~zovat~ dlØ nih funkcional~nu¸ zapis~. Proektor p_n : C [S_{n+1} ] → C [S_n ] imeet vid

(p_nf)(w) = f(w), f ∈ C [S_{n+1} ], w ∈ S_n.

Takim obrazom, p_n est~ prosto ograniqenie na podgruppu.

Netrudno ubedit~sØ, qto p_n est~ poloßitel~noe uslovnoe

O PREOBRAZOVANII FUR^E 71 matematiqeskoe oßidanie^2 iz algebry C [S_{n+1} ] na podalge-

bru C [Sn ].

Napomnim (sm. [12]), qto proizvol~noe poloßitel~noe uslovnoe matematiqeskoe oßidanie iz algebry C [S_{n+1} ] na podalge-

bru C [Sn ] zadaetsØ naborom neotricatel~nyh qisel aμλ, μ ∈ Yn, λ ∈ Yn+1, takih, qto^∑_{λ:μ⊂λ} aμλ = 1 dlØ vsØkogo μ. Opredelen-

noe vyxe uslovnoe oßidanie p_n sootvetstvuet planxerelevskim kofffficientam a_{μλ} = p_∞(μ, λ) =^{dim λ}_{(n+1) dim μ} , pofftomu estestvenno nazyvat~ ego planxerelevskim uslovnym oßidaniem.

Induktivnyæ predel gruppovyh algebr C [S_n ] otnositel~no vloßeniæ i_n est~ gruppovaØ algebra beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppy:

lim−→(C [S_n ], i_n) = C [S_∞ ].

Proektivnyæ predel gruppovyh algebr C [S_n ] (rassmatrivaemyh kak prostranstva funkciæ na gruppah) otnositel~no uslovnyh oßidaniæ p_n est~ prostranstvo proizvol~nyh funkciæ na beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppe:

lim←−(C [S_n ], p_n) = F(S_∞ ).

4.2. Opisanie planxerelevskogo uslovnogo oßidaniØ v preobrazovanii Fur~e.

Netrudno podsqitat~, qto pod deæstviem preobrazovaniØ Fur~e vloßenie i_n perehodit v operator (dlØ prostoty my budem oboznaqat~ ego toæ ße bukvoæ) i_n : C (B_n ) → C (B_{n+1} ), gde dlØ f ∈ C (Bn ), (s, t) ∈ Bn+1 (i_nf)(s, t) = { f([s]_n, [t]_n), esli s ∼_n t,

0 inaqe.

Planxerelevskoe uslovnoe oßidanie perehodit v operator

p_n : C (B_{n+1} ) → C (B_n ), gde dlØ f ∈ C (B_{n+1} ), (s, t) ∈ B_n (p_nf)(s, t) = ∑ (u,v)∈B_{n+1} :(s,t)↗(u,v) p_∞(s, u)f(u, v); (7)

2Otnositel~no ponØtiØ uslovnogo matematiqeskogo oßidaniØ iz C^�- algebry na ee C^�-podalgebru, sm., naprimer, [9]; otmetim, qto v klassiqeskom variante rassmatriva¸tsØ tol~ko poloßitel~nye oßidaniØ; otnositel~no nepoloßitel~nyh oßidaniæ sm. [12] i razdel 7.1.

72 A. M. VERXIK, N. V. CILEVIQ zdes~ p_∞(s, u) – planxerelevskaØ perehodnaØ veroØtnost~ (6), a zapis~ (s, t) ↗ (u, v) oznaqaet, qto para puteæ (s, t) poluqaetsØ iz pary puteæ (u, v) otbrasyvaniem posledneæ verxiny.

Induktivnyæ predel prostranstv C (B_n ) otnositel~no operatorov i_n est~ prostranstvo finitnyh funkciæ na prostranstve beskoneqnyh bitablic B:

lim−→(C (B_n ), i_n) = C_{fin} (B).

Naxa blißaæxaØ cel~ sostoit v opisanii proektivnogo predela prostranstv C (B_n ) otnositel~no planxerelevskih uslovnyh oßidaniæ p_n.

5. PolnaØ mera PlanxerelØ i proektivnyæ predel prostranstv C (Bn ) otnositel~no planxerelevskih uslovnyh oßidaniæ 5.1. PolnaØ mera PlanxerelØ.

Tradicionno meroæ PlanxerelØ, svØzannoæ s beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppoæ, nazyva¸t meru PlanxerelØ na prostranstve beskoneqnyh tablic T , vvedennu¸ v razdele 3. Odnako “nastoØweæ” meroæ PlanxerelØ dlØ beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppy S_∞ ØvlØetsØ mera na prostranstve bitablic B, kotoru¸ my vvedem v fftom razdele. Imenno dlØ fftoæ mery vypolnena teorema PlanxerelØ, t.e. preobrazovanie Fur~e ustanavlivaet izometri¸ meßdu prostranstvom kvadratiqno integriruemyh funkciæ na S_∞ otnositel~no sqita¸weæ mery i prostranstvom kvadratiqno integriruemyh funkciæ na B otnositel~no fftoæ mery PlanxerelØ (teorema 2).

DlØ proizvol~noæ tablicy t ∈ T oboznaqim qerez G^t = {(t, ·) ∈ B} sqetnoe mnoßestvo bitablic s pervoæ komponentoæ, ravnoæ t. Pust~ λ^t – sqita¸waØ mera na mnoßestve G^t.

Opredelenie 2. Polnoæ meroæ PlanxerelØ na prostranstve bi-

tablic B nazyvaetsØ σ-koneqnaØ mera

μ̃ = ∫ T λ^tdμ(t). Inymi slovami, ffto mera, proekciØ kotoroæ na pervu¸ komponentu sovpadaet s meroæ PlanxerelØ μ na prostranstve tablic T , a

O PREOBRAZOVANII FUR^E 73

uslovnoe raspredelenie na vtoroæ komponente pri fiksirovannoæ pervoæ komponente est~ sqita¸waØ mera.

V razdele 5.2 ob¨Øsneno, qto ffto opredelenie neposredstvenno svØzano s gruppoidnoæ strukturoæ na prostranstve bitablic, i pravil~no ponimat~ ego imenno takim obrazom. S drugoæ storony, v nekotoryh sluqaØh udobno ispol~zovat~ sledu¸wee Øvnoe opisanie polnoæ mery PlanxerelØ.

Pust~ B = ∪^∞_{n=1}B_n – diz¨¸nktnoe ob¨edinenie koneqnyh petel~. Nazovem koneqnu¸ bitablicu (a, b) ∈ B sobstvennoæ, esli

(a, b) ∈ B_n i pri fftom a ø_{n−1} b (t.e. ([a]_{n−1}, [b]_{n−1}) /∈ B_{n−1}). Pri

fftom edinstvennyæ fflement pervogo fftaßa po opredeleni¸ sqitaem sobstvennoæ bitabliceæ. Oboznaqim qerez B_{prop} ⊂ B mnoßestvo vseh sobstvennyh bitablic.

Opredeleno estestvennoe otobraßenie P : B → B_{prop}, gde

P (s, t) = ([s]_n, [t]_n), esli s ∼_n t, no s ø_{n−1} t. Pri fftom, esli a, b ∈ T (λ), λ ∈ Y_n, to mnoßestvo T_{(a,b)} = P^{−1}(a, b) estestven-

no otoßdestvlØetsØ s mnoßestvom T_λ beskoneqnyh puteæ v grafe ınga, naqina¸wihsØ s verxiny λ. (V qastnosti, prostranstvo

T_{(1,1)}, gde (1, 1) – edinstvennaØ petlØ pervogo fftaßa, estestvenno

otoßdestvlØetsØ s prostranstvom T vseh beskoneqnyh puteæ v grafe ınga.) Takim obrazom, my imeem estestvennoe razloße- nie B = ⋃ (a,b)∈B_{prop} T_{(a,b)}. Na mnoßestve T_{(a,b)} ≃ T_λ imeetsØ raspredelenie μ_{(a,b)} = μ_λ, inducirovannoe meroæ PlanxerelØ μ na T , kotoroe est~ prosto raspredelenie sluqaænogo blußdaniØ na T , naqina¸wegosØ s verxiny λ i ime¸wego planxerelevskie perehodnye veroØtnosti (6). PolnaØ mera PlanxerelØ na prostranstve bitablic B predstavlØetsØ v vide

μ̃ = ∑ (a,b)∈B_{prop} dim a n! μ_{(a,b)}, (a, b) ∈ B_n. 5.2. GruppoidnaØ struktura na prostranstve bitablic.

Udobno opisyvat~ prostranstvo bitablic i mery na nem v terminah teorii gruppoidov (sm., naprimer, [10]).

Prostranstvo bitablic B = {(s, t) : s, t ∈ T, s ∼ t} moßno rassmatrivat~ kak glavnyæ gruppoid, poroßdennyæ hvostovym otnoxeniem ffkvivalentnosti puteæ. A imenno, pary (s, t) i

74 A. M. VERXIK, N. V. CILEVIQ

(u, v) peremnoßaemy togda i tol~ko togda, kogda u = t, priqem (s, t) · (t, v) = (s, v), a otobraßeniØ r i d zada¸tsØ formulami r(s, t) = (s, s) i d(s, t) = (t, t) sootvetstvenno. Prostranstvo edi-

nic moßno pri fftom otoßdestvit~ s diagonal~¸ B_0 = {(s, s), s ∈ T }, t.e. s prostranstvom beskoneqnyh tablic T . Sloæ G^s = r^{−1}(s) nad fflementom s ∈ T est~ G^s = {(s, t), t ∼ s} (sqetnoe mnoßestvo). LevaØ sistema Haara na glavnom gruppoide B sostoit iz sqita- ¸wih mer λ^t na sloØh G^t. Voz~mem meru PlanxerelØ μ na diagonali T . PoroßdennaØ eæ mera ∫ T λ^tdμ(t) na gruppoide B est~ v

toqnosti polnaØ mera PlanxerelØ μ̃.

5.3. Proektivnyæ predel prostranstv C (Bn ) otnositel~no planxerelevskih uslovnyh oßidaniæ.

Teorema 1. Proektivnyæ predel prostranstv C (Bn ) otnosi-

tel~no planxerelevskih uslovnyh oßidaniæ p_n est~ prostranstvo lim←−(C (B_n ), p_n) = Mart(B, μ̃)

martingalov na prostranstve beskoneqnyh bitablic B otnositel~no polnoæ mery PlanxerelØ μ̃.

Prostranstvo martingalov Mart(B, μ̃) otnositel~no σ-koneqnoæ mery μ̃ ponimaetsØ kak prostranstvo naborov {ϕ_{(a,b)}}_{(a,b)∈Bprop} , gde ϕ_{(a,b)} – martingal na T_{(a,b)} otnositel~no mery μ_{(a,b)}.

Dokazatel~stvo. Pust~ A – borelevskaØ σ-algebra v prostran-

stve B. Oboznaqim qerez A_n ee σ-podalgebru, poroßdennu¸ funkciØmi, sosredotoqennymi na B_n i zavisØwimi tol~ko ot pervyh n koordinat bitablicy (mnoßestvo takih funkciæ estestvenno otoßdestvlØetsØ s C (B_n )). Utverßdenie teoremy sleduet iz togo, qto, kak netrudno zametit~, pravaØ qast~ formuly (7) opisyvaet uslovnoe oßidanie funkcii f otnositel~no σ-algebry A_n.

Takim obrazom, my poluqaem sledu¸wee opredelenie preobrazovaniØ Fur~e na beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppe S_∞.

Opredelenie 3. Preobrazovaniem Fur~e proizvol~noæ funkcii f

na beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppe S_∞ ØvlØetsØ martingal (ϕ_1, ϕ_2, . . .) na prostranstve beskoneqnyh bitablic B otnositel~- no polnoæ mery PlanxerelØ μ̃, gde ϕ_n = ^f_n est~ preobrazovanie Fur~e ograniqeniØ f_n funkcii f na koneqnu¸ simmetriqesku¸ gruppu Sn.

O PREOBRAZOVANII FUR^E 75

6. Preobrazovanie Fur~e razliqnyh klassov funkciæ na S_∞

6.1. Kvadratiqno integriruemye funkcii.

Rassmotrim na beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppe S_∞ sqita¸wu¸ meru m.

Teorema 2. Preobrazovanie Fur~e est~ izometriØ prostranstva

l^2_m(S_∞) kvadratiqno integriruemyh funkciæ na beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppe S_∞ otnositel~no sqita¸weæ mery i prostranstva L^2(B, μ̃) kvadratiqno integriruemyh funkciæ na prostranstve beskoneqnyh bitablic B otnositel~no polnoæ mery PlanxerelØ μ̃. Formula PlanxerelØ imeet vid ∑ w∈S1^{f(w)ḡ(w) =} ∫ B f̂ (s, t)ĝ(s, t)dμ̃(s, t), f, g ∈ l^2_m(S_∞).

Dokazatel~stvo. Preobrazovanie Fur~e kvadratiqno integri-

ruemoæ funkcii na S_∞ est~ kvadratiqno integriruemyæ martingal otnositel~no polnoæ mery PlanxerelØ (poskol~ku planxerelevskie uslovnye oßidaniØ p_n soglasovany s gil~bertovymi strukturami v gruppovyh algebrah), kotoryæ, kak izvestno iz teorii martingalov, v svo¸ oqered~ sootvetstvuet kvadratiqno integriruemoæ funkcii na B otnositel~no polnoæ mery PlanxerelØ.

6.2. Prostranstvo Gel~fanda–Cetlina.

Kak bylo otmeqeno vyxe, preobrazovaniem Fur~e fflementa algebry Gel~fanda–Cetlina GZ(∞) beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppy ØvlØetsØ funkciØ s nositelem na diagonali T .

˚sno, qto planxerelevskoe uslovnoe oßidanie (kak i l¸boe drugoe uslovnoe oßidanie iz C [S_{n+1} ] v C [S_n ]) perevodit algebru Gel~fanda–Cetlina GZ(n + 1) v GZ(n), pofftomu moßno rassmotret~ prostranstvo GZ = lim←− GZ(n). Ono uße ne ØvlØetsØ algebroæ, no ØvlØetsØ pravym i levym C [S_∞ ]-bimodulem. My budem nazyvat~ ego prostranstvom Gel~fanda–Cetlina beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppy. Iz vyxeizloßennogo sleduet, qto preobrazovaniem Fur~e fflementa iz GZ ØvlØetsØ martingal na prostranstve puteæ T otnositel~no mery PlanxerelØ μ.

76 A. M. VERXIK, N. V. CILEVIQ

6.3. Central~nye funkcii.

Preobrazovanie Fur~e central~noæ funkcii na S_∞ est~ central~nyæ martingal (f^1, f^2, . . .) na prostranstve puteæ T otnositel~no mery PlanxerelØ, gde central~nost~ oznaqaet, qto vse funkcii f^k central~ny v smysle razd. 2.4 (t.e. sosredotoqeny na diagonali i zavisØt tol~ko ot formy bitablicy).

Naprimer, pust~ f – harakteristiqeskaØ funkciØ klassa soprØßennosti v S_∞. �to oznaqaet, qto suwestvuet takaØ diagramma ρ ∈ Y_k bez strok ediniqnoæ dliny, qto ograniqenie funkcii f na simmetriqesku¸ gruppu S_n pri n ¿ k est~ harakteristiqeskaØ funkciØ klassa soprØßennosti C_{ρn} , sootvetstvu¸wego diagramme ρ_n = ρ∪1^{n−k} ∈ Y_n. Togda preobrazovaniem Fur~e funkcii

f = f_ρ ØvlØetsØ central~nyæ martingal (ϕ_1, ϕ_2, . . .), gde ϕ_n(s, t) = {_{χλ (ρn)} dim λ |Cρ^n |, esli s = t i [t]n ∈ λ, 0 inaqe.

6.4. Poloßitel~no opredelennye funkcii.

Preobrazovaniem Fur~e poloßitel~no opredelennoæ funkcii

na S∞ ØvlØetsØ martingal (f^1, f^2, . . .), takoæ, qto ∑ (s,t)∈B_n f^n(s, t)h(s)h̄(t) dim s n! ¿ 0 ∀n ∈ N, ∀h ∈ C (Tn ). V qastnosti, ograniqenie poloßitel~no opredelennogo martingala na diagonal~ {(t, t)} ≃ T est~ poloßitel~nyæ martingal na T . Zametim, qto suwestvuet estestvennoe vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu poloßitel~nymi martingalami na T i (poloßitel~nymi) merami na T = lim←− T_n. A imenno,

ϕ = (ϕ_1, ϕ_2, . . . ) ↔ M^ϕ = lim←− M^ϕ_n , gde

M^ϕ_n (s) := M^ϕ({t : [t]_n = s}) = ϕ_n(s) dim s n! , s ∈ T_n. Takim obrazom, ograniqenie poloßitel~no opredelennogo martingala na diagonal~ (t.e. preobrazovanie Fur~e proekcii ishodnoæ central~noæ funkcii na prostranstvo Gel~fanda– Cetlina) est~ (poloßitel~naØ) mera na prostranstve puteæ T .

6.5. Haraktery.

V qastnosti, esli f – harakter, t.e. central~naØ poloßitel~no opredelennaØ normirovannaØ (f(e) = 1) funkciØ na S_∞,

O PREOBRAZOVANII FUR^E 77 to ego preobrazovanie Fur~e est~ poloßitel~naØ veroØtnostnaØ central~naØ mera na T (normirovannost~ central~noæ funkcii sootvetstvuet normirovannosti sootvetstvu¸weæ mery v silu (4)). Takim obrazom, my poluqaem klassiqeskoe sootvetstvie (sm., naprimer, [14] ili [4]) χ ↔ M meßdu harakterami beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppy i central~nymi veroØtnostnymi merami na prostranstve tablic, zadavaemoe formuloæ

χ_n = ∑ λ∈Yn^{M (n)(λ) χλdim λ ,} gde χ_n = χ|S_n , a M^{(n)}(λ) = M ({t : [t]_n ∈ λ}).

6.6. Primery.

1. Preobrazovaniem Fur~e δ-funkcii δg v fflemente g ∈ S∞ ØvlØ-

etsØ funkciØ^3

δ̂_g (s, t) = { (π^λ(g)h_{[t]n} , h_{[s]n} ), s ∼_n t, 0 inaqe,

gde g ∈ S_n i λ – forma tablic [s]_n, [t]_n.

V qastnosti, δ̂_e(s, t) = δ_{st} – harakteristiqeskaØ funkciØ diagonali.

2. Ispol~zuØ ortogonal~nu¸ formu ınga (sm., naprimer, [1]),

moßno zapisat~ v bolee Øvnom vide preobrazovanie Fur~e koksterovskih obrazu¸wih σ_k = (k, k + 1). A imenno,

σ̂_k(s, t) = δ_{ts}, esli fflementy k i k + 1

nahodØtsØ v odnoæ stroke tablicy t,

−δ_{ts}, esli fflementy k i k + 1

nahodØtsØ v odnom stolbce tablicy t,

ρ_1δ_{ts} + ρ_2δ_{σk t,s} inaqe, gde ρ_1 = 1 c_{k+1}(t) − c_k(t)

, ρ_2 = √ 1 − ρ^2_1,

a tablica σ_kt poluqaetsØ iz tablicy t peremenoæ mest fflementov k i k + 1.

3Napomnim, qto qerez ht oboznaqaetsØ fflement bazisa Gel~fanda– Cetlina, sootvetstvu¸wiæ tablice t.

78 A. M. VERXIK, N. V. CILEVIQ

3. Kak bylo ukazano vyxe, preobrazovanie Fur~e fflementa

ınga–ıcisa–Merfi est~ funkciØ X̂_k(s, t) = { c_k(t), s = t, 0, s ≠ t, gde c_k(t) – soderßanie toæ kletki tablicy t, v kotoroæ stoit fflement k.

4. Moßno ispol~zovat~ preobrazovanie Fur~e i obratnoe pre-

obrazovanie Fur~e dlØ perenosa deæstviæ operatorov s gruppovoæ algebry na prostranstvo funkciæ na tablicah i naoborot. Naprimer, rassmotrim operator, kotoryæ deæstvuet na tablicy (a sledovatel~no, i na bitablicy) otraßeniem otnositel~- no glavnoæ diagonali (toqnee, inducirovannyæ im operator na funkciØh). Netrudno uvidet~, qto sootvetstvu¸wiæ operator na gruppovoæ algebre est~ operator umnoßeniØ na znak podstanovki ε(g), t.e. a(g) → ε(g)a(g). 7. Drugie uslovnye oßidaniØ 7.1. Virtual~naØ proekciØ.

Pust~ π_n : S_{n+1} → S_n – virtual~naØ proekciØ, sopostavlØ- ¸waØ podstanovke w ∈ S_{n+1} ee proizvodnu¸ podstanovku, t.e. podstanovku, poluqennu¸ vyqerkivaniem fflementa n+1 iz soderßawego ego cikla podstanovki w. Toæ ße bukvoæ budem oboznaqat~ prodolßenie virtual~noæ proekcii na gruppovye algebry po lineænosti, t.e. proekci¸ π_n : C [S_{n+1} ] → C [S_n ], zadavaemu¸ formuloæ (fflementy gruppovoæ algebry rassmatriva¸tsØ kak mery)

(π_nf)_u = ∑ w2S_{n+1} πnw=u f_w , f = ∑ w∈Sn+1^{fwδw, u ∈} Sn. �ta proekciØ ØvlØetsØ obobwennym (t.e. nepoloßitel~nym) uslovnym oßidaniem iz C [S_{n+1} ] v C [S_n ]. Napomnim sootvetstvu- ¸wee opredelenie (sm. [12]). Pust~ A – C^∗-algebra s ediniceæ

nad C i B – ee C^∗-podalgebra. Lineænyæ operator P : A −→ B

nazyvaetsØ uslovnym matematiqeskim oßidaniem ili prosto oßidaniem algebry A na podalgebru B, esli (1) P (b) = b i P (b_1ab_2) = b_1P (a)b_2 dlØ l¸byh a ∈ A i b, b_1, b_2 ∈ B; (2) P (a^∗) = a^∗, P 1 = 1; (3) P ¿ 0, qto oznaqaet, qto dlØ l¸bogo a ∈ A fflement

O PREOBRAZOVANII FUR^E 79

P (aa^∗) poloßitelen, t.e. prinadleßit vewestvennomu konusu v

B, poroßdennomu fflementami vida bb^∗. Esli vypolneny tol~ko usloviØ (1) i (2), to P nazyvaetsØ obobwennym oßidaniem.

Lemma 1. Pri n ¿ 4 virtual~naØ proekciØ ØvlØetsØ edinstven-

nym uslovnym oßidaniem iz C [S_{n+1} ] v C [S_n ], udovletvorØ¸wim sledu¸wemu svoæstvu: fflement gruppy S_{n+1} (kak fflement gruppovoæ algebry) perehodit v fflement gruppy S_n.

SoprØßennyæ (otnositel~no sqita¸wih mer v S_{n+1} i S_n) operator π^∗_n : C [S_n ] → C [S_{n+1} ] imeet vid (v soprØßennom prostranstve fflementy gruppovoæ algebry rassmatriva¸tsØ kak funkcii)

π^∗_nf(w) = f(π_nw), f ∈ C [S_n ], w ∈ S_{n+1}.

Proektivnyæ predel simmetriqeskih grupp otnositel~no virtual~nyh proekciæ π_n nazyvaetsØ prostranstvom virtual~nyh podstanovok S^∞:

S^∞ = lim_{←−}(Sn, πn).

�to prostranstvo bylo vvedeno v rabote [4] (sm. takße podrobnu¸ versi¸ [5]).

Induktivnyæ predel gruppovyh algebr C [S_n ] otnositel~no operatorov π^∗_n est~ prostranstvo finitnyh funkciæ na prostranstve virtual~nyh podstanovok:

lim−→(C [S_n ], π^∗_n) = C_{fin} (S^∞).

Proektivnyæ predel gruppovyh algebr otnositel~no proekciæ

π_n est~ prostranstvo borelevskih mer na prostranstve virtu-

al~nyh podstanovok:

lim−→(C [S_n ], π_n) = M(S^∞).

Pod deæstviem preobrazovaniØ Fur~e virtual~naØ proekciØ i soprØßennyæ k neæ operator perehodØt sootvetstvenno v operatory (π_nf)(s, t) = ∑ (u,v)∈B_{n+1}:(s,t)↗(u,v) p_∞(s, u)(c_{n+1}(u) + 1)f(u, v), gde f ∈ C (B_{n+1} ), (s, t) ∈ B_n, i (π^∗_nf)(s, t) = { f([s]_n, [t]_n)(c_{n+1}(t) + 1), esli s ∼_n t,

0 inaqe,

80 A. M. VERXIK, N. V. CILEVIQ gde f ∈ C (B_n ), (s, t) ∈ B_{n+1}.

Nedostatkom proekcii π_n ØvlØetsØ to, qto ona ne soglasovana s gil~bertovymi strukturami v gruppovyh algebrah, zadavaemymi sqita¸wimi merami na simmetriqeskih gruppah. Qtoby ispravit~ fftot nedostatok, nußno rassmotret~ normirovannye proekcii π̃_n =^1√_{n+1} π_n, t.e.

(π_nf)_u = 1 √ n + 1 ∑ w2S_{n+1} πnw=u f_w, f = ∑ w∈Sn+1^{fww, u ∈} Sn, (π_nf)(s, t) = 1 √ n + 1 ∑ (u,v)∈B_{n+1} :(s,t)↗(u,v) p_∞(s, u)(c_{n+1}(u)+1)f(u, v), f ∈ C (Bn+1 ), (s, t) ∈ Bn. 7.2. z-proekcii.

Pust~ z ∈ C ∪ {∞}, t = |z|^2.

z-Proekcieæ p^z_n : C [S_{n+1} ] → C [S_n ] budem nazyvat~ sledu¸wu¸ lineænu¸ kombinaci¸ planxerelevskoæ i virtual~noæ proekciæ:

p^z_n = 1 √ n + t ((z − 1)p_n + π_n).

˚vnaØ formula dlØ z-proekcii imeet vid

(p^z_nf)(u) = 1 √ n + t ∑ w2S_{n+1} πnw=u f(w) + (z − 1)f(u)1_{u∈}S_n , f ∈ C [Sn+1 ], u ∈ Sn. Pod deæstviem preobrazovaniØ Fur~e z-proekciØ perehodit v operator (π_nf)(s, t) = 1 √ n + t ∑ (u,v)∈B_{n+1} :(s,t)↗(u,v) p_∞(s, u)(c_{n+1}(u) + z)f(u, v), f ∈ C (Bn+1 ), (s, t) ∈ Bn. Virtual~naØ i planxerelevskaØ proekcii ØvlØ¸tsØ qastnymi sluqaØmi z-proekcii pri z = 1 i z = ∞ sootvetstvenno.

O PREOBRAZOVANII FUR^E 81

Lemma 2. Pri n ¿ 4 z-proekcii isqerpyva¸t vse uslovnye oßi-

daniØ iz C [S_{n+1} ] v C [S_n ], udovletvorØ¸wie sledu¸wemu svoæstvu: fflement gruppy S_{n+1} perehodit v fflement gruppy S_n, vozmoßno, s nekotorym kofffficientom.

V qastnosti, pri planxerelevskoæ proekcii fflement gruppy perehodit v fflement gruppy ili 0.

Lemma 3. DlØ l¸boæ funkcii f ∈ C [Sn ] imeem (p^z_1p^z_2 . . . p^z_{n−1}p^z_nf)(w) = ⟨f, z^{[w]}⟩, gde ⟨·, ·⟩ oboznaqaet skalØrnoe proizvedenie v C [S_n ], zadavaemoe sqita¸weæ meroæ na S_n, a [w] oboznaqaet koliqestvo ciklov podstanovki w ∈ S_n.

V qastnosti, dlØ planxerelevskogo oßidaniØ poluqaem (p_1p_2 . . . p_{n−1}p_nf)(w) = ⟨f, δ_e⟩ = f(e), a dlØ virtual~noæ proekcii

(π_1π_2 . . . π_{n−1}π_nf)(w) = ⟨f, 1⟩ = ∑ w∈Sn^{f(w).} Literatura

1. G. Dßeæms, TeoriØ predstavleniæ simmetriqeskih grupp. M., Mir (1982).

2. G. James and A. Kerber, The Representation Theory of the Symmetric Group.

Addison-Wesley, Reading, Mass. (1981).

3. �. H~¸itt, K. Ross, Abstraktnyæ garmoniqeskiæ analiz. T. 1, 2. Nauka, M. (1974); Mir, M. (1974).

4. S. Kerov, G. Olshanski, and A. Vershik, Harmonic analysis on the infinite sym-

metric group. A deformation of the regular representation. C. R. Acad. Sci. Paris Ser. I. Math. 316, No. 8 (1993), 773–778.

5. S. Kerov, G. Olshanski, and A. Vershik, Harmonic analysis on the infinite sym-

metric group. Invent. Math. 158, No. 3 (2004), 551–642.

6. I. Macdonald, Symmetric Functions and Hall Polynomials, 2nd edition. Claren-

don Press, Oxford (1995).

7. A. ı. Okun~kov, Teorema Toma i predstavleniØ beskoneqnoæ bisimmetriqeskoæ gruppy. Funkc. anal. i pril. 28 (1994), vyp. 2, 31–40.

8. G. I. Ol~xanskiæ, Unitarnye predstavleniØ (G, K)-par, svØzannyh s beskoneqnoæ simmetriqeskoæ gruppoæ S(1). Algebra i analiz 1 (1989), vyp. 4, 178–209.

9. G. K. Pedersen, C^�-algebras and Their Automorphism Groups. Academic Press,

London–New York (1979).

82 A. M. VERXIK, N. V. CILEVIQ 10. J. Renault, A Groupoid Approach to C^�-Algebras. Lect. Notes in Math. 793,

Springer-Verlag, Berlin–Heildelberg–New York (1980).

11. R. Stanley, Enumerative Combinatorics, Vol. 2. Cambridge Univ. Press, Cam-

bridge (1999).

12. A. Vershik, Gelfand–Tsetlin algebras, expectations, inverse limits, Fourier analy-

sis. In: Unity of Mathematics. Proc. of the conference dedicated to I. M. Gelfand. Birkhäuser (2005) (to appear).

13. A. M. Verxik, S. V. Kerov, AsimptotiqeskaØ teoriØ harakterov simmetriqeskoæ gruppy. Funkc. anal. i pril. 15 (1981), vyp. 4, 15–27.

14. A. M. Vershik and S. V. Kerov, The Grothendieck group of infinite symmetric

group and symmetric functions (with the elements of the theory of K0-functor of AF-algebras). In: Representation of Lie Groups and Related Topics, A. M. Vershik and D. P. Zhelobenko (eds.). Gordon and Breach Sci. Publ. (1990), pp. 39–118.

15. A. M. Verxik, A. ı. Okun~kov, Novyæ podhod k teorii predstavleniæ simmetriqeskih grupp. II. Zap. nauqn. semin. POMI 307 (2004), 57–98.

16. A. M. Verxik, A. ı. Okun~kov, Novyæ podhod k teorii predstavleniæ simmetriqeskih grupp. II. Priloßenie k knige U. Fulton, Tablicy ınga. M.: MCNMO (2004).

Vershik A. M., Tsilevich N. V. On the Fourier transform on the infinite symmetric group.

We present a sketch of the Fourier theory on the infinite symmetric group S_∞. As a dual space to S_∞, we suggest the space (groupoid) of Young bitableaux B. The Fourier transform of a function on the infinite symmetric group is a martingale with respect to the so-called full Plancherel measure on the groupoid of bitableaux. The Plancherel formula determines an isometry of the space l^2(S_∞, m) of square integrable functions on the infinite symmetric group with the counting measure and the space L^2(B, μ̃) of square integrable functions on the groupoid of bitableaux with the full Plancherel measure.

Postupilo 25 maØ 2005 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail: vershik@pdmi.ras.ru

natalia@pdmi.ras.ru