Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 325, 2005 g.

A. D. Gorbul~skiæ

σ-ALGEBRA PROXLYH SLUQA`NOGO BLUȷDANI˚ PO ORBITAM BERNULLIEVSKOGO DE`STVI˚ GRUPPY Z^D

1. Vvedenie

Pust~ zadany prostranstvo Lebega (X, F, μ) i ubyva¸waØ posledovatel~nost~ izmerimyh razbieniæ F > ξ_1 > ξ_2 >

ξ_3. . .. Napomnim opredelenie skeælingovoæ ffntropii, vvedennoe

A. M. Verxikom v rabote [1]. Invariant stroitsØ v neskol~ko xagov.

1. Snaqala opredelim posledovatel~nost~ iterirovannyh polumetrik.

Opredelenie 1.1. Polumetrika ρ v prostranstve (X, F, μ) na-

zyvaetsØ dopustimoæ, esli ona izmerima otnositel~no F i prostranstvo, snabßennoe fftoæ polumetrikoæ, kvazikompaktno s toqnost~¸ do mnoßestva maloæ μ-mery.

Po proizvol~noæ dopustimoæ polumetrike ρ postroim polumetriku ρ_1 na prostranstve X kak rasstoØnie v metrike Kantoroviqa meßdu uslovnymi merami:

ρ_1(x, y) = KR(μ_x, μ_y) = inf { ∫ ρ(x, y)dΘ | P_xΘ = μ_x, P_yΘ = μ_y } , gde P_x i P_y – marginal~nye proekcii. S pomow~¸ fftoæ procedury my moßem postroit~ posledovatel~nost~ polumetrik ρ_n. KonstrukciØ iterirovannyh polumetrik korrektno opredelena dlØ l¸boæ posledovatel~nosti razbieniæ, odnako v nekotoryh special~nyh sluqaØh ffta konstrukciØ imeet al~ternativnoe opisanie.

2. Teper~ dadim opredelenie skeælingovoæ ffntropii posledovatel~nosti razbieniæ otnositel~no polumetriki.

Skeælingovoæ ffntropieæ posledovatel~nosti razbieniæ Ξ =

{ξ_n}_n otnositel~no polumetriki ρ so skeælingom C = c(n, ε) na- 103

104 A. D. GORBUL^SKI` zyvaetsØ veliqina

h_ε(Ξ, ρ, C) = lim_{ε→0} lim_{n→∞} H_ε(X, μ, ρ_n) c(n, ε) . Zdes~ H_ε(X, μ, ρ_n) – ε-ffntropiØ prostranstva X s meroæ μ i polumetrikoæ ρ_n. �ntropiØ prostranstva opredelØetsØ kak mownost~ minimal~noæ seti, v ε-okrestnosti kotoroæ nahoditsØ vse prostranstvo X za iskl¸qeniem mnoßestva mery ε:

H_ε(X, μ, ρ_n) = inf{#M | M – diskretnoe mnoßestvo, μ(V_{ε,ρn} (M )) > 1 − ε}. 3. Opredelim skeælingovu¸ ffntropi¸ posledovatel~nosti razbieniæ kak

h_ε(Ξ, C) = sup_ρ h_ε({ξ_n}_n, ρ).

Zametim, qto lix~ pri odnom (s toqnost~¸ do ffkvivalentnosti) vybore skeælinga C = c(n, ε) v opredelenii moßet poluqit~sØ koneqnyæ nenulevoæ supremum.

Esli dlØ posledovatel~nosti razbieniæ naxelsØ takoæ skeæling, budem nazyvat~ ego sobstvennym skeælingom posledovatel~nosti razbieniæ.

SkeælingovaØ ffntropiØ est~ asimptotika mery tipiqnogo εxara v iterirovannoæ metrike.

Pri vybore C = c(n, ε) = 2^n my poluqim invariant, sovpada- ¸wiæ s ffntropieæ ubyva¸weæ posledovatel~nosti razbieniæ, opredelennoæ A. M. Verxikom v rabote [2]. Budem nazyvat~ fftot invariant ffksponencial~noæ ffntropieæ. Otliqie skeælingovoæ ffntropii ot ffksponencial~noæ zakl¸qaetsØ v tom, qto fftot invariant razliqaet bolee tonkie klassy posledovatel~nosteæ razbieniæ. Odnako utoqnenie invarianta privodit k dopolnitel~- nym trudnostØm pri ego podsqete – a imenno, v fftom sluqae dokazatel~stvo nepreryvnosti skeælingovoæ ffntropii po obrazu- ¸wemu razbieni¸ kaßdyæ raz ØvlØetsØ predmetom proverki, a ne obweæ teoremoæ ([2]). Tem ne menee, dlØ klassa primerov posledovatel~nosteæ, rassmatrivaemogo v nastoØweæ rabote, nepreryvnost~ vytekaet iz obweæ verhneæ ocenki na ffntropi¸ i osnovnye sloßnosti svØzany s dokazatel~stvom nißneæ ocenki (i, v qastnosti, nestandartnosti posledovatel~nosti razbieniæ).

σ–ALGEBRA PROXLYH 105 Teper~ opixem rassmatrivaemyæ klass posledovatel~nosteæ razbieniæ.

Rassmotrim deæstvie gruppy Z_d sdvigami na prostranstve prostyh funkciæ Y = {−1; 1}^{Zd} . Pust~ na prostranstve Y zadana mera μ – prodakt-mera s somnoßitelem (^1_2 ;^1_2 ). Pust~ e_i,

i = −d, . . ., d, – sdvigi vdol~ koordinatnyh oseæ. �lement e_i

deæstvuet na funkci¸ sdvigom vdol~ napravleniØ e_i. Poloßim

e_{−i} = −e_i. Pust~ σ – odnostoronniæ bernullievskiæ sdvig na

prostranstve (X, B, ν), gde X = {e_{−d}, . . ., e_d}^N – prostranstvo posledovatel~nosteæ, B – borelevskaØ σ-algebra, ν – prodaktmera s somnoßitelem (^1_{2d} , . . .,^1_{2d} ). V dal~neæxem my budem otoßdestvlØt~ obrazu¸wie e_i gruppy Z_d i fflementy e_i bazy prostranstva X. Itak, u nas zadany dva deæstviØ – (Y, A, μ, Z_d) i (X, B, ν, σ). Opredelim kosoe proizvedenie deæstviæ T = [T, T^{−1}]_d na prostranstve (X × Y, F, ν × μ), gde algebra F est~ proizvedenie algebr B i A. Opredelim d-mernyæ analog avtomorfizma Kalikova

[T, T^{−1}] kak T_d(x, y) = (σx, T^{x0} y). Posledovatel~nost~ proxlyh fftogo ffndomorfizma est~ {ξ_n} =

T^{−n}_d ξ_0 (razbienie ξ_0 – ffto razbienie na toqki). Zametim, qto

ffndomorfizm T – ffto otobraßenie stepeni 2d p.v. Tak kak vse proobrazy ime¸t ravnye uslovnye veroØtnosti, posledovatel~- nost~ razbieniæ na proxlye fftogo ffndomorfizma odnorodnaØ. Zametim, qto pereseqenie fftoæ posledovatel~nosti trivial~no. DlØ sluqaØ d = 1 A. M. Verxik sformuliroval v vide gipotezy, a K. Hoffman i D. Heæklen pozdnee dokazali, qto posledovatel~nost~, kotoru¸ my tol~ko qto opisali, ne standartna. V stat~e [4] bolee detal~no izuqena kombinatorika iterirovannoæ metriki. V nastoØweæ rabote daetsØ qastiqnyæ otvet na vopros A. M. Verxika o tom, kakim moßet byt~ sobstvennyæ skeæling posledovatel~nosti razbieniæ.

Osnovnoæ rezul~tat nastoØweæ raboty zakl¸qaetsØ v podsqete sobstvennogo skeælinga i skeælingovoæ ffntropii posledovatel~nosti proxlyh ffndomorfizma T – sluqaænogo blußdaniØ po traektoriØm bernullievskogo deæstviØ gruppy Z_d, a imenno, sobstvennyæ skeæling fftoæ posledovatel~nosti raven c(ε, n) =

(n ln^1_ε )^{d2} . SkeælingovaØ ffntropiØ fftoæ posledovatel~nosti s sob-

106 A. D. GORBUL^SKI` stvennym skeælingom ravna h(Ξ) =^1_{2d} log(2d) (sm. teoremu 4.2). Takim obrazom, sobstvennyæ skeæling posledovatel~nosti razbieniæ moßet byt~ polinomial~nym po n. Poluqennye rezul~- taty obobwa¸t rezul~taty stat~i [4] na mnogomernyæ sluqaæ.

Kak i v odnomernom sluqae, analogiqnaØ teorema budet spravedliva i dlØ proizvol~nogo deæstviØ gruppy Z_d s poloßitel~- noæ ffntropieæ.

2. OpredeleniØ

Pri dokazatel~stve teoremy my budem suwestvenno ispol~- zovat~ strukturu dereva, voznika¸wu¸ na toqkah proobraza

T^{−n}(x, y). Nam ponadobØtsØ nekotorye ponØtiØ, svØzannye s fftim

derevom.

Zafiksiruem vysotu dereva n. Vetkoæ dereva dliny n, ili n-vetkoæ dereva, budem nazyvat~ fflement kuba Q^n =

{e_1, . . ., e_d, e^{−1}_1 , . . ., e^{−1}_d }^n ⊂ X. n-Derevo – ffto derevo stepe-

ni 2d i vysoty n. DlØ kaßdoæ toqki (x, y) imeetsØ sootvetstvie I^n_{{x,y}} meßdu vetkami n-dereva i 2^n fflementami mnoßestva

T^{−n}(x, y). �to otobraßenie perevodit n-vetku (b_1, . . ., b_n) v toq- ku (−b_1, −b_2, . . ., −b_nx, ( ∑ i b_i)(y)) mnoßestva T^{−n}(x, y). Pust~ P –

koneqnoe razbienie prostranstva Y ; togda markirovannym nderevom dlØ razbieniØ P nad toqkoæ y ∈ Y budem nazyvat~

derevo s metkami P ((^n ∑ i=1 b_i)(y)). Uzlom budem nazyvat~ fflement

rexetki Z_d. Budem govorit~, qto vetka dereva popadaet v uzel

k, esli (^n ∑ i=1 b_i) = k. Vetka prohodit qerez uzel k na vysote h,

esli (^n ∑ i=h+1 b_i) = k. DlØ m 6 n opredelim m-podderevo n-dereva

kak derevo s (2d)^m vetkami, takimi, qto poslednie n − m koordinat u vseh u nih sovpada¸t, a pervye m koordinat prinima- ¸t vse vozmoßnye znaqeniØ. Vetki m-poddereva sootvetstvu¸t

(2d)^m fflementam mnoßestva T^{−n}(x, y), kotorye perevodØtsØ v od-

nu toqku otobraßeniem T^m. RasstoØniem meßdu m-podderev~Ømi

n-dereva nazyvaetsØ veliqina^n ∑ i=m+1 |b_i − b^′_i| dlØ proizvol~no vy-

brannyh vetok b i b^′, prohodØwih qerez ffti podderev~Ø. Fiksiruem razbienie P , i pust~ W i W^′ – markirovannye n-derev~Ø nad toqkoæ y i y^′ sootvetstvenno. Metrikoæ Hffmminga meßdu dvumØ σ–ALGEBRA PROXLYH 107 markirovannymi n-derev~Ømi W i W^′ nazyvaetsØ veliqina

d_n(W, W^′) =

#vetki, v kotoryh markirovki W i W 0 razliqa¸tsØ (2d)^n . Pust~ D_n – gruppa avtomorfizmov n-dereva.

V sluqae odnorodnoæ posledovatel~nosti razbieniæ iterirovannaØ metrika moßet byt~ Øvno opisana s pomow~¸ fftoæ gruppy – dlØ polumetriki ρ na prostranstve X i 2d-adiqeskoæ posledovatel~nosti razbieniæ ξ_n iterirovannaØ polumetrika dopuskaet sledu¸wee predstavlenie: ρ_n(U, V ) = inf_{a∈Dn} 2d^n∑

i=1 ρ(a ∘ I^n_U (u_i), v_i). Zdes~ u_i – proobrazy toqki U , v_i – proobrazy toqki V . �to kombinatornoe opredelenie pozvolit nam vyqislØt~ iterirovannu¸ polumetriku.

Zadadim polumetriku ρ formuloæ ρ((x, y), (u, v)) = l∑ i=1 |x_i − u_i| 2^i + 1 (2l)^d ∑ |k|<l |y(k) − v(k)|. Zametim, qto dlØ toqek, blizkih v iterirovannoæ polumetrike ρ_l , avtomorfizm dereva a ∈ D_n, realizu¸wiæ infimum v opredelenii rasstoØniØ, budet ostavlØt~ nepodvißnym nekotoroe mpodderevo n-dereva, priqem qem men~xe rasstoØnie, tem bol~xe m. Opredelim vspomogatel~nye polumetriki na prostranstve Y : d_n(f, g) = ∑ |x|6n^{|f(x) − g(x)| ∗ C} x̄ n (ffta polumetrika poluqaetsØ iz odnoimennoæ polumetriki na derev~Øh pri proektirovanii X = X × Y na vtoru¸ koordinatu) i (analog f-metriki)

f_n(f, g) = inf { ∑ |x|6n |f(x) − g(l(x))| ∗ C^{|x|}_n | l – monotonnoe vdol~ vseh koordinatnyh oseæ } .

108 A. D. GORBUL^SKI`

3. Plan dokazatel~stva

Pervym delom ustanavlivaetsØ ocenka sverhu dlØ skeælingovoæ ffntropii. DlØ klassa polumetrik, poroßdennyh cilindriqeskimi razbieniØmi, ε-ffntropiØ iterirovannoæ metriki ρ_n ocenivaetsØ qerez ε-ffntropi¸ prostranstva s meroæ, faktorizovannogo po klassam ffkvivalentnosti ∼_{ρn} , poroßdennoæ polumetrikoæ ρ_n (U ∼_{ρn} V ⇐⇒ ρ_n(U, V ) = 0), a ffto ffntropiØ prostranstva funkciæ na kube Cub(0, n) so storonoæ n s metrikoæ d_n. Takim obrazom, my poluqaem ocenku sverhu. DlØ proizvol~noæ polumetriki my ispol~zuem ocenku dlØ approksimiru¸wih cilindriqeskih polumetrik i monotonnost~ skeælingovoæ ffntropii po polumetrike. Bolee sloßnaØ qast~ teoremy – ocenka snizu. Budem rassmatrivat~ polumetriku, poroßdennu¸ cilindriqeskim razbieniem dostatoqno bol~xogo ranga. Snaqala my proverim nestandartnost~ posledovatel~nosti razbieniæ. Dokazatel~stvo analogiqno privedennomu v stat~e [3] – ispol~zuetsØ ffksponencial~nyæ harakter ob¨ektov. V kaqestve ishodnoæ polumetriki vybiraetsØ vyroßdennaØ polumetrika – takaØ, qtoby faktor po Ødru n-æ iteracii soderßal vse konfiguracii na kube

Cub(0, n). DlØ poluqeniØ bolee toqnoæ ocenki snizu my pokaßem,

qto ffntropiØ faktor-prostranstva po Ødru deæstviØ gruppy avtomorfizmov dereva D_n na prostranstvo konfiguraciæ otliqaetsØ ot ffntropii samogo prostranstva konfiguraciæ kak prostranstva s metrikoæ i meroæ na malu¸ veliqinu. DlØ fftogo my pokaßem, qto dlØ tipiqnoæ toqki prostranstva deæstvie gruppy na prostranstve konfiguraciæ, realizu¸wee minimum v opredelenii iterirovannoæ polumetriki, sovpadaet “poqti vezde” s deæstviem, inducirovannym nekotorym otobraßeniem bazy. Zatem my proverim, qto ffto otobraßenie monotonno vdol~ vseh koordinatnyh oseæ – tem samym my pokaßem, qto poqti vse ε-xary v iterirovannoæ metrike malo otliqa¸tsØ po mere ot ε-xarov v

f_n-metrike s temi ße centrami. �ntropii prostranstva s metri-

koæ f_n i s metrikoæ d_n ime¸t odinakovye asimptotiki, otkuda my zakl¸qaem, qto nißnØØ i verhnØØ ocenki sovpada¸t.

Teorema 3.1. Posledovatel~nost~ proxlyh ffndomorfizma T ne-

standartna.

Dokazatel~stvo. Vospol~zuemsØ kriteriem standartnosti po-

sledovatel~nosti razbieniæ [2]. Pust~ ρ_n – iterirovannaØ meσ–ALGEBRA PROXLYH 109 trika, sootvetstvu¸waØ metrike ρ. Preßde vsego rassmotrim klassy toqek, nahodØwihsØ na nulevom rasstoØnii po polumetrike ρ_n. Dve toqki (x, y) i (u, v) nahodØtsØ na nulevom rasstoØnii, esli sovpada¸t poslednie n fflementov posledovatel~nosteæ x i u i sovpada¸t konfiguracii y i v na kube so storonoæ n.

Udaqnym vyborom posledovatel~nosti ε_i → ε_0 i posledovatel~nosteæ qisel l_n, p_n my dob~emsØ togo, qto pri dostatoqno bol~xom l i malen~kom ε P (u : ∃ y, v : ρ_{ln} ((x, y), (u, v)) < ε_n) < p_n → 0. Ots¸da my poluqaem nestandartnost~ posledovatel~nosti razbieniæ. �

Zameqanie 1. V silu osobogo vida posledovatel~nosteæ ln i pn

v teoreme 4.1 moßno utverßdat~, qto mery xarov ime¸t superpolinomial~nu¸ skorost~ shodimosti k nul¸.

Teper~ my postroim mnoßestvo G, μ(G) > 1 − ε, “nevyroßdennyh” toqek y, dlØ kotoryh budut spravedlivy dal~neæxie ocen- ki. Budem oboznaqat~ qerez Cub(j, k) kub v prostranstve Z^d s centrom v toqke j i radiusom k. Sdvig na vektor i budem oboznaqat~

e_i, tak ße kak i sdvig vdol~ koordinatnyh oseæ.

Postroim vspomogatel~noe mnoßestvo γ_k = {y | ∃i ∈ Z^d, 2k < |i| < k^5, takoæ, qto ρ_{ln} (y, e_i(y)) < δ_0}. Poloßim

B(δ, δ_0) = {y | ∃i ∈ Z^d, 0 < |i| < n_0, takoæ, qto d̄_{[−n0,n0]d} (y, e_i(y)) < δ_0/4}. DlØ dannoæ toqki y my budem govorit~, qto uzel l “kraxenyæ”, esli

(1) suwestvu¸t vektor j i radius k, takie, qto e_j (y) ∈ γ_k i

l ∈ Cub(j, k), ili

(2) suwestvuet takoæ vektor j, qto e_j (y) ∈ B(δ, δ_0) i l ∈

Cub(j, n_0).

Budem nazyvat~ n-slovom toqki y ∈ Y mnoßestvo (2n)^{2d} znaqeniæ y_l = P (e_l(y)).

110 A. D. GORBUL^SKI`

Opredelenie 3.1. n-Slovo toqki y nazyvaetsØ (δ, δ0)-vyroßden-

nym, esli dolØ vetok v n-dereve nad toqkoæ y, kotorye zakanqiva¸tsØ v kraxenyh uzlah, bol~xe^δ_2 .

Lemma 3.1. Suwestvuet δ0, zavisØwee tol~ko ot processa (T , P ),

takoe, qto dlØ dostatoqno malyh δ vypolneno neravenstvo μ(B(δ, δ_0)) < δ^2/4.

Teper~ my zafiksiruem δ_0, takoe, qtoby vypolnØlos~ uslovie predyduweæ lemmy.

Lemma 3.2. DlØ dostatoqno malyh δ mnoßestvo vseh y, kotorye

vyroßdeny dlØ n > n_0 = 2^1δ , imeet meru ne bol~xe δ.

Takim obrazom, nam dostatoqno rassmatrivat~ tol~ko nevyroßdennye toqki y.

Lemma 3.3. Esli n-slova toqek y i y^′ nevyroßdeny i ρn(y, y^′) < δ,

to dolØ horoxih vetok bol~xe 1 − 10δ.

Opredelenie 3.2. Nazovem vetku b oqen~ horoxeæ dlØ avtomor-

fizma a, esli dlØ l¸bogo j 6 n j-podderevo, qerez kotoroe prohodit vetka b, prohodit po kraæneæ mere qerez (2d)^j(1− C_1) horoxih

vetok, gde C_1 =^{δ0}_{1000}^∞ ∫ 100 e^{− x22} .

Lemma 3.4. Esli n-slova toqek y i y^′ nevyroßdeny i ρn(y, y^′) < δ,

to dolØ oqen~ horoxih vetok dlØ avtomorfizma a budet bol~xe 1 −^{10}_{C1} δ.

Lemma 3.5. Predpoloßim, qto n-slova toqek y i y^′ nevyroßde-

ny i ρ_n(y, y^′) < δ. DlØ l¸byh oqen~ horoxih vetok b i b^′ i h > n_0 vypolnØetsØ sledu¸wee uslovie:

esli n∑ i=h+1 b_i − b^′_i = 0, to |^n∑ i=h+1 b_i − b^′_i | 6 2h. To est~ obrazy oqen~ horoxih vetok, okanqiva¸wihsØ v odnom uzle, okanqiva¸tsØ v uzlah, otstoØwih drug ot druga na rasstoØnie ne bolee 2h.

Lemma 3.6. Esli n-slova toqek y i y^′ nevyroßdeny i ρn(y, y^′) < δ,

to dlØ kaßdogo k naædetsØ k^′, takoe, qto vse oqen~ horoxie vetki dlØ a, okanqiva¸wiesØ v uzle k, pod deæstviem avtomorfizma a perehodØt v vetki, okanqiva¸wiesØ v uzle k^′.

σ–ALGEBRA PROXLYH 111

Lemma 3.7. Otobraßenie k^′(k) monotonno na mnoßestve K

mownosti #K > c √ n(1 − α_n), gde α_n moßet byt~ sdelano skol~ ugodno malym pri dostatoqno malom ε.

V posledneæ lemme my ustanovili, qto avtomorfizm dereva, na kotorom realizuetsØ rasstoØnie v iterirovannoæ metrike meßdu toqkami y i y^′, deæstvuet kak otobraßenie, monotonnoe vdol~ kaßdoæ koordinatnoæ osi na poqti vseh uzlah kuba

Cub(0, c √ n). Ots¸da nemedlenno sleduet vzaimosvØz~ meßdu iterirovannoæ metrikoæ i f_n-metrikoæ na uzlah, qto i dokazyvaet nißn¸¸ ocenku na skeælingovu¸ ffntropi¸. Tak kak verhnØØ i nißnØØ ocenki asimptotiqeski sovpada¸t, my poluqaem osnovnoæ rezul~tat raboty – sledu¸wu¸ teoremu.

Teorema 3.2. Pust~ Ξ = {ξn}n – posledovatel~nost~ proxlyh

sluqaænogo blußdaniØ T po traektoriØm bernullievskogo deæstviØ gruppy Z_d.

1. Sobstvennyæ skeæling posledovatel~nosti Ξ = {ξ_n}_n raven

c(ε, n) = (n log^1_ε )^{d2} .

2. SkeælingovaØ ffntropiØ posledovatel~nosti Ξ = {ξ_n}_n s sobstvennym skeælingom ravna h(Ξ) =^1_{2d} log(2d).

Polnye dokazatel~stva vseh utverßdeniæ budut opublikovany v posledu¸wih rabotah.

Avtor vyraßaet blagodarnost~ professoru A. M. Verxiku za postanovku zadaqi i mnogoqislennye plodotvornye obsußdeniØ.

Literatura

1. A. M. Verxik, DinamiqeskaØ teoriØ rosta v gruppah: ffntropiØ, granicy,

primery. — Uspehi mat. nauk 55, vyp. 4 (2000), 59–128.

2. A. M. Verxik, TeoriØ ubyva¸wih posledovatel~nosteæ izmerimyh razbi-

eniæ. — Algebra i analiz 6, vyp. 4 (1994), 1–68.

3. D. Heicklen, C. Hoffman, T, T �^1 is not standard. — Ergodic Theory Dynam.

Systems 18 (1998), 875–878.

4. D. Heicklen, C. Hoffman, D. Rudolph, Entropy and dyadic equivalence of random

walks on a random scenary. — Adv. Math. 156, No. 2 (2000), 157–179.

Gorbulsky A. D. The σ-algebra of pasts of a random walk on the orbits of the Bernoulli action of the group Z^d.

In the present paper, we study the σ-algebra of pasts Ξ = {ξ_n}_n of a random walk T on the orbits of the Bernoulli action of the group Z^d. The proper scaling and the scaling entropy of this sequence of partitions

112 A. D. GORBUL^SKI` is calculated. We show that the proper scaling entropy of the σ-algebra of pasts is h(Ξ) =^1_{2d} log(2d).

Postupilo 2 avgusta 2005 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail: gorbulsky@consultant.com