Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 325, 2005 g.

F. S. Dußin

OCENKI NA KOLIQESTVO PERIODIQESKIH TRAEKTORI` OBOBW´NNYH BIL^˚RDOV

1. Vvedenie

Izuqenie zamknutyh bil~Ørdnyh traektoriæ — klassiqeskaØ zadaqa, vpervye postavlennaØ Dßordßem Birkgofom. Bil~Ørd est~ dvißenie qasticy vnutri nekotoroæ oblasti pri otsutstvii silovogo polØ, kogda qastica dvigaetsØ po geodeziqeskoæ, otraßaØs~ ot granicy tak, qto ugol padeniØ raven uglu otraßeniØ. Zamknutye bil~Ørdnye traektorii — vaßnyæ ob¨ekt, svØzannyæ s raznymi oblastØmi matematiki. Naprimer, bil~Ørdnye traektorii sootvetstvu¸t geodeziqeskim takogo prostranstva: berœm dva ffkzemplØra odnoæ i toæ ße vypukloæ oblasti i poparno otoßdestvlØem sootvetstvu¸wie drug drugu toqki granicy. Drugoæ primer daœt postroenie invariantov uzlov i ploskih krivyh s pomow~¸ periodiqeskih traektoriæ bil~Ørda.

Dßordß Birkgof v [1] sformuliroval i rexil sledu¸wu¸ zadaqu: esli dano natural~noe qislo k, ocenit~ snizu koliqestvo zamknutyh k-zvennyh traektoriæ ploskogo bil~Ørda. Toqnee, on dokazal, qto esli k > 2 — natural~noe qislo, a T ⊂ R^2 — strogo vypuklaØ oblast~ s gladkoæ graniceæ, to v oblasti T suwestvuet po men~xeæ mere φ(k) zamknutyh k-zvennyh traektoriæ bil~Ørda. Zdes~ φ(k) oboznaqaet funkci¸ �ælera, to est~ koliqestvo vzaimno prostyh s k natural~nyh qisel, men~xih k.

V fftoæ teoreme bil~Ørdnyæ xar otraßaetsØ ot granicy dvumernoæ vypukloæ oblasti, to est~ ot okrußnosti, vloßennoæ v ploskost~. Nesloßno sformulirovat~ opredelenie zamknutoæ traektorii bil~Ørdnogo xara, kotoryæ (v kakom-to smysle) otraßaetsØ ot mnogoobraziØ, daße ne vloßennogo, a pogrußœnnogo v evklidovo prostranstvo proizvol~noæ razmernosti.

Ocenkoæ na koliqestvo zamknutyh traektoriæ takih bil~- Ørdov, to est~ obobweniem rezul~tatov Birkgofa, zanimalis~ mnogie matematiki. Samyæ prostoæ sluqaæ, kogda dannoe mnogoobrazie ØvlØetsØ sferoæ, a zamknutaØ bil~ØrdnaØ traektoriØ 113

114 F. S. DUȷIN sostoit iz dvuh zven~ev, byl issledovan ewœ M. Morsom v [2]. Nailuqxu¸ obwu¸ ocenku na koliqestvo zamknutyh dvuzvennyh traektoriæ bil~Ørda dlØ proizvol~nogo mnogoobraziØ, pogrußœnnogo v evklidovo prostranstvo, naxœl P. Puxkar~ v [4].

Ocenki na koliqestvo zamknutyh k-zvennyh traektoriæ bil~- Ørda v mnogomernyh strogo vypuklyh oblastØh (kogda bil~- Ørdnyæ xar otraßaetsØ ot m-mernoæ sfery, vloßennoæ v (m+1)- mernoe evklidovo prostranstvo) byli dokazany M. Farberom i S. Tabaqnikovym v [5] i [6].

V naxeæ rabote [7] byla poluqena ocenka na koliqestvo zamknutyh trœhzvennyh traektoriæ bil~Ørda dlØ proizvol~nogo mnogoobraziØ, vloßennogo v evklidovo prostranstvo. K soßaleni¸, stat~Ø [7] soderßit oxibku, na kotoru¸ ukazali M. Farber i S. Tabaqnikov, — na samom dele ffta ocenka dokazana tam tol~ko dlØ mnogoobraziæ, leßawih na granice kakoæ-to strogo vypukloæ oblasti.

NastoØwaØ rabota posvØwena, vo-pervyh, ispravleni¸ fftoæ oxibki (lemma 3.1) i, vo-vtoryh, ocenke na koliqestvo zamknutyh bil~Ørdnyh traektoriæ s proizvol~nym koliqestvom zven~ev dlØ l¸bogo podmnogoobraziØ evklidova prostranstva (teorema 1).

2. Formulirovka osnovnoæ teoremy

Pust~ M — gladkoe zamknutoe svØznoe m-mernoe mnogoobrazie, vloßennoe v evklidovo prostranstvo R^n (oqevidno, m < n),

k > 2 — natural~noe qislo. Gruppa diffdra Dk deæstvuet na de-

kartovoæ stepeni mnogoobraziØ M^{×k}, ffto deæstvie poroßdaetsØ cikliqeskim sdvigom

(x_1, x_2, . . . , x_k) → (x_2, x_3, . . ., x_k, x_1) (1)

i otraßeniem

(x_1, x_2, . . . , x_k) → (x_k, x_{k−1}, . . . , x_1). (2)

Opredelenie. Nabor toqek mnogoobraziØ (x1, . . . , xk) ∈ M^{×k},

rassmatrivaemyæ s toqnost~¸ do deæstviØ gruppy diffdra D_k, nazyvaetsØ periodiqeskoæ ili zamknutoæ k-zvennoæ bil~Ørdnoæ traektorieæ, esli dlØ l¸bogo cikliqeskogo indeksa i (imeetsØ v vidu, qto i = i + k) vypolneny sledu¸wie usloviØ: 1. x_i ≠ x_{i+1},

PERIODIQESKIE TRAEKTORII BIL^˚RDOV 115

2. x^i − x^{i+1} ‖x_i − x_{i+1}‖ + x_i − x_{i−1} ‖x_i − x_{i−1}‖ ⊥ T_{xi} M . Zametim, qto vtoroe iz fftih usloviæ oznaqaet, qto ugol padeniØ raven uglu otraßeniØ, a faktorizaciØ po deæstvi¸ gruppy diffdra sootvetstvuet tomu, qto odnu i tu ße zamknutu¸ lomanu¸ moßno prohodit~ naqinaØ s l¸boæ verxiny i v l¸bom iz dvuh napravleniæ. Po suti, zamknutye k-zvennye lomanye — toqki faktor-prostranstva M^{×k}/D_k.

Vvedœm sledu¸wee oboznaqenie:

Δ̃ = ⋃ i∈Zk^{{xi = xi+1} ⊂ M ×k,} Δ = Δ̃/D_k (3) — diagonal~, sostoØwaØ iz takih naborov toqek, u kotoryh kakie-to dve sosednie koordinaty sovpada¸t, to est~ Δ — mnoßestvo zamknutyh k-zvennyh lomanyh, u kotoryh dlina hotØ by odnogo iz rœber ravna nul¸. Takim obrazom, v fftih oboznaqeniØh zamknutaØ bil~ØrdnaØ traektoriØ — toqka prostranstva

(M^{×k} \ Δ̃)/D_k = (M^{×k}/D_k) \ Δ.

V dal~neæxem, ßelaØ podqerknut~, qto Δ sostoit iz k-zvennyh lomanyh, my budem pisat~ Δ_k. Esli ße nußno budet obratit~ vnimanie na to, qto Δ sostoit iz lomanyh s verxinami na mnogoobrazii M , my budem pisat~ Δ_M .

Pust~ l = ∑ i∈Zk^{‖xi − xi+1‖ : M ×k → R (4)} est~ funkciØ dliny zamknutoæ k-zvennoæ lomanoæ, vse verxiny kotoroæ leßat na dannom mnogoobrazii. Oqevidno, funkciØ l gladka vne diagonali Δ̃. Netrudno videt~, qto l invariantna otnositel~no deæstviØ gruppy diffdra D_k, to est~ ona ØvlØetsØ funkcieæ i na faktor-prostranstve M^{×k}/D_k.

Horoxo izvestno, qto k-zvennye periodiqeskie bil~Ørdnye traektorii (vernee, ih proobrazy pri estestvennoæ proekcii

M^{×k} → M^{×k}/D_k, esli strogo priderßivat~sØ terminologii) —

to ße samoe, qto kritiqeskie toqki funkcii l vne Δ̃.

Opredelenie. Nazovœm vloßenie M → R^n obwim (ili, toq-

nee, k-obwim), esli vse kritiqeskie toqki vseh funkciæ l_k0 s

116 F. S. DUȷIN

k^′ < k vne sootvetstvu¸wih diagonaleæ Δ̃_k0 nevyroßdeny^1. Ta-

kim obrazom, naxa zadaqa svoditsØ k ocenke naimen~xego koliqestva BT_k(M ) kritiqeskih toqek funkcii l po vsem obwim vloßeniØm mnogoobraziØ M v evklidovo prostranstvo. Zametim, qto v dal~neæxem my fftu zadaqu budem rexat~ tol~ko dlØ prostyh^2 k = p.

Teorema 1. Pust~ M — gladkoe zamknutoe svØznoe m-mernoe

mnogoobrazie, p > 3 — prostoe qislo^3. Pust~ k_i = dim H_i(M ; Z_2), B = ∑_m i=0 k_i. Togda minimal~noe koliqestvo zamknutyh p-zvennyh bil~Ørdnyh traektoriæ po vsem obwim vloßeniØm mnogoobraziØ M v evklidovo prostranstvo udovletvorØet neravenstvu

BT_p(M ) >

(B − 1)((B − 1)^{p−1} − 1) 2p + mB 2 (p − 1). (5)

Dokazatel~stvo. Iz neravenstv Morsa (lemma 3.1) sleduet, qto

BT_p(M ) > pm∑ i=0 dim H_q(M^{×p}/D_p, Δ; Z_2). (6)

Iz rezul~tatov raboty [7] sleduet, qto esli u prostranstv

X_1 i X_2 gruppy gomologiæ izomorfny, to gruppy gomologiæ H_q(X^{×p}_1 /D_p, Δ_{X1} ; Z_2) i H_q(X^{×p}_2 /D_p, Δ_{X2} ; Z_2) takße izomorfny^4.

Sledovatel~no, pm∑ i=0 dim H_q(M^{×p}/D_p, Δ; Z_2) = pm∑ i=0 dim H_q(X^{×p}/D_p, Δ_X; Z_2), (7)

gde X oboznaqaet buket sfer

S^m ∨ S^{m−1}_1 ∨ · · · ∨ S^{m−1}_{km}�_1 ∨ · · · ∨ S^1 ∨ · · · ∨ S^1_{k1} . (8)

1Takie vloßeniØ obrazu¸t otkrytoe vs¸du plotnoe mnoßestvo v prostranstve vseh vloßeniæ, sm. podrobnosti v [5].

2Delo v tom, qto, vo-pervyh, pri sostavnyh k = ab v mnoßestvo kzvennyh zamknutyh bil~Ørdnyh traektoriæ vhodØt ne tol~ko odnokratnye traektorii, no i a-zvennye, proædennye b raz. Vo-vtoryh, pri sostavnom k prostranstvo (M�^k/D_k) n Δ ne ØvlØetsØ gladkim mnogoobraziem.

3DlØ p = 2, 3 ffta ocenka moßet byt~ uluqxena, a imenno, koliqestvo zamknutyh bil~Ørdnyh traektoriæ dliny 2 — ne menee^{B2+(m}�^{1)B}_2 (sm. [4]), a dliny 3 — ne menee^{B3+3(m}�^{1)B2+2B}_6 (sm. [7]).

4�to utverßdenie dokazano v [7] tol~ko dlØ p = 2, 3, no ego nesloßno obobwit~ na sluqaæ proizvol~nogo p.

PERIODIQESKIE TRAEKTORII BIL^˚RDOV 117 Iz lemmy 4.2 sleduet, qto pm∑ i=0 dim H_q(X^{×p}/D_p, Δ_X ; Z_2) >

(B − 1)((B − 1)^{p−1} − 1) 2p + mB 2 (p − 1). (9) Teorema dokazana. �

3. Neravenstva Morsa

Vnaqale sformuliruem glavnu¸ lemmu, a zatem — vse utverßdeniØ, nußnye dlØ eœ dokazatel~stva.

Lemma 3.1. Pust~ M — gladkoe zamknutoe svØznoe m-mernoe

mnogoobrazie, obwim obrazom vloßennoe v evklidovo prostranstvo R^n, p — prostoe qislo. Togda u M suwestvuet ne menee mp∑ q=0 dim H_q(M^{×p}/D_p, Δ; Z_2) (10)

zamknutyh p-zvennyh bil~Ørdnyh traektoriæ.

Dokazatel~stvo. Esli p = 2 ili esli M leßit v giperpoverh-

nosti, ograniqiva¸weæ strogo vypuklu¸ oblast~ v R^n, to lemma uße dokazana v [7].

V protivnom sluqae nußno poxevelit~ vloßenie M → R^n tak, qtoby ffto uslovie vypolnØlos~. Sdelat~ ffto nesloßno:

M ⊂ R^n ⊂ R^{n+1}, i, oqevidno, moßno prodeformirovat~ R^n v R^{n+1} tak, qtoby M okazalos~ na sfere bol~xogo radiusa. �tu

deformaci¸ moßno sdelat~ skol~ ugodno maloæ na samom M . V silu lemmy 3.5 koliqestvo zamknutyh bil~Ørdnyh traektoriæ ne menØetsØ, a M stanovitsØ strogo vypuklym. Lemma dokazana.

�

Tak kak pri p = 2 vsœ uße dokazano, to v dal~neæxem v fftom paragrafe my moßem predpolagat~, qto p > 2.

Vvedœm sledu¸wie funkcii:

f_2 = ⟨a, x_1 − x_2⟩ : S^{n−1} × M × M → R,

f_k = ∑ i∈Zk^{⟨ai, xi − xi+1⟩ : (Sn−1)×k × M ×k → R, k > 3, (11)} gde a, a_i ∈ S^{n−1} = { u^2_1 + · · · + u^2_n = 1 } ⊂ R^n, xi ∈ M i, kak ran~-

xe, i = i + k. Zdes~ S^{n−1} ⊂ R^n i M ⊂ R^n, to est~ korrektno opredeleny skalØrnye proizvedeniØ v R^n.

118 F. S. DUȷIN

Lemma 3.2. Esli (x1, . . . , xk) — zamknutaØ k-zvennaØ bil~ØrdnaØ

traektoriØ, to est~ kritiqeskaØ toqka funkcii

l_k = ∑ i∈Zk^{‖xi − xi+1‖ : M ×k → R, (12)} to P_0 = ( x_1 − x_2 ‖x_1 − x_2‖ , x_2 − x_3 ‖x_2 − x_3‖ , . . . , x_k − x_1 ‖x_k − x_1‖ , x_1, x_2, . . . , x_k ) (13)

— kritiqeskaØ toqka funkcii f_k. Pri k = 2, sootvetstvenno,

P_0 = ( x_1 − x_2 ‖x_1 − x_2‖

, x_1, x_2 ) (14)

— kritiqeskaØ toqka funkcii f_2.

Dokazatel~stvo. Pust~ P0 = (a1, . . . , ak, x1, . . . , xk) — takaØ kri-

tiqeskaØ toqka funkcii f_k, qto x_i ≠ x_{i+1} dlØ vseh i ∈ Z_k. Togda dlØ vseh i vypolneny usloviØ^{∂fk}_{∂ai} (P_0) = 0 i^{∂fk}_{∂xi} (P_0) = 0. Iz pervogo usloviØ imeem

x_i − x_{i+1} ⊥ T_{ai} S^{n−1}, (15)

to est~ a_i ‖ x_i − x_{i+1}. Vtoroe uslovie oznaqaet, qto a_{i−1} − a_i ⊥ T_{xi} M. (16) Pust~ teper~ (x_1, . . . , x_k) — kritiqeskaØ toqka funkcii l_k. �to oznaqaet, qto x_i − x_{i+1} ‖x_i − x_{i+1}‖ − x_{i−1} − x_i ‖x_{i−1} − x_i‖ ⊥ T_{xi} M. (17) Poloßim a_i =^{xi−xi+1}_{‖xi−xi+1‖} . Lemma dokazana. �

Lemma 3.3. Predpoloßim, qto P0 = (a1, . . . , ak, x1, . . . , xk) — kri-

tiqeskaØ toqka funkcii f_k, gde k > 2, i nekotorye iz x_i sovpada- ¸t. A imenno, pust~ β_1, . . . , β_k0 — takie natural~nye qisla, qto 1. β_1, . . . , β_k0 > 1, 2. β_1 + · · · + β_k0 = k, 3. 1 < k^′ < k,

PERIODIQESKIE TRAEKTORII BIL^˚RDOV 119

i α_i oboznaqaet summu α_i = β_1 + · · · + β_i. Predpoloßim, qto x_i udovletvorØ¸t usloviØm

x_1 = . . . = x_{α1} ≠ x_{α1+1} = . . . = x_{α2} ≠ . . x_{αk}0�_{1+1} = . . . = x_k ≠ x_1.

(18)

Togda ime¸t mesto sledu¸wie svoæstva:

1. Toqka P^′_0 = (a_1, a_{α1+1}, . . . , a_{αk}0�_{1+1}, x_{α1}, . . . , x_{αk}0 ) ØvlØetsØ kritiqeskoæ dlØ funkcii f_k0.

2. Toqka P_0 prinadleßit kritiqeskomu mnogoobrazi¸ M_0, zadannomu usloviØmi a2−a1, ..., a_α1 −a_α1�1, a_α1+1−a_α1 ⊥ T_{xα}1 M, a_α1+2−a_α1+1, ..., a_α2 −a_α2�1, a_α2+1−a_α2 ⊥ T_{xα}2 M, . . a_{αk}0�1+2−a_{αk}0�1+1, ..., a_{αk}0 −a_{αk}0�1, a1−a_k ⊥ T_{xk} M. (19)

Dokazatel~stvo. Ne ograniqivaØ obwnosti, rassmotrim samyæ

prostoæ sluqaæ x_1 = x_2 i x_i ≠ x_{i+1} dlØ i ≠ 1. Kak i vyxe, my, oqevidno, imeem

a_i ‖ x_i − x_{i+1}, i ≠ 1, (20) i a_i − a_{i+1} ⊥ T_{xi} M, i ∈ Z_k, (21)

qto dlØ verxiny x_1 = x_2 daœt a_k − a_1 ⊥ T_{x1} M i a_1 − a_2 ⊥ T_{x1} M . Sloßiv ffti dva usloviØ, poluqaem, qto a_k − a_2 ⊥ T_{x1} M , a vse vozmoßnye poloßeniØ dlØ a_1 obrazu¸t sferu razmernosti

n − m − 1. Esli n = m + 1, to ffta sfera predstavlØet iz sebØ

paru toqek, no v dal~neæxih rassmotreniØh u nas vsegda budet vypolneno neravenstvo n > m+2, pofftomu my ne udelØem osobogo vnimaniØ sluqa¸ n = m + 1.

Esli k^′ < k − 1, to analogiqnye rassußdeniØ toße polnost~¸ dokazyva¸t lemmu s toæ lix~ razniceæ, qto sootvetstvu¸wie kritiqeskie mnogoobraziØ ØvlØ¸tsØ ne sferami, a proizvedeni- Ømi sfer. �

Zameqanie 3.1. Takße suwestvuet kritiqeskoe mnogoobrazie

M^{(0)}, zadannoe usloviØmi

x_1 = · · · = x_k = x ∈ M, a_i − a_j ⊥ T_xM, i ≠ j. (22)

120 F. S. DUȷIN Ono ØvlØetsØ rassloeniem nad M so sloem, opredelœnnym vtorym iz fftih usloviæ.

Lemma 3.4. Pust~ (x1, . . . , xk) — nevyroßdennaØ kritiqeskaØ

toqka funkcii l_k i eœ indeks Morsa raven μ. Togda sootvetstvu- ¸waØ kritiqeskaØ toqka

P_0 = (a_1, . . . , a_k, x_1, . . ., x_k), a_i = x_i − x_{i+1} ‖x_i − x_{i+1}‖ , (23)

funkcii f_k toße nevyroßdena i eœ indeks Morsa raven μ+k(n−1) dlØ k > 2 ili μ + n − 1 dlØ k = 2.

Dokazatel~stvo. Pust~ P = (b1, . . . , bk, y1 . . . , yk) leßit v malen~-

koæ okrestnosti rassmatrivaemoæ kritiqeskoæ toqki P_0. Vvedœm koordinaty v fftoæ okrestnosti sledu¸wim obrazom. Predpoloßim, qto

y_i = y_i(t_i), (24)

gde t_i ∈ R^m — nekotoraØ parametrizaciØ dlØ y_i, a

b_i = b_i(s_i), (25)

gde s_i — parametrizaciØ dlØ b_i, opredelœnnaØ sledu¸wim obrazom. Pust~ A_i — kakoæ-to ortogonal~nyæ operator R^{n−1} →

(y_i − y_{i+1})^⊥, s_i ∈ R^{n−1} — nax parametr. Poloßim

b_i = ‖s_i‖A_is_i +^{yi−yi+1} ‖y_i−y_i+1‖ ‖ ‖ ‖‖si‖Aisi +^{yi−yi+1} ‖y_i−y_i+1‖ ‖ ‖ ‖ = ‖s_i‖A_is_i +^{yi−yi+1} ‖y_i−y_i+1‖ √ 1 + ‖s_i‖^2

. (26)

Oqevidno, ‖b_i‖ = 1 i b(0) =^{yi−yi+1}_{‖yi−yi+1‖} . Tak kak A_is_i ⊥ y_i − y_{i+1}, to ⟨b_i, y_i − y_{i+1}⟩ = ‖y_i − y_{i+1}‖ √ 1 + ‖s_i‖^2

. (27)

Takim obrazom, imeet mesto sledu¸wee ravenstvo:

f_k(P ) = ∑ i∈Zk^{⟨bi, yi − yi+1⟩ = ∑}i∈Zk^{‖yi − yi+1‖√}1 + ‖si‖^{2 =} = l_k(y_1, . . . , y_k) − 1 2 ∑ ‖s_i‖^2 + . . . . (28)

Lemma dokazana. �

PERIODIQESKIE TRAEKTORII BIL^˚RDOV 121

Zameqanie 3.2. Predpoloßim, qto xi = xi+1 dlØ kakogo-to i. Kak

bylo pokazano vyxe, v fftom sluqae imeetsØ neskol~ko kritiqeskih mnogoobraziæ, sootvetstvu¸wih kritiqeskim toqkam funkciæ f_k0, k^′ < k. Esli (x_1, . . . , x_k0) — nevyroßdennaØ kritiqeskaØ toqka funkcii l_k0, to sootvetstvu¸wee kritiqeskoe mnogoobrazie toße nevyroßdeno, ravno kak nevyroßdeno i kritiqeskoe mnogoobrazie M^{(0)}, dlØ kotorogo x_1 = x_2 = · · · = x_k.

Lemma 3.5. Predpoloßim, qto F : M × [0, 1] → R^n — gladkaØ go-

motopiØ v klasse obwih vloßeniæ. Togda F sohranØet koliqestvo zamknutyh k-zvennyh bil~Ørdnyh traektoriæ.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim gomotopi¸ F : M × [0, 1] → R^n.

Oboznaqim funkcii f_k i l_k, sootvetstvu¸wie vloßeni¸ F_t, kak f_{kt} i l_{kt}. Iz predyduwih utverßdeniæ my znaem, qto obwaØ kartina takova. Zamknutye bil~Ørdnye traektorii (oni ße nevyroßdennye kritiqeskie toqki funkcii l_k) sootvetstvu¸t nevyroßdennym kritiqeskim toqkam gladkoæ funkcii f_k, opredelœnnoæ na gladkom mnogoobrazii

(S^{n−1})^{×k} × M^{×k}. (29)

V silu predpoloßeniæ lemmy f_{kt} imeet koneqnoe mnoßestvo izolirovannyh kritiqeskih toqek i nekotoroe koliqestvo nevyroßdennyh kritiqeskih mnogoobraziæ, sootvetstvu¸wih izolirovannym kritiqeskim toqkam funkciæ f_k0_t s k^′ < k.

Takim obrazom, pri deformacii vloßeniØ F_0 : M → R^n izolirovannye kritiqeskie toqki funkcii f_k mogli by isqezat~ i po- ØvlØt~sØ tol~ko iz nevyroßdennyh kritiqeskih mnogoobraziæ. Nesloßno videt~, qto ffto nevozmoßno. Deæstvitel~no, predpoloßim, qto pri t = t_0 poØvilas~ takaØ nevyroßdennaØ kritiqeskaØ toqka, to est~ suwestvuet M_t — nevyroßdennoe kritiqeskoe mnogoobrazie funkcii f_{kt} dlØ dostatoqno malogo |t − t_0|, a pri t > t_0 imeetsØ nevyroßdennaØ kritiqeskaØ toqka P_t, takaØ, qto lim_{t→t0+0} P_t = P_0 ∈ M_{t0} . V silu teorii Morsa–Botta v okrestnosti U ⊂ (S^{n−1})^{×k} × M^{×k} × [t_0 − ε, t_0 + ε] toqki P_{t0} moßno vvesti takie koordinaty t, X^1, . . . , X^N , qto M_t zadaœtsØ uslovi- Ømi X^1 = · · · = X^r = 0, a

f_{kt} = C(t) − (X^{r+1})^2 − · · · − (X^{r+s} )^2 + (X^{r+s+1})^2 + · · · + (X^N )^2. (30)

122 F. S. DUȷIN Iz fftoæ formuly oqevidno, qto togda v U net drugih kritiqeskih toqek funkciif_{kt}, krome mnogoobraziØ M_t. �to protivoreqie zaverxaet dokazatel~stvo lemmy. �

4. VyqisleniØ dlØ buketa sfer

Lemma 4.1. Pust~ M — gladkoe zamknutoe m-mernoe mnogoobra-

zie, k_i = dim H_i(M ; Z_2), i = 0, 1, . . ., m, B = ∑_m i=0 k_i. Togda m∑ i=1 ik_i = mB 2 . (31)

Dokazatel~stvo. Ispol~zuØ dvoæstvennost~ Puankare, poluqa-

em:_m ∑ i=1 ik_i = m∑ i=0 ik_i = 1 2 m∑ i=0 (ik_i + (m − i) k_{m−i}) =

= 1 2 m∑ i=0 (ik_i + (m − i) k_i) = mB 2 . � (32)

Lemma 4.2. Pust~ M — gladkoe zamknutoe svØznoe m-mernoe

mnogoobrazie, p > 3 — prostoe qislo, k_i = dim H_i(M ; Z_2), B = ∑_m i=0 k_i. Pust~

X = S^m ∨ S^{m−1}_1 ∨ · · · ∨ S^{m−1}_{km}�_1 ∨ · · · ∨ S^1 ∨ · · · ∨ S^1_{k1} (33)

— buket sfer, gruppy gomologiæ kotorogo izomorfny gruppam gomologiæ dannogo mnogoobraziØ. Togda pm∑ i=0 dim H_i(X^{×p}/D_p, Δ_X; Z_2) >

(B − 1)((B − 1)^{p−1} − 1) 2p + mB 2 (p − 1). (34)

Dokazatel~stvo. Rassmotrim buket sfer X. Pust~ X0 obozna-

qaet obwu¸ toqku vseh sfer buketa. Pust~ X_i — i-Ø iz sfer buketa, iz kotoroæ vykinuta toqka X_0, tak qto topologiqeski

X_i — ffto evklidovo prostranstvo R^q, a X = X_0 ∪ X_1 ∪ · · · ∪ X_{B−1}

— kletoqnoe razbienie.

Oqevidno, X^{×p} = ⋃ i1,...,i_p X_{i1} × · · · × X_{ip} (35)

PERIODIQESKIE TRAEKTORII BIL^˚RDOV 123 — kletoqnoe razbienie dekartovoæ stepeni X^{×p}. Nam nußno postroit~ takoe ego podrazbienie, qto • ono invariantno otnositel~no deæstviØ gruppy diffdra D_p, • diagonal~ Δ_X — kletoqnoe podprostranstvo.

Zametim, qto esli i_1 ≠ i_2 ≠ i_3 ≠ · · · ≠ i_p ≠ i_1, to X_{i1...ip} = X_{i1} ×· · ·×

X_{ip} ne peresekaet diagonal~. Sledovatel~no, X_{i1...ip} — kletka

razbieniØ, kotoroe my stroim, eœ granica ravna nul¸.

Teper~ rassmotrim takoe X_{i1...ip} = X_{i1} × · · · × X_{ip} , qto i_α =

i_{α+1} dlØ kakogo-to α ∈ Z_p. Snaqala predpoloßim, qto ne vse i_α

sovpada¸t. Ne ograniqivaØ obwnosti, moßem sqitat~, qto i_1 = · · · = i_{β1} ≠ i_{β1+1} = · · · = i_{β2} ≠ · · · ≠ i_{βu+1} = · · · = i_p ≠ i_1. My stroim podrazbieniØ dlØ vseh X_i ×X_i ×· · ·×X_i, a podrazbienie dlØ vsego

X_{i1...ip} budet ih tenzornym proizvedeniem.

Kaßdoe X_i gomeomorfno evklidovu prostranstvu R^q. Itak, my imeem delo s dekartovoæ stepen~¸ (R^q)^{×β} . Pust~ x^j_1, . . . , x^j_q — koordinaty na j-m ffkzemplØre R^q. Kletka zadaœtsØ togda sledu¸- wimi usloviØmi:

x^1 ε^1 x^2_1 ε^2_1 . . . ε^{β−1}_1 x^β_1 , x^1_2 ε^1_2 x^2 ε^2 . . . ε^{β−1}_2 x^β_2 , . . x^1_q ε^1_q x^2_q ε^2_q . . . ε^{β−1}_q x^β_q ,

(36)

gde kaßdoe ε^∗ — ffto odin iz znakov <, >, =.

Teper~ rassmotrim X_{i1...ip} , dlØ kotorogo i_1 = · · · = i_p = i. Togda kletoqnoe podrazbienie dlØ fftogo mnoßestva zadaœtsØ toæ ße samoæ konstrukcieæ, no v kotoru¸ dobavleny neravenstva

x^β_j ε^β_j x^1_j . Oqevidno, ε^1_j , ε^2_j , . . ., ε^β_j ne vse odnovremenno ravny < ili

>, inaqe ffta sistema neravenstv nesovmestna.

My postroili kletoqnoe razbienie i sootvetstvu¸wiæ cepnoæ kompleks dlØ prostranstva X^{×p}. Oboznaqim fftot cepnoæ kompleks C(X^{×p}). Oni induciru¸t kletoqnoe razbienie i cepnoæ kompleks dlØ faktora X^{×p}/D_p so stØnutoæ v toqku diagonal~¸. Oboznaqim fftot cepnoæ kompleks C(X^{×p}/D_p, Δ_X). Naxa cel~ — vyqislit~ summu ego qisel Betti ∑ dim H_i(X^{×p}/D_p, Δ_X). (37)

Snaqala rassmotrim X_{i...i} dlØ fiksirovannogo i > 0. Pust~

dim X_i = q. Zametim, qto vse X_{i1...ip} , takie, qto i_α ravnØetsØ ili

124 F. S. DUȷIN 0, ili i dlØ vseh α = 1, . . . , p, obrazu¸t cepnoæ podkompleks. Oboznaqim ego C^+(X_{i...i}). Bolee togo, vne C^+(X_{i...i}) ne suwestvuet takih kletok, qto ih algebraiqeskaØ granica soderßit qleny, leßawie v C^+(X_{i...i}). Sledovatel~no, C^+(X_{i...i}) — prØmoe slagaemoe v C(X^{×p}/D_p, Δ_X ). Oqevidno, C^+(X_{i...i}) sovpadaet s cepnym kompleksom dlØ sfery C((S^q )^{×p}/D_p, Δ_Sq ). V silu rezul~tatov Farbera i Tabaqnikova (sm. [5] i [6]) summa qisel Betti rassmatrivaemogo podkompleksa ravnØetsØ ∑ dim H_α(C^+(X_{i...i}); Z_2) = q(p − 1). (38)

SummiruØ po vsem i i ispol~zuØ lemmu 4.1, nahodim, qto vklad v summu qisel Betti (37) raven mB 2 (p − 1). (39)

Rassmotrim teper~ X_{i1...ip} = X_{i1} × · · · × X_{ip} dlØ i_1 ≠ i_2 ≠ i_3 ≠ · · · ≠ i_p ≠ i_1. Kaßdoe iz fftih X_{i1...ip} — ffto takaØ kletka, qto • eœ algebraiqeskaØ granica ravna nul¸, • ona ne soderßitsØ v algebraiqeskoæ granice nikakoæ drugoæ kletki.

Sledovatel~no, ona obrazuet cepnoæ podkompleks v komplekse

C(X^{×p}/D_p, Δ_X), sostoØwiæ tol~ko iz odnoæ gruppy s odnoæ obra-

zu¸weæ i nulevym graniqnym operatorom. Oboznaqim fftot podkompleks C(X_{i1...ip} ). Ego vklad v vyqislØemu¸ summu (37) raven 1.

Iz kombinatoriki horoxo izvestno, qto koliqestvo raznyh

X_{i1...ip} , takih, qto i_1 ≠ i_2 ≠ i_3 ≠ · · · ≠ i_p ≠ i_1, ravnØetsØ

(B − 1)((B − 1)^{p−1} − 1). (40)

V l¸bom sluqae dokaßem ffto. Predpoloßim, qto N (p) — ffto koliqestvo naborov (i_1, . . . , i_p), takih, qto 0 6 i_α 6 B − 1 i i_1 ≠

i_2 ≠ i_3 ≠ · · · ≠ i_p ≠ i_1. Pust~ teper~ p — ne obØzatel~no prostoe.

Togda imeem

N (p) = B(B − 1)^{p−1} − N (p − 1). (41)

Deæstvitel~no, i_1 moßno vybrat~ B sposobami. Kaßdoe i_α, α =

2, . . . , p, moßno vybrat~ B − 1 sposobami tak, qto ono otliqno ot i_{α−1}. �to daœt nam B(B − 1)^{p−1} variantov. Esli ße poluqilos~

PERIODIQESKIE TRAEKTORII BIL^˚RDOV 125 i_1 = i_p, to (i_1, i_2, . . . , i_{p−1}) — pravil~nyæ nabor iz (p − 1) qisel.

Snova vspominaØ, qto p — neqœtnoe prostoe qislo, imeem

N (p) = B(B − 1)^{p−1} − N (p − 1) = = B(B − 1)^{p−1} − B(B − 1)^{p−2} + N (p − 2) = = B(B − 1)^{p−1} − B(B − 1)^{p−2} + B(B − 1)^{p−3} − · · · − B(B − 1) =

= B(1 − B)

1 − (1 − B)^{p−1} 1 − (1 − B)

= (B − 1)((B − 1)^{p−1} − 1).

(42) My vyqislili koliqestvo raznyh X_{i1...ip} v cepnom komplekse

C(X^p), kotorye ne pereseka¸tsØ s diagonal~¸. �to daœt nam

(B − 1)((B − 1)^{p−1} − 1) 2p (43)

posle faktorizacii po deæstvi¸ gruppy diffdra D_p. Lemma dokazana. �

Literatura

1. G. Birkhoff, Dynamical Systems.^5 New York, 1927.

2. M. Morse, S. S. Cairns, Critical Points Theory in Global Analysis and Differential

Topology. Academic Press, New York, 1969.

3. F. Takens, J. White, Morse theory of double normals of immersions. — Indiana

Univ. Math. J. 21, No. 1 (1971), 11–17.

4. P. Pushkar, Diameters of immersed manifolds and of wave fronts. — C. R. Acad.

Sci. Paris 326, No. 2 (1998), 201–205.

5. M. Farber, S. Tabachnikov, Topology of cyclic configuration spaces and periodic

trajectories of multi-dimensional billiards. — Topology 41, No. 3 (2002), 553–589.

6. M. Farber, S. Tabachnikov, Periodic trajectories in 3-dimensional convex billiards.

— Manuscripta Math. 108, No. 4 (2002), 431–437.

7. F. S. Duzhin, Lower bounds for the number of closed billiard trajectories of period

2 and 3 in manifolds embedded in Euclidean space. — IMRN 2003, No. 8, 425–449.

Duzhin F. S. Lower bounds on the number of closed trajectories of generalized billiards.

The mathematical study of periodic billiard trajectories is a classical question and goes back to George Birkhoff. A billiard is a motion of a particle when a field of force is lacking. Trajectories of such a particle are geodesics. A billiard ball rebounds from the boundary of a given domain making the angle of incidence equal the angle of reflection.

5ImeetsØ perevod: Dß. Birkgof, Dinamiqeskie sistemy. Moskva, 1942.

126 F. S. DUȷIN

Let k be a fixed integer. Birkhoff proved a lower estimate for the number of closed billiard trajectories of length k in an arbitrary plane domain. We give a general definition of a closed billiard trajectory when the billiard ball rebounds from a submanifold of a Euclidean space. Besides, we show how in this case one can apply the Morse inequalities using the natural symmetry (a closed polygon may be considered starting at any of its vertices and with the reversed direction). Finally, we prove the following estimate.

Let M be a smooth closed m-dimensional submanifold of a Euclidean space, p > 2 a prime integer. Then M has at least

(B − 1)((B − 1)^{p−1} − 1) 2p + mB 2 (p − 1)

closed billiard trajectories of length p.

Postupilo 17 i¸lØ 2005 g.

Royal Institute of Technology, Stockholm E-mail: fduzhin@gmail.com