Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 325, 2005 g.

ı. A. Neretin

O SȷATII ANSAMBLE` BRıA––TITSA

Izvestno, qto affinnye ansambli Br¸a–Titsa^1 (sm., naprimer, [1, 3, 7]) ØvlØ¸tsØ pravil~nymi p-adiqeskimi analogami rimanovyh simmetriqeskih prostranstv. U fftoæ analogii ne izvestno apriornyh ob¨Øsneniæ, no ona suwestvuet na urovne geometrii, garmoniqeskogo analiza i special~nyh funkciæ.

Vot nekotorye primery fftoæ paralleli:

– planxerelevskie formuly Gindikina–Karpeleviqa i Makdonal~da, sm., naprimer, [7];

– suwestvovanie edinoæ teorii, vkl¸qa¸weæ zonal~nye sferiqeskie funkcii i mnogoqleny Holla–Littlvuda [8];

– pohoßie konstrukcii v geometriØh na beskoneqnosti (granicy tipa SffmplØ–Satake, granica Martina i t.d.), sm. [4, 13];

– shodstvo meßdu neravenstvom treugol~nika Horna–KlØqko (sm. [2]) dlØ sobstvennyh qisel ffrmitovyh matric^2 i neravenstvom treugol~nika dlØ sloßnogo rasstoØniØ v ansamble;^3 – suwestvovanie toqnoæ paralleli dlØ garmoniqeskogo analiza Øder Berezina i matriqnyh beta-funkciæ na urovne ansambleæ,^4 sm. [16].

V rabote my prodolßaem fftu parallel~ i poluqaem (dovol~- no prostoæ) analog teoremy o sßatii uglov dlØ ansambleæ tipa

1HotØ Bruhat–Tits building v poslednee vremØ vse qawe perevoditsØ na russkiæ Øzyk slovom “bilding”, avtoru kaßetsØ, qto russkoe upotreblenie frankofonskogo slova “ansambl~” (Versal~, Petergof i t.p.) luqxe podhodit ob¨ektu, qem, skaßem, “ImpaØ Stffæt bilding” ili “bodi-bilding”.

2InterpretaciØ fftogo neravenstva kak fakta geometrii simmetriqeskih prostranstv obsußdaetsØ v [15].

3Pust~ R, S, T ∈ Latn (sm. oboznaqeniØ niße). Nado opisat~ vsevozmoßnye nabory iz 3n qisel {kj(R, S)}, {kj (R, T )}, {kj(S, T )}. �to moßet byt~ legko svedeno k sledu¸wemu (neoßidanno netrivial~nomu) voprosu, rexennomu F. Hollom i T. Kleæn v 1960-h godah. Pust~ A, B – fiksirovannye koneqnye abelevy p-gruppy. DlØ kakih abelevyh p-grupp C suwestvuet podgrupa A^0 , izomorfnaØ A, takaØ, qto C/A^0 ≃ B? Rexenie sm. v [8, II.3].

4MatriqnaØ gamma-funkciØ sootvetstvuet dzeta-funkcii Tamagavy, sm. [8, V.4]. 163

164 ı. A. NERETIN

A_n (teorema o sßatii uglov poØvilas~ v [11] kak lemma ob ogra-

niqennosti nekotoryh integral~nyh operatorov v prostranstve Foka, dokazatel~stvo soderßitsØ v [12, 6.3], geometriqeskoe obsußdenie v [14]; sm. takße ee rasxirenie na nekotorye osobye gruppy v [5]).

1. Formulirovka rezul~tata

1.1. OboznaqeniØ. Pust~ Qp – pole p-adiqeskih qisel, a | · | – norma v Q_p. Kol~co celyh p-adiqeskih qisel my oboznaqim qe-

rez Op. Napomnim, qto Op sostoit iz fflementov s normoæ ⩽ 1.

Koordinatnoe n-mernoe lineænoe prostranstvo nad Q_p my oboznaqim qerez Q^n_p.

Qerez GL_n(Q_p) my oboznaqim gruppu obratimyh matric razmera n × n nad Q_p. Sootvetstvenno GL_n(O_p) – gruppa matric

g ∈ GL_n(Q_p), takih, qto vse matriqnye fflementy g i g^{−1} – ce-

lye.

1.2. Prostranstvo rexetok. Rexetka v Q^n_p – ffto kompaktnyæ otkrytyæ O_p-podmodul~. Napomnim, qto l¸baØ rexetka R moßet byt~ predstavlena v forme R = Of1 ⊕ · · · ⊕ Ofn, (1) gde f_1, . . . , f_n – nekotoryæ bazis v Q^n_p, sm. [18, §II.2]. My oboznaqim qerez Lat_n prostranstvo vseh rexetok v Q^n_p (ffto prostranstvo sqetno, estestvennaØ topologiØ v Lat_n diskretna).

Gruppa GL_n(Q_p) deæstvuet tranzitivno na Lat_n. Stabilizator rexetki O^n_p sovpadaet GL_n(O). Pofftomu

Lat_n = GL_n(Q_p)/ GL_n(O_p).

1.3. Sloßnoe rasstoØnie.

Teorema (sm., naprimer, [18, teorema 2.2.2]). Pust~ R, S – dve

rexetki v Q^n_p.

a) Suwestvuet bazis f_1, . . . , f_n ∈ Q^n_p, takoæ, qto R = n∑ j=1 Opfj , S =^{n∑}_{j=1} p^{−kj(R,S)}Opfj . (2)

O SȷATII ANSAMBLE` BRıA−TITSA 165

Celye qisla k_1(R, S) ⩾ k_2(R, S) ⩾ . . . ⩾ k_n(R, S) odnoznaqno opredelØ¸tsØ rexetkami R, S.

b) Pust~ S, R i S^′, R^′ – dve pary fflementov prostranstva Lat_n, udovletvorØ¸wih ravenstvu k_j(R, S) = k_j(R^′, S^′). Togda suwestvuet operator g ∈ GL_n(Q_p), takoæ, qto R = g · R^′, S = g · S^′. My govorim, qto k_j(R, S) – sloßnoe rasstoØnie meßdu S i R (ffta struktura – analog sloßnogo rasstoØniØ ili stacionarnyh uglov v simmetriqeskih prostranstvah, sm., naprimer, [15]).

1.4. Proizvedenie otnoxeniæ. Pust~ V , W – mnoßestva. Otnoxenie H : V ⇒ W – ffto podmnoßestvo v V × W .

Pust~ H : V ⇒ W , G : W ⇒ Y – dva otnoxeniØ. Ih proizvedenie G · H : V ⇒ Y – ffto otnoxenie, sostoØwee iz vseh par

v × y ∈ V × Y , dlØ kotoryh suwestvuet w ∈ W , udovletvorØ¸wee usloviØm v × w ∈ H, w × y ∈ G. 1.5. Polugruppa Nazarova. �lement polugruppy Nazarova Γn – ffto rexetka v Q^n_p × Q^n_p. Proizvedenie v polugruppe Nazarova est~ proizvedenie otnoxeniæ.

Zameqanie. �lementy gruppy GLn(Qp) moßno rassmatrivat~ kak toqki polugruppy Nazarova na beskoneqnosti. Deæstvitel~- no, dlØ g ∈ GL_n(Q_p) rassmotrim posledovatel~nost~ rexetok

Z_j ⊂ Q^n_p ⊕ Q^n_p, takih, qto

∩^∞_{j=1} ∪^∞_{k=j} Z_j

sovpadaet s grafikom operatora g. DlØ l¸boæ rexetki R ⊂ Q^n_p my imeem Z_j · R = g · R naqinaØ s nekotorogo mesta j. Zameqanie. Polugruppy Nazarova ØvlØ¸tsØ p-adiqeskimi analogami polugrupp lineænyh otnoxeniæ (sm. [12]). Glavnoe netrivial~noe svoæstvo polugrupp Nazarova – ffto sledu¸wee utverßdenie. Predstavlenie VeælØ gruppy Sp(2n, Q_p) (sm. [17]) dopuskaet kanoniqeskoe prodolßenie do predstavleniØ polugruppy Nazarova, svØzannoæ s ansamblØmi tipa C_n, sm. [10, 9].

166 ı. A. NERETIN

Po-vidimomu, iz fftogo utverßdeniØ moßno izvleq~ mnogo sledstviæ (blagodarØ vozmoßnostØm dvoæstvennosti Hau (Howe)), ffti sledstviØ nikogda ne obsußdalis~ v literature. 1.6. DeæstviØ polugruppy Nazarova na Latn. Pust~ H ∈ Γn,

R ∈ Lat_n. My opredelim HR ∈ Lat_n kak mnoßestvo w ∈ Q^n_p, takih,

qto suwestvuet fflement v ∈ R, udovletvorØ¸wiæ uslovi¸ v×w ∈ H. 1.7. Rezul~tat stat~i. Glavnyæ rezul~tat stat~i – sledu¸waØ teorema.

Teorema. Pust~ H – fflement polugruppy Nazarova Γn. Pust~ R,

S ∈ Lat_n. Togda dlØ l¸bogo j qislo k_j(H · R, H · S) leßit meßdu 0 i k_j(R, S), v tom smysle, qto k_j(R, S) ⩾ 0 vleqet 0 ⩽ k_j (H · R, H · S) ⩽ k_j(R, S), k_j(R, S) ⩽ 0 vleqet 0 ⩾ k_j (H · R, H · S) ⩾ k_j(R, S). Zameqanie. V sluqae rimanovyh simmetriqeskih prostranstv suwestvuet obratnaØ teorema o harakterizacii vseh otobraßeniæ, sßima¸wih ugly [14]. ˚ ne zna¸ takogo utverßdeniØ v padiqeskom sluqae. 2. Dokazatel~stvo.

2.1. Normy. Norma v Q^n_p – ffto funkciØ v → ‖v‖ v mnoßestvo {. . . , p^{−1}, 1, p, p^2, . . . }, udovletvorØ¸waØ uslovi¸ 1. ‖v + w‖ ⩽ max(‖v‖, ‖w‖); 2. ‖λv‖ = |λ| ‖v‖ for λ ∈ Q_p, v ∈ Q^n_p. Mnoßestvo vseh v, takih, qto ‖v‖ ⩽ 1, est~ rexetka. Obratno, pust~ L – rexetka. My opredelØem sootvetstvu¸- wu¸ normu ‖ · ‖_L po pravilu ‖v‖_L := ( min k: pkv∈L p^k )_{−1} . 2.2. MinimaksnaØ harakterizaciØ sloßnogo rasstoØniØ. Sledu¸wee utverßdenie – toqnyæ analog minimaksnoæ harakterizacii sobstvennyh qisel (sm., naprimer, [6]) i stacionarnyh uglov [15]. Dokazatel~stva blizki.

O SȷATII ANSAMBLE` BRıA−TITSA 167

Lemma 1. Pust~ L, M ∈ Latn. Togda

a) p^{kj(R,S)} = max W : dim W =j, W ⊂Qnp { min v∈W, v≠0 ‖v‖_S ‖v‖_R } ; b) p^{kj (R,S)} = min W : W ⊂Qnp, codim W ==j−1 { max v∈W, v≠0 ‖v‖_S ‖v‖_R } . Dokazatel~stvo. Pust~ R, S ime¸t formu (2). Rassmotrim podprostranstvo Y = Q_pf_j ⊕ · · · ⊕ Q_pf_n. My imeem ‖v‖_R/‖v‖_S ⩽ p^{kj} dlØ l¸bogo v ∈ Y .

Esli dim W_j = j, to Y ∩ W ≠ 0, i, sledovatel~no, min_{v∈W} ‖v‖_R/ ‖v‖_S ⩽ p^{kj} . DlØ W = Q_pf_1 ⊕ · · ·⊕ Q_pf_j my imeem min_{v∈W} ‖v‖_R/‖v‖_S = p^{kj} . □

2.3. DrugaØ harakterizaciØ sloßnogo rasstoØniØ. Sledu¸- wee utverßdenie oqevidno.

Lemma 2. Pust~ L, M ∈ Latn. Togda imeetsØ sledu¸wiæ izomor-

fizm koneqnyh abelevyh p-grupp: M/(L ∩ M ) = ⨁ j: kj(L,M)>0 Z/p^{kj(L,M)}Z, L/(L ∩ M ) = ⨁ j: kj(L,M)<0 Z/p^{−kj(L,M)}Z. 2.4. Dvoæstvennost~ i sloßnoe rasstoØnie. Oboznaqim qerez

(Q^n_p)^� lineænoe prostranstvo, dvoæstvennoe k Q^n_p. DlØ rexet-

ki L ∈ Lat_n my opredelØem dvoæstvennu¸ rexetku L� ⊂ (Q^n_p)�, sostoØwu¸ iz lineænyh funkcionalov f ∈ (Q^n_p)�, takih, qto v ∈ L =⇒ f(v) ∈ O_p. Lemma 3. kj(L, M ) = kj(M �, L�).

2.5. Sloßnoe rasstoØnie i pereseqenie rexetok. Lemma 4. Pust~ L, M , N ∈ Latn. Togda dlØ vseh j qislo kj(L ∩

M, L ∩ N ) leßit meßdu 0 i k_j(M, N ).

Utverßdenie ØvlØetsØ sledstviem lemmy 1 i sledu¸weæ lemmy 5.

168 ı. A. NERETIN

Lemma 5. DlØ v ∈ Q^n_p qislo ‖v‖L∩M /‖v‖L∩N leßit meßdu 1 i ‖v‖_M /‖v‖_N . Dokazatel~stvo. Oboznaqim

log_p ‖v‖_L = l, log_p ‖v‖_M = m, log_p ‖v‖_N = z.

Togda log_p ‖v‖_{L∩M} = max(l, m), log_p ‖v‖_{L∩N} = max(l, z). OstaetsØ zametit~, qto max(l, m)−max(l, z) leßit meßdu 0 i l−z. □ 2.6. Sloßnoe rasstoØnie i summy rexetok.

Lemma 6. Pust~ L, M , N ∈ Latn. Togda kj (L + M, L + N ) leßit

meßdu 0 i k_j (M, N ).

Dokazatel~stvo. DlØ P , Q ∈ Latn my imeem

(P + Q)� = P � ∩ Q�.

Iz soobraßeniæ dvoæstvennosti naxa lemma ravnosil~na lemme 4. □

2.7. OboznaqeniØ. Pust~ S ⊂ Q^n_p ⊕ Q^n_p – fflement polugruppy Nazarova. My opredelØem

– ego Ødro Ker S = S ∩ (Q^n_p ⊕ 0), – oblast~ opredeleniØ Dom S kak obraz S pri proekcii Q^n_p ⊕

Q^n_p → Q^n_p ⊕ 0,

– obraz Im S kak obraz S pri proekcii Q^n_p ⊕ Q^n_p → 0 ⊕ Q^n_p, – neopredelennost~ Indef S kak pereseqenie S ∩ 0 ⊕ Q^n_p. Oqevidno, qto vse mnoßestva Dom S, Ker S, Indef S, Im S ØvlØ- ¸tsØ rexetkami v Q^n_p.

2.8. Dokazatel~stvo teoremy. Pust~ S ∈ Γn. Oqevidno,

S ⊂ Dom S ⊕ Im S, S ⊃ Ker S ⊕ Indef S.

Rassmotrim (koneqnu¸) faktor-gruppu

Y := ( Dom S/ Ker S ) ⊕ ( Im S/ Indef S )

O SȷATII ANSAMBLE` BRıA−TITSA 169

i obraz σ rexetki S v Y . Legko proverit~, qto mnoßestvo σ ØvlØetsØ grafikom izomorfizma

Dom S/ Ker S → Im S/ Indef S.

V qastnosti, ffti dve gruppy izomorfny.

Pofftomu po lemme 2

k_j (Dom S, Ker S) = k_j(Im S, Indef S).

�to vleqet suwestvovanie (nekanoniqeskogo) operatora g_S ∈

GL_n(Q_p), takogo, qto

g_S · DomS = Im S, g_S · Ker S = Indef S.

DlØ l¸bogo L ∈ Lat_n

S · L = g_S · (L ∩ Dom S) + Indef S.

OstaetsØ primenit~ lemmy 4 i 6. □

Literatura

1. K. Brown, Buildings, Springer-Verlag, New York (1989).

2. W. Fulton, Eigenvalues of sums of Hermitian matrices (after A. Klyachko).

Asterisque, No. 252 (1998), Exp. No. 845, 5, 255–269.

3. P. Garrett, Buildings and Classical Groups. Chapman & Hall, London (1997). 4. Y. Ji, L. Guivarch, and J. Taylor, Compactifications of Symmetric Spaces.

Birkhauser Boston, Inc., Boston (1998).

5. Kh. Koufany, Contractions of angles in symmetric cones. — Publ. Res. Inst. Math.

Sci. 38, No. 2 (2002), 227–243.

6. V. B. Lidskiæ, Neravenstva dlØ sobstvennyh i singulØrnyh qisel. Dobavlenie k vtoromu, tret~emu, qetvertomu izdani¸ knigi F. R. Gantmaher, TeoriØ matric. M., 1966, 1976, 1988.

7. I. G. Macdonald, Spherical functions on a group of p-adic type, Publ. Ramanujan

Inst., Madras (1972). Russkiæ perevod: Uspehi mat. nauk 28, vyp. 5 (1973),

155–224.

8. I. G. Macdonald, Symmetric Functions and Hall Polynomials, 2nd edition. Claren-

don Press, Oxford (1995). Russkiæ perevod pervogo izdaniØ: I. Makdo-

nal~d, Simmetriqeskie funkcii i mnogoqleny Holla. Mir, M. (1985). 9. M. L. Nazarov, The oscillator semigroup over nonarchimedian field. J. Funct.

Anal., 128 (1995), 384–438.

10. V. Yu. Nazarov, Yu. G. Neretin, and G. Olshanskii, Semi-groupes engendrés par la représentation de Weil du groupe symplectique de dimension infinie. C. R. Acad. Sci. Paris Sér. I Math. 309 (1989), No. 7, 443–446.

11. ı. A. Neretin, Ob odnoæ polugruppe operatorov v bozonnom prostranstve Foka. — Funkc. anal. i priloß., 24, vyp. 2 (1990), 63–73.

170 ı. A. NERETIN

12. Yu. Neretin, Categories of symmetries and infinite-dimensional groups. Oxford

University Press, New York (1996). Russkiæ variant: ı. A. Neretin. Kate-

gorii simmetriæ i beskoneqnomernye gruppy, �ditorial URSS (1998). 13. Yu. A. Neretin, Hinges and the Study–Semple–Satake–Furstenberg–De Concini– Procesi–Oshima boundary. In: Kirillov’s Seminar on Representation Theory, Amer. Math. Soc. Transl. Ser. 2, 181, Amer. Math. Soc., Providence, RI (1998), pp. 165– 230.

14. ı. A. Neretin, KonformnaØ geometriØ simmetriqeskih prostranstv i obobwennye drobno-lineænye otobraßeniØ Kreæna–Xmul~Øna. — Mat. sb., 190, vyp. 2 (1999), 93–122.

15. Yu. A. Neretin, Jordan angles and triangle inequality in Grassmannian manifold,

Geom. Dedicata, 86 (2001), 403–432.

16. ı. A. Neretin, Beta-funkciØ ansamblØ Br¸a–Titsa i deformaciØ prostranstva L^2 na prostranstve rexetok. Mat. sb. 194, vyp. 12 (2003), 31–62.

17. A. Weil, Sur certains groupes d’operateurs unitaires. — Acta Math., 111 (1964),

143–211. Russkiæ perevod: Matematika (sbornik perevodov), 13, 5 (1969),

33–44.

18. A. Weil, Basic number theory. Springer-Verlag, New York (1967). Russkiæ perevod: A. Veæl~, Osnovy teorii qisel. Mir, M. (1972).

Neretin Yu. A. On compression of Bruhat–Tits buildings. Consider an affine Bruhat–Tits building Lat_n of type A_{n−1} and the complex distance in Lat_n, i.e., the complete system of invariants of a pair of vertices of the building. An element of the Nazarov semigroup is a lattice in the duplicated p-adic space Q^n_p ⊕ Q^n_p. We investigate the behavior of the complex distance with respect to the natural action of the Nazarov semigroup on the building.

Postupilo 28 sentØbrØ 2004 g.

IT�F, Moskva

University of Vienna E-mail: neretin@mccme.ru